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内 容 简介 


本 书 是 普通 高 等 教育 “十 五 ”国家 级 规划 教材 ， 是 作者 主讲 的 国家 级 精品 课程 “线性 
代数 ”所 使 用 的 教材 。 适 合作 为 大 学 本 科 数 学 类 专业 线性 代数 (或 称 “ 高 等 代数 ") 课 程 的 教 
材 ， 也 可 作为 各 类 大 专 院 校 师 生 的 参考 书 ， 以 及 关心 线性 代数 和 和 矩 阵 论 知 识 的 科技 工作 者 
或 其 他 读者 的 自学 读物 或 参考 书 。 

本 书 具 有 如 下 特点 : 

1. 不 是 从 定义 出 发 ， 而 是 从 问题 出 发 来 展开 课程 内 容 ， 引 导 学 生 在 分 析 和 解决 这 些 问 
题 的 过 程 中 将 线性 代数 的 知识 重新 “发 明 ” 一 遍 ， 貌 似 抽象 难 懂 的 概念 和 定理 也 就 成 为 显 
而 易 见 。 

2.“ 空 间 为 体 ， 和 矩阵 为 用 "， 自 始 至 终 强调 几何 与 代数 的 相互 渗透 。 

3. 不 板 着 面孔 讲 数学 ， 努 力 采用 生动 活泼 、 学 生 喜 闻 乐 见 的 语言 。 
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线性 代数 是 大 学 最 重要 的 数学 基础 课 之 一 。 其 基本 内 容 是 线性 空间 和 人 矩阵 
的 理论 。 线 性 代数 的 知识 ， 是 学 习 数 学 和 其 他 学 科 的 重要 基础 ， 并 且 在 科学 研 
究 各 个 领域 和 各 行 各 业 中 有 广泛 的 应 用 。 该 课程 对 于 培养 学 生 的 雇 辑 推理 和 抽 
象 思维 能 力 、 空 间 直 观 和 想像 能 力 具 有 重要 的 作用 。 

本 书 是 普通 高 等 教育 “十 五 ”国家 级 规划 教材 ， 是 作者 主讲 的 国家 级 精品 
课程 “线性 代数 ”所 使 用 的 教材 ， 适 用 于 大 学 本 科 数 学 类 专业 的 线性 代数 课 
(或 称 为 “高 等 代数 " 课 ) 作 为 教材 。 

“线性 代数 ”的 内 容 比 “数学 分 析 ” 或 “ 微 积 分 ” 少 ， 但 不 少 学 生 感 到 学 
起 来 并 不 更 容易 。 主 要 的 困难 是 太 抽 象 。 比 如 ， 微 积分 中 的 导数 可 以 理解 为 切 
线 的 斜率 、 运 动 的 速度 ， 定 积分 可 以 理解 为 求 图 形 的 面积 、 由 速度 求 路 程 ， 这 
都 比较 自然 ， 容 易 理 解 。 而 线性 代数 从 一 开始 就 是 一 个 接 一 个 从 天 而 降 的 抽象 
定义 ， 使 初学 者 感到 不 好 理解 。 比 如 : 行列 式 为 什么 要 这 样 定义 ? 矩阵 为 什么 
要 这 样 相 乘 ? 向 量 到 底 是 有 方向 和 大 小 的 量 ， 还 是 数组 ， 还 是 定义 了 加 法 和 数 
乘 的 任意 非 空 集合 中 的 元 素 ? 线性 相关 、 线 性 无 关 是 什么 意思 ， 有 什么 用 处 ? 
让 许多 初学 者 迷惑 不 解 。 

抽象 确实 是 学 习 线 性 代数 的 一 个 拦路 虎 。 一 提起 抽象 ， 给 人 的 印象 就 是 莫 
名 其 妙 、 隆 涩 难 慌 、 脱 离 实际 、 没 有 用 处 ， 总 之 是 一 个 令 人 害怕 的 几 义 词 。 然 
而 ， 抽 象 并 不 是 线性 代数 特有 的 ， 也 不 是 从 大 学 开始 的 。 比 如 ,幼儿园 的 小 孩 
就 要 学 3+2=5， 这 是 抽象 还 是 具体 ? 怎样 教 小 孩 3+2=5? 是 先 教 加 法 的 定 
义 ， 然 后 再 按照 定义 来 做 3+2=5 吗 ? 加 法 的 定义 ， 幼 儿 园 没 教 过 ， 小 学 和 中 
学 也 没 教 过 。 然 而 小 孩 们 却 学 会 了 加 法 ,不 是 靠 定义 学 会 加 法 ,而 是 通过 例子 
学 会 了 加 法 。 比 如 ， 可 以 教 小 孩 数 自己 的 手指 来 学 3+2=5，,，3 根 手指 加 2 根 
手指 就 是 5 根 手 指 。 也 可 以 数 铅笔 ，3 枝 铅笔 加 2 枝 铅笔 就 是 5 枝 铅笔 。 假 如 
已 经 数 过 了 手指 ， 又 数 过 了 铅笔 ， 一 个 细心 而 胆 大 的 小 孩 发 现 手指 是 肉 做 的 ， 
铅笔 是 木头 做 的 ， 举 手 问 老师 : “5 是 肉 做 的 还 是 木头 做 的 ?” 老 师 怎 样 回 答 ? 
假如 又 数 了 5 个 乒乓 球 ， 发现 手指 和 铅笔 是 长 的 ， 乒 兵 球 是 圆 的 ， 再 问 : “5 
是 长 的 还 是 圆 的 ?” 老 师 又 怎样 回答 ? 也 许 老师 会 斥责 这 个 不 听话 的 调皮 小 孩 : 
“好 好 听课 ， 不 要 胡说 八道 !1” 然 而 ,这 样 的 小 孩 才 是 聪明 的 小 孩 ， 会 思考 的 小 
孩 。 他 注意 到 了 5 根 手 指 、5 枝 铅 笔 、 5 个 乒乓 球 的 差别 ， 这 确实 是 聪明 的 表 
现 。 但 只 是 注意 到 差别 还 不 够 ， 还 要 让 他 学 会 忽略 这 种 差别 ， 将 肉 做 的 5 根 手 


I 前 言 


指 、 本 头 做 的 5 枝 铅笔 “混为一谈 "， 将 5 个 长 的 物体 (手指 和 铅笔 ) 和 5 个 图 
的 物体 (乒乓 球 ) 混为一谈 ”， 忽 略 它 们 的 差别 而 只 关心 它们 的 共同 点 : 数量 的 
多 少 ， 这 才学 会 了 3+2=5， 这 才能 够 将 3+2=5 用 到 千 千 万 万 的 其 他 例子 ， 
如 3 本 书 加 2 本 书 ，3 张 桌子 加 2 张 桌子 等 。 要 让 小 孩 学 会 忽略 这 些 差别 ， 不 
是 一 件 容 易 的 事情 。 这 正如 郑板桥 说 的 ， 聪 明 难 ， 类 涂 亦 难 ， 由 聪明 而 糊涂 万 
难 。 这 种 忽略 差别 的 过 程 ， 就 是 “由 聪明 而 糊涂 ”的 过 程 ， 也 就 是 数学 的 抽象 
的 过 程 。 抽 象 不 是 从 天 而 降 ， 而 是 来 自 于 实际 ， 来自 于 具体 的 例子 。 然 而 ， 抽 
象 又 没有 停留 于 实际 ,而 是 “脱离 ”了 实际 : 它 脱离 了 具体 的 例子 ， 含 弃 了 不 
同 例子 的 不 同 点 而 提取 了 它们 的 共同 点 ， 这 样 才能 应 用 到 更 多 更 广泛 的 实际 全 
子 中 。 有 一 个 电视 节目 的 时 事 评论 员 常 说 ;: “许多 看 似 不 相干 的 事情 ， 其 实 都 
是 相互 关联 的 。” 我们 可 以 说 : “许多 看 似 不 相同 的 事情 ， 其实 都 有 共同 点 。” 
从 不 同 的 事情 中 发 现 共同 点 ， 研 究 共 同 点 ， 得 到 放 之 四 海 而 迪 准 的 真理 ， 用 到 
更 多 的 不 同事 物 中 去 ， 这 就 是 抽象 。 这 样 的 抽象 不 是 没有 用 处 ， 反 而 是 神通 更 
广大 。 数 学 由 低级 到 高 级 的 过 程 ， 就 是 抽象 的 程度 由 低 到 高 的 过 程 ， 也 是 应 用 
的 范围 由 疾 窄 到 广泛 的 过程 。 幼 儿 园 的 3+2=5 忽略 挤 了 大 小 、 长 短 、 原 料 的 
差别 ， 只 关心 数量 的 多 少 。 初 中 的 (ga -5)?=a?-2ab+ 4b? 将 字母 ga, 5 所 代 
表 的 数 的 多 少 也 忽略 掉 了 ， 只 关心 它们 的 共同 的 运算 规律 。 更 进一步 的 “ 糊 
涂 ” 是 : 公式 (a -5)?=a -2ab+b? 中 的 字母 a,， 5 可 以 不 代表 数 而 代表 几 
何 向 量 ,， 将 其 中 的 乘法 理解 为 向 量 的 内 积 ， 公 式 有 照样 成 立 。 画 出 有 向 线段 来 表 
示 公 式 中 向 量 ， 如 下 图 : CA=a, CB=6b, 则 BA =a-b。 


C 4 4 
公式 (qa -pb)?=a +b -2a.b 的 几何 意义 就 是 
|BA|*=|cAl?+|CB|I?-2| CA||CB|eos C. 
这 就 是 余弦 定理 ! 当 C 是 直角 时 就 是 勾 股 定理 ! 只 不 过 一 念 之 差 ， 在 乘法 公 
式 (a-pb) =a2+ 思 -2c8 中 “难得 糊涂 "， 将 数 与 向 量 “ 混 为 一 谈 "”， 就 立即 
得 到 了 余弦 定理 和 勾 股 定理 ， 数 学 的 抽象 的 威力 由 此 可 见 一 斑 ! 
我 在 念 研究 生 的 时 候 ， 导 师 曾 肯 成 教授 经 常 指 定 一 些 经 典 著作 让 我 们 读 ， 
并 生 轮 流 到 讲台 上 去 讲 ， 他 在 下 面 听 ， 向 讲 的 人 提出 各 种 问题 。 通 常 他 并 不 问 
某 某 定义 怎样 叙述 、 某 某 定 理 怎样 证 明 ， 而 是 问 :“ 蔬 上 为 什么 要 写 这 个 内 容 ? 
不 写 可 不 可 以 ?” 这 样 的 问题 很 难 回答 ， 但 我 们 不 得 不 努力 去 思考 怎样 回答 。 
假如 我 们 在 讲 线性 代数 时 间 :“ 书 上 为 什么 要 写 和 矩阵 和 向 量 空间 ? 为 什么 要 号 
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线性 相关 和 线性 无 关 ? 可 不 可 以 删 去 ?” 应 当 怎 样 回答 ? 前 人 在 发 明 这 些 内 容 
的 时 候 都 是 为 了 解决 一 定 的 问题 。 写 进 教科 书 中 的 内 容 ， 更 是 经 过 历史 的 检验 
被 证 明 是 最 重要 最 有 用 的 东西 。 课 本 上 的 定义 和 定理 的 叙述 ， 每 一 名 话 甚至 每 
个 字 都 是 经 过 多 少年 多 少 人 的 反复 推荐 得 到 的 ， 字 字 值 千金 。 我 们 今天 没有 必 
要 完全 重复 当年 发 明 这 些 知 识 的 过 程 ， 更 没有 必要 去 重复 他 们 走 过 的 弯路 。 但 
是 ， 如 果 我 们 的 学 生 只 是 去 死记 硬 背 这 些 定义 或 定理 的 条 文 ， 而 对 这 些 条 文 的 
来 龙 和 去 脉 毫 不 了 解 ， 不 了 解 它们 产生 的 彰 景 ， 不 知道 它们 有 什么 用 处 ， 不 了 
解 这 些 抽象 的 概念 和 结论 所 能 代表 的 一 些 具体 例子 ， 就 不 能 体会 这 些 定义 和 定 
理 的 深刻 食 义 和 强大 威力 ， 反 而 觉得 它们 莫名 其 妙 ， 植 燥 乏 味 ， 学 起 来 困难 ， 
学 了 也 不 知道 有 什么 用 处 。 

有 鉴于 此 ， 我 们 形成 了 如 下 的 教学 模式 ， 也 就 是 编写 本 教材 的 指导 思想 : 
不 是 从 定义 出 发 ,而 是 从 间 题 出 发 展开 课程 内 容 。 我 们 围绕 线性 代数 的 主要 内 
容 ， 精 选 了 一 些 有 重大 意义 而 又 浅显 易 懂 的 问题 作为 组 织 课程 内 容 的 主要 线 
索 。 引 导 学 生 一 起 来 分 析 这 些 问 题 ， 尝 试 建立 一 定 的 数学 工具 来 解决 这 些 问 
题 。 这 实际 上 也 就 是 数学 建 模 的 过 程 一 一 将 所 要 解决 的 问题 (实际 问题 或 理论 
问题 ) 用 适当 的 数学 语言 加 以 描述 ， 转 换 为 数学 问题 ( 即 数学 模型 )， 用 一 定 的 
数学 工具 (已 有 的 工具 或 发 明 新 的 工具 ) 来 加 以 解决 ， 再 将 所 得 到 的 数学 解 翻译 
成 为 原来 问题 的 解 。 在 解决 愿 有 问题 的 过 程 中 又 产生 新 的 问题 ， 需 要 建立 新 的 
概念 、 方 法 和 技巧 。 这 个 过 程 本 来 是 这 些 知识 当初 建立 的 过 程 ， 也 是 学 生 今 后 
搞 科 学 研究 和 应 用 要 经 历 的 过 程 。 我 们 不 是 将 前 人 得 到 的 知识 灌输 给 学 生 ， 而 
是 引导 学 生 重 新 经 历 一 次 发 明 这 些 知 识 来 解决 问题 的 过 程 。 这 样 做 的 好 处 是 : 
不 只 是 背诵 叙述 知识 的 条 文 ， 而 是 体会 到 这 些 条 文 的 来 龙 去 脉 ， 体 会 到 这 些 知 
识 的 原创 性 的 想法 和 实质 ， 提 前 接受 了 从 事 科 研 工作 的 训练 ， 培 养 了 创新 意识 
和 素质 。 

现在 我 们 要 建立 创新 型 国家 ， 培 养 具 有 创新 精神 的 人 才 是 一 项 重要 任务 。 
对 于 培养 创新 精神 ， 有 一 种 看 法 认为 大 学 低 年 级 学 生 基 础 知识 不 够 ， 还 谈 不 上 
创新 ， 只 有 到 研究 生 阶 段 才 能 培养 创新 精神 和 素质 。 其 实 ， 即 使 到 了 硕士 研究 
生 阶 段 ， 也 很 少 有 人 能 做 出 真正 具有 创新 性 的 研究 成 果 ， 主 要 还 是 在 为 以 后 做 
出 创新 性 成 果 打 好 基础 。 而 培养 创新 精神 和 素质 ， 也 完全 可 以 从 本 科 生 低 年 级 
就 开始 。 低 年 级 大 学 生 学 的 基础 课 内 容 ， 对 人 类 来 说 是 已 有 的 知识 ， 可 能 还 是 
儿 百 年 前 发 明 的 知识 ， 但 对 这 些 学 生来 说 却 是 新 的 知识 。 让 他 们 将 这 些 知 识 重 
新 发 明 一 遍 ， 虽 然 发 明 出 来 的 东西 对 人 类 不 是 新 的 成 果 ， 但 对 他 们 自己 却 是 发 
明 创 造 的 一 种 模拟 和 演习 ， 是 一 次 创新 的 实践 ， 对 于 培养 创新 精神 和 素质 很 有 
好 处 。 

我 们 希望 通过 从 问题 出 发 的 教学 模式 引起 学 生 探 索 问 题 的 兴趣 ,培养 创新 
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精神 。 但 是 我 们 也 明白 ,采用 这 种 模式 也 可 能 有 它 的 缺点 和 风险 。 如 果 把 握 不 
好 ， 有 可 能 导致 叙述 宛 长 ， 主 线 不 突出 ,干扰 学 生 对 主干 内 容 的 理解 。 为 了 避 
免 这 一 缺点 ， 我 们 一 方面 努力 做 到 选择 问题 恰当 ， 由 问题 引入 概念 时 适度 ， 强 
调 思路 而 不 在 细节 上 纠缠 。 另 一 方面 ， 为 了 减少 风险 ,我 们 在 教材 编写 体例 上 
采取 了 一 个 特殊 的 处 理 方 式 : 在 每 一 章 的 第 1，2，… 节 前 面 设 置 第 0 节 ， 其 
内 容 是 提出 问题 ， 对 问题 做 一 定 分 析 ， 引 出 本 章 的 主要 概念 。 而 从 第 1 工 节 仍 是 
按 传统 的 方式 从 定义 开始 叙述 。 使 用 本 教材 的 教师 可 以 对 第 0 节 灵 活 处 理 。 比 
如 可 以 直接 从 第 1 节 开 始 讲授 ， 将 第 0 节 留 给 感 兴趣 的 学 生 自 己 去 阅读 。 也 可 
以 将 第 0 节 的 内 容 作 提纲 在 领 的 简单 介绍 ， 主 要 介绍 解决 问题 的 思路 。 除 了 每 
一 章 的 第 0 节 以 解决 问题 为 线索 引入 教材 内 容 之 外 ， 我 们 还 从 第 二 章 开 始 将 每 
章 的 最 后 一 节 设 为 “更 多 的 例子 "， 其 中 一 部 分 是 一 些 综合 性 、 技 七 性 较 高 的 
问题 的 解答 ， 而 另 一 部 分 就 是 基本 知识 的 一 些 有 启发 性 的 应 用 实例 以 及 扩展 性 
的 知识 ， 和 希望 通过 这 样 的 例子 展现 抽象 的 基础 知识 在 解决 各 种 问题 中 的 强大 威 
力 ， 并 且 为 如 何 利用 这 些 知识 解决 各 种 问题 提供 范例 。 教 师 在 使 用 本 教材 时 可 
以 根据 各 自 的 具体 情况 灵活 选用 这 些 例子 ,不 一 定 将 它们 全 部 讲 完 。 

具体 地 说 ， 在 第 1 章 我 们 首先 选取 了 怎样 解 多 元 线性 方程 组 来 作为 要 解决 
的 第 一 个 问题 ， 这 是 线性 代数 的 重大 问题 之 一 ,而 且 与 中 学 数学 中 解 二 元 一 次 
方程 组 的 加 减 消 元 法 自然 衔接 ， 学 生 容 易 接 受 。 我 们 将 中 学 数学 对 方程 的 变形 
提高 到 方程 组 的 同 解 变形 ， 将 加 减 消 去 法 提高 到 方程 的 线性 组 合 、 线 性 方程 组 
的 初等 变换 。 由 于 解 线性 方程 组 只 用 到 加 减 乘除 四 则 运算 ,在 讨论 方程 组 的 系 
数 与 解 之 问 的 关系 时 很 自然 引入 了 数 域 的 概念 。 在 将 字母 略 去 不 写 之 后 很 自然 
地 引入 了 数组 向 量 来 表示 线性 方程 ， 用 挎 阵 来 表示 线性 方程 组 ， 用 系 阵 的 初等 
行 变换 来 解 线 性 方程 组 。 人 矩阵 的 初等 变换 无 疑 是 整个 线性 代数 最 重要 的 计算 手 
段 ， 借 助 于 解 线性 方程 组 这 一 重大 问题 让 学 生得 到 了 充分 的 训练 。 

第 2 章 引 入 了 线性 空间 ， 这 可 能 是 本 教材 与 以 往 教材 差别 最 大 的 一 部 分 。 
在 这 一 章 中 ， 围 绕 线性 方程 组 中 方程 的 个 数 与 解 集 的 大 小 之 间 的 关系 的 讨论 ， 
以 自然 的 方式 引出 了 线性 相关 、 线 性 无 关 、 秩 、 基 、 维 数 等 一 批 最 重要 而 又 最 
抽象 难 懂 的 概念 ， 以 方程 作为 向 量 的 重要 例子 展开 了 对 线性 空间 的 主要 内 容 的 
全 面 讨 论 。 我 们 不 是 先 研 究 了 抽象 的 线性 空间 的 性 质 再 应 用 到 各 种 具体 空间 中 
去 ， 而 是 反 过 来 ， 先 对 数组 空间 得 出 了 这 些 性 质 ， 然 后 指出 对 这 些 性 质 的 证 明 
其 实 不 依赖 于 数组 空间 的 特殊 性 质 ， 而 是 只 依赖 于 加 法 和 数 乘 的 运算 律 (8 条 
公理 )， 因 此 可 以 适用 于 定义 了 加 法 和 数 乘 的 任何 其 他 对 象 一 抽象 的 线性 空 
间 。 这 不 但 使 抽象 的 线性 空间 的 定义 的 引入 比较 自然 ， 而 且 对 于 什么 是 数学 的 
抽象 、 怎 样 进 行 数学 的 抽象 、 怎 样 由 直观 而 不 严格 的 想法 (方程 的 个 数 、 解 集 的 
大 小 ) 建 立 严格 的 数学 概念 (线性 相关 、 线 性 无 关 、 秩 、 维 数 ) 提 供 了 一 个 重要 的 范 
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例 ， 让 学 生 在 以 后 的 学 习 和 研究 中 可 以 模仿 。 在 这 一 章 的 最 后 一 节 “ 更 多 的 例 
子 ” 中 ， 利 用 子 空间 的 思想 求 Fibonacei 数列 的 通 项 公式 、 设 计 幻 方 ， 利 用 同 
构 的 思想 得 出 Lagrange 插值 公式 、 中 国 剩余 定理 ， 都 是 应 用 抽象 的 代数 概念 来 
解决 问题 的 很 好 的 例子 。 这 些 例 子 都 有 另外 的 专门 的 方法 和 技巧 来 解决 ， 而 在 
我 们 这 里 却 不 需要 学 习 任 何 专门 的 方法 和 技巧 ， 只 需要 将 线性 代数 中 的 最 简单 
的 基本 思想 适当 地 应 用 ， 问题 就 迎刃而解 。 

由 于 第 2 章 已 经 建立 了 线性 空间 的 概念 ， 第 3 章 就 可 以 从 几何 的 背景 引入 
行列 式 。 以 往 的 行列 式 教学 中 有 一 件 怪 事 : 学 生 从 空间 解析 几何 中 知道 了 三 阶 
行列 式 可 以 代表 平行 六 面体 的 体积 ， 却 不 知道 二 阶 行列 式 可 以 代表 平行 四 边 形 
的 面积 。 我 们 将 元 线性 方程 组 解释 为 一 个 几何 间 题 : 由 nn 个 已 知 向 量 线 性 
组 合 出 另 一 个 已 知 向 量 : xlgli+…+%nons = 有 ， 求 组 合 系 数 w%j, ,xn 。 通 过 对 
二 元 一 次 线性 方程 组 所 对 应 的 几何 问题 的 分 析 和 解答 得 到 了 二 阶 行列 式 以 及 二 
元 一 次 方程 组 的 Cramer 法 则 ， 再 将 它 推广 到 了 n 阶 行列 式 及 nn 元 线性 方程 组 
的 Cramer 法 则 ， 将 n 阶 行列 式 看 成 n 维 “ 体 积 ”"， 将 行列 式 中 某 一 列 的 代数 余 
子 式 组 成 的 向 量 看 成 其 余 各 列 的 “外 积 ”。 从 几何 的 观点 看 来 ， 行 列 式 的 定义 
和 各 种 性 质 都 显得 理所当然 ， 容 易 接 受 。 

代数 和 几何 相互 渗透 不 可 分 割 ， 这 是 线性 代数 的 一 个 基本 特点 ， 也 是 本 课 
程 和 教材 的 一 个 重要 特点 。 线 性 代数 名 日 代数 ， 其 实 也 是 几何 。 在 某 种 意义 上 
可 以 说 : 空间 解析 几何 是 3 维 空间 的 线性 代数 ， 而 线性 代数 是 nn 维 空 间 的 解 
析 几 何 。 线 性 代数 的 主要 内 容 ， 可 以 用 “空间 为 体 ， 算 阵 为 用 ”来 概括 。 它 研 
究 的 对 象 是 由 向 量 组 成 的 线性 空间 ,这 是 几何 对 象 。 研 究 的 工具 则 是 人 矩阵， 这 
是 代数 工具 。 学 生 如 果 能 够 将 关于 向 量 空间 的 几何 问题 转化 为 矩阵 的 问题 ， 用 
矩阵 运算 加 以 解决 ， 再 “翻译 ” 回 几何 的 语言 得 到 管 案 ， 就 算是 对 线性 代数 的 
基本 理论 和 方法 有 了 一 个 较 好 的 掌握 。 几 何 与 代数 紧密 不 可 分 割 ， 是 同一 个 事 
物 的 两 个 方面 。 然 而 这 两 个 方面 也 各 有 所 长 ， 各 有 所 短 。 几 何 的 优点 是 形象 直 
观 便于 理解 ， 缺 点 是 不 便于 计算 ; 矩阵 的 优点 是 便于 计算 ， 缺 点 是 不 便于 理 
解 。 因 此 ， 在 处 理 问 题 时 要 发 挥 它 们 各 自 的 长 处 ， 适 当 回 避 它 们 的 缺点 : 几何 
观点 主要 用 来 建 模 ,将 几何 语言 转换 为 矩阵 语言 之 后 再 用 矩阵 计算 来 解决 问 
题 ， 然 后 再 用 几何 观点 加 以 理解 和 和 解释。 当然 ， 也 有 很 多 问题 可 以 不 用 盾 阵 计 
算 来 解决 ， 而 用 几何 推理 来 解决 。 对 这 方面 的 例子 ,我 们 同时 给 出 了 矩阵 计算 
和 几何 推理 两 种 解决 方法 。 在 多 数 情况 下 ,用 候 阵 来 计算 有 比较 “死板 ”的 现 
成 方法 ， 容 易 掌握 ， 类 似 于 解析 几何 方法 ; 用 几何 推理 比较 灵活 多 变 ， 比 较 有 
趣 ， 然 而 掌握 起 来 更 困难 一 些 ， 类 似 于 综合 几何 的 证 明 方 法 。 对 初学 者 ， 我 们 
还 是 提倡 他 们 先 掌握 将 几何 问题 转化 成 矩阵 、 通 过 矩阵 运算 来 处 理 的 方法 ， 在 
此 基础 上 再 去 自由 发 挥 ， 追 求 更 为 灵活 多 变 的 几何 方法 。 我 们 这 一 指导 思想 贯 
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穿 于 全 书 的 所 有 各 章 。 第 1 章 解 方程 组 是 代数 ， 但 在 第 2 章 一 开始 就 对 线性 方 
各 组 给 了 一 个 几何 解释 。 整 个 第 2 章 中 ， 以 方程 组 为 主要 的 模型 讨论 了 线性 空 
间 这 一 几何 对 象 。 第 3 章 的 行列 式 和 第 4 章 的 矩阵 运算 虽然 都 是 代数 ， 但 都 从 
几何 模型 引入 ， 再 讲 代 数 算法 。 第 6 章 与 第 7 章 的 线性 变换 和 第 9 章 的 内 积 本 
来 就 是 几何 对 象 ， 重 点 讲 怎样 将 它们 归结 为 矩阵 运算 (相似 和 相合 ) 来 处 理 ， 而 
在 讲 和 矩阵 运算 时 又 时 时 指出 这 些 运算 的 几何 背景 ， 始 终 在 几何 观点 的 指引 下 进 
行 运算 。 第 8 章 的 二 次 型 的 定义 方式 (二 次 齐 次 多 项 式 ,和 矩阵 的 乘积 ) 和 化 简 二 
次 型 的 算法 (配方 ,矩阵 的 相合 ) 本 来 都 是 代数 的 。 将 二 次 型 看 成 线性 空间 上 的 
函数 ,二 次 型 的 代数 表达 式 就 成 为 这 个 通 数 在 茶 一 组 基 下 的 坐标 表示 ， 二 次 型 
的 化 简 就 归结 为 选择 适当 的 基 使 其 坐标 表示 尽 可 能 简单 ， 变 成 了 一 个 几何 问 
题 。 为 了 实现 几何 与 算 阵 的 左右 遂 源 ， 我 们 突出 了 向 量 空间 的 同 构 的 应 用 ; 在 
选取 一 定 的 基 之 后 将 每 个 向 量 对 应 于 它 的 坐标 ， 从 而 将 有 限 维 线性 空间 同 构 到 
数组 空间 来 处 理 ， 在 讲 坐标 变换 、 线 性 变换 、 内 积 时 都 坚持 这 一 处 理 模式 ， 将 
线性 空间 的 各 种 问题 都 归结 为 数组 空间 的 问题 来 处 理 ， 通 过 矩阵 运算 来 解决 。 

矩阵 的 相似 标准 形 的 算法 和 证 明 是 线性 代数 中 最 困难 的 问题 。 本 书 第 7 章 
中 对 这 一 问题 分 别 给 出 了 两 种 不 同 的 解决 方式 。 第 一 种 方式 是 通过 解 线性 方程 
组 尝试 和 探索 求 Jordan 标准 形 的 起 阵 算法 ， 从 中 提炼 出 Jordan 标准 形 理论 的 几 
何 证 明 ， 并 在 这 个 几何 理论 指导 下 给 出 了 通过 解 线 性 方程 组 求 Jordan 标准 形 和 
过 渡 和 矩阵 的 一 般 算 法 。 这 样 一 种 处 理 方 式 从 理论 上 和 算法 上 都 可 以 成 为 一 个 独 
立 完整 的 体系 ， 不 需要 再 用 A 算 阵 来 补充 。 而 在 此 之 后 再 利用 A 夫 阵 的 相抵 
(也 称 为 “等 价 ”) 来 研究 相似 标准 形 则 是 在 更 高 观点 下 的 另外 一 种 独立 的 体系 。 
这 个 更 高 观点 就 是 模 的 观点 ， 将 线性 变换 .如 作用 的 空间 V 看 成 数 域 上 一 元 多 
顶 式 环 F[4] 上 的 模 ， 通 过 研究 这 个 模 的 分 解 来 研究 .多 的 标准 形 算 阵 ， 其 中 的 
计算 归结 为 多 项 式 环 FIA] 上 的 矩阵 ( 即 4 矩阵 ) 的 相抵 。 但 是 ， 在 线性 代数 课 
程 中 一 般 不 讲 模 的 概念 ， 因 此 就 在 讲 了 ) 和 矩阵 的 相抵 变换 之 后 采用 了 一 个 较 
为 “初等 ”的 方式 来 将 A 矩阵 相 插 的 结论 转化 为 数 域 上 的 矩阵 的 相似 标准 形 
的 结论 。 这 样 的 处 理 方 式 ， 回 加 了 和 较 高 级 的 名 词 “ 模 ”而 只 用 到 较 低级 的 知 
多 项 式 矩 阵 的 运算 。 这 在 逻辑 上 当然 是 对 的 。 然 而 ， 由 于 它 在 回避 
“ 模 ” 这 个 名 称 时 将 它 所 蕴涵 的 几何 想法 蕊 完全 抛弃 ， 整 个 处 理 过 程 变 得 没有 
想法 而 只 有 返 算 。 为 什么 在 研究 算 阵 的 相似 的 时 候 需 要 研究 4 算 阵 ? 4 炬 阵 的 
相抵 怎样 转化 为 矩阵 的 相似 ? 显得 莫名其妙， 好 像 纯 属 偶然 。 我 们 的 观点 是 ， 
“ 模 ” 这 个 高 级 的 名 称 可 以 回避 ， 但 它 的 思想 却 并 非 难 懂 反 而 非常 精彩 ， 可 以 
借用 。 实 际 上 ， 高 级 的 东西 未 必 比 低级 的 东西 难 懂 ， 甚 至 往往 还 更 容易 懂 。 例 
如 ， 用 方程 来 解 应 用 题 就 往往 比 算术 方法 容易 ， 用 微 积分 基本 定理 求 图 形 的 面 
积 也 比 用 初等 几何 的 方法 直截了当 。 类 似 地 ， 用 “ 模 ” 的 高 级 观点 来 处 理 线 性 
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变换 也 可 以 比 仅 用 矩阵 运算 这 样 的 较 低级 的 观点 更 容易 理解 。 我 们 采取 的 处 理 
方式 是 : 只 回避 “ 模 ” 这 个 “吓人 的 ”名 称 ， 而 将 它 实质 上 的 几何 思想 换 一 种 
平易 近 人 的 方式 来 叙述 : 将 线性 变换 .如 在 每 个 向 量 a 上 的 作用 看 作 .总 与 g 
的 乘法 ， 将 .如 看 成 向 量 的 “系数 ”， 人 允许 .如 及 其 多 项 式 成 为 矩阵 的 元 ， 这 样 
得 到 的 矩阵 就 是 和 矩阵 ， 其 中 的 字母 A 代表 的 就 是 线性 变换 .名 。 所 有 的 矩阵 
运算 全 部 在 这 样 的 几何 观点 的 指引 下 进行 ,每 一 步 运算 都 有 明确 的 目的 ， 直 到 
最 后 达到 目标 ， 整 个 过 程 显得 自然 而 合理 ， 水 到 渠 成 。 

有 一 个 俗语 “ 挂 羊 头 卖 狗 肉 "， 说 的 是 将 低 价 产品 (狗肉 ) 挂 一 个 高 价 招牌 
( 羊 头 )， 假 冒 高 价 产品 (羊肉 ) 来 出 售 ， 目 的 是 骗取 更 多 的 钱 。 我 们 正好 相反 ， 
是 “ 挂 狗头 卖 羊 肉 ”": 卖 的 是 高 价 的 “内 ”一 一 按 模 的 思想 来 处 理 问题 ， 但 不 
挂 “ 模 ”这 样 的 高 价 招牌 ， 免 得 它 将 学 生 呈 着 了 ， 而 换 了 一 个 较为 平易 近 人 的 
招牌 一 一 “将 线性 变换 .多 看 成 向 量 的 系数 "。 这 样 做 的 目的 是 为 了 让 学 生 免 受 
高 级 名 词 的 鸡 吓 而 又 能 享受 到 高 级 名 词 背后 的 实惠 。 这 样 的 “ 挂 狗头 卖 羊 肉 ” 
的 事情 在 第 3 章 引 入 行列 式 的 时 候 也 做 过 : 将 行列 式 看 作 它 的 各 个 列 向 量 的 
“ 某 种 乘积 "， 可 以 按 乘法 的 运算 律 展开 ， 这 实际 上 是 说 行列 式 是 各 个 列 向 量 的 
多 重 线性 函数 。 然 而 , “多 重 线 性 函数 ”这 样 的 高 级 名 词 听 起 来 太 吓人 人， 我们 
用 “ 按 乘法 的 运算 律 展开 ”这 样 的 中 学 数学 中 的 初级 术语 来 代替， 实质 内 容 相 
同 ， 但 更 容易 被 学 生 接 受 。 此 外 ， 第 2 章 中 用 “有 多 余 的 方程 ”来 讲 线性 相 
关 ， 用 “货真价实 ”来 讲 线性 无 关 ， 用 “方程 的 真正 个 数 ” 来 讲 向 量 组 的 秩 ， 
也 都 是 “ 挂 狗头 卖 羊肉 ”的 例子 。 

一 般 的 教材 都 将 多 项 式 安排 在 全 书 的 最 前 面 ， 以 便于 应 用 。 但 是 ， 由 于 多 
项 式 这 部 分 内 容 的 思想 方法 与 其 他 内 容 很 不 相同 ， 这 样 一 种 安排 好 像 就 是 由 多 
项 式 与 线性 代数 两 门 不 同 风格 的 课程 硬 凑 在 一 起 。 在 中 国 科技 大 学 数学 系 ， 经 
过 反复 考虑 和 多 年 的 实践 ， 将 多 项 式 这 部 分 内 容 从 线性 代数 中 拿 出 去 ， 与 原 有 
的 初等 数论 一 起 组 成 一 门 课程 “整数 与 多 项 式 "， 让 学 生 在 大 学 第 一 学 期 (在 
“线性 代数 "之 前 ) 学 习 。 由 于 整数 与 多 项 式 都 有 带 余 除法 ， 很 多 性 质 非 常 类 似 ， 
放 到 一 起 非常 合理 而 融 治 。 但 为 了 不 开设 “整数 与 多 项 式 ” 课 程 的 学 校 使 用 本 
蔬 ， 书 中 还 是 写 了 多 项 式 这 一 章 ， 但 没有 放 在 全 书 最 前 面 ， 而 是 放 在 第 5 章 ， 
在 讲 完 线性 空间 和 第 阵 的 代数 运算 之 后 ， 线 性 变换 之 前 。 之 所 以 不 放 在 第 1 章 
是 为 了 一 开始 就 开门 见 山 展开 线性 代数 的 主要 思想 ， 将 线性 代数 最 基本 的 概念 ， 
和 基本 方法 (线性 空间 及 矩阵 运算 ) 一 气 呵 成 。 这 些 内 容 组 成 线性 代数 的 入 门 阶 
段 。 从 线性 变换 开始 进入 一 个 更 高 级 的 新 阶段 ， 而 多 项 式 对 于 建立 线性 变换 的 
理论 起 着 重要 作用 ， 因 此 将 多 项 式 放 在 这 两 个 阶段 之 间 ， 线 性 变换 之 前 。 当 
然 ， 这 也 有 一 个 问题 :在 线性 变换 之 前 的 线性 空间 和 行列 式 计算 也 用 到 多 项 
式 ， 而 那 时 还 没有 讲 多 项 式 。 但 这 个 问题 不 大 ， 主 要 是 因为 在 中 学 数学 中 已 经 


再 前 言 


学 过 多 项 式 的 一 些 初步 知识 ， 稍 加 补充 就 足够 在 这 些 章节 中 使 用 了 。 还 要 指出 
的 是 : 在 中 学 数学 中 将 多 项 式 的 字母 理解 为 未 知 数 ， 而 在 大 学 数学 中 将 多 项 式 
的 字母 看 作 “ 未 定 元 "， 只 作为 一 个 符号 而 不 代表 具体 的 东西 ， 这 让 学 生 不 容 
易 理解 。 如 果 将 多 项 式 放 在 第 1 章 ， 实 在 是 举 不 出 例子 说 明 多 项 式 的 字母 除了 
代表 未 知 数 之 外 还 能 代表 什么 别 的 东西 。 然 而 ， 在 短 阵 之 后 讲 多 项 式 ， 就 可 以 
说 多 项 式 的 字母 不 但 可 以 代表 未 知 数 ， 还 可 以 代表 方 阵 ， 以 后 还 可 以 代表 别 的 
对 象 (如 线性 变换 )。 说 它 是 符号 或 者 未 定 元 ， 不 限定 它 代表 什么 对 象 ， 是 为 了 
允许 它 代表 更 多 更 广泛 的 对 象 。 在 多 项 式 这 一 章 的 第 0 节 §5.0 中 ， 所 举 的 例 
子 就 是 将 多 项 式 的 字母 换 成 矩阵 产生 的 令 人 惊喜 的 结果 ， 从 一 个 方面 来 说 明 为 
什么 要 将 “未 知 数 ” 上 升 为 “未 定 元 "。 当 然 ， 将 多 项 式 放 在 线性 代数 的 中 间 ， 
确实 有 将 线性 代数 拦腰 斩 断 的 感觉 ， 这 是 一 个 缺点 。 为 了 降低 这 种 安排 的 负面 
影响 ， 我 们 在 多 项 式 这 一 章 中 也 举 了 一 些 利用 多 项 式 来 解决 竹 阵 和 行列 式 的 例 
子 。 如 果 有 的 教师 不 喜欢 这 种 安排 ， 可 以 将 多 项 式 这 一 章 提 到 最 前 面 去 ， 只 要 
将 涉及 到 和 矩 阵 或 行列 式 的 例子 去 掉 或 移 到 别 的 适当 位 置 就 行 了 。 

本 书 的 以 上 指导 思想 和 做 法 是 作者 在 20 多 年 的 教学 经 验 中 逐步 形成 的 。 
特别 是 已 经 按照 以 上 所 说 的 指导 思想 在 对 连续 8 届 学 生 的 教学 实践 中 进行 了 探 
索 ， 在 探索 过 程 中 逐步 将 这 些 指导 恩 想 转化 为 切实 可 行 的 实施 办 法 ， 并 且 不 断 
根据 教学 效果 进行 调整 和 完善 ， 才 形成 了 现在 这 样 的 教学 模式 ， 以 及 反映 这 种 
教学 模式 的 教材 。 在 教学 过 程 中 ， 参 考 了 中 国 科学 院 数 学 与 系统 科学 研究 院 许 
以 超 教授 编写 的 《代数 学 引 论 )( 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1966)， 使 用 了 中 国 科技 
大 学 李 烟 生 教 授 和 同济 大 学 查 建国 教授 编写 的 《线性 代数 》( 中 国 科学 技术 大 学 
出 版 社 ,1989) 作 为 教材 ， 在 本 书 编 写 过 程 中 从 这 些 教材 以 及 北京 大 学 王 苯 芳 教 
授 和 首都 师范 大 学 石生 明教 授 修订 、 北 京 大 学 数学 系 几何 与 代数 教研 室 前 代数 
小 组 编写 的 《高 等 代数 》( 高 等 教育 出 版 社 ,2003 年 第 3 版) 中 选用 了 一 些 习题 ， 
特 在 此 对 以 上 教授 表示 感谢 。 此 外 ， 上 海 大 学 王 卿 文教 授 为 本 书 的 编写 提供 了 
一 些 习题 ， 也 在 此 表示 感谢 。 


李 尚 志 
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第 1 章 线性 方程 组 的 解法 


线性 代数 就 是 “一 次 ”代数 ， 一 个 重要 论题 就 是 解 多 元 一 次 方程 组 . 一 次 
方程 组 也 称 为 线性 方程 组 . 本 章 介绍 了 解 一 般 的 ”元 线性 方程 组 的 高 斯 消去 法 . 


81.0 解 多 元 一 次 方程 组 的 尝试 


中 学 数学 学 习 了 二 元 一 次 方程 组 的 解法 . 但 在 科学 研究 和 应 用 中 经 常 需要 
解 更 多 未 知 数 的 一 次 方程 组 . 

例 1 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 作 一 条 抛物 线 y = ax?+ bx + ec 经 过 三 个 已 知 
点 (-3,20)，(1,0)，(2,10)， 求 抛物 线 方程 . 

解 求 抛物 线 y = ax? + bx + ec 的 方程 也 就 是 求 a,b,c 的 值 . 将 三 个 已 知 点 
的 坐标 代入 抛物 线 方程 得 到 


9a-3b+c =20 (1) 
a+p+c =0 (2) 
4a+2b+c =10 (3) 


用 加 减 消 去 法 消去 c: 
(1) 式 - (2) 式 : 8a -40=20 (4) 
(3) 式 - (2) 式 : 3g+5=10 (5) 

再 由 (4)，(5) 两 式 消去 : 


(5) 式 + 让 x (4) 式 : Sa=15 (6) 


由 (6) 解 出 a =3. 
代入 (5) 解 出 65=1. 
再 将 a=3, 5=1 代 入 (2) 解 出 c= -4. 
经 检验 可 知 
a=3 
b=1 
c= 一 人 
是 原 方程 组 的 解 ， 所 求 的 抛物 线 方程 为 y=3x*+x-4. 口 
以 上 采用 的 仍然 是 中 学 数学 解 二 元 一 次 方程 的 加 减 消 元 法 : 由 原 方程 分 别 
乘 以 适当 的 常数 再 相 加 进行 消 元 ， 得 到 未 知 数 更 少 的 新 方程 .新 方程 还 可 以 分 
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线性 代数 就 是 “一 次 ”代数 ， 一 个 重要 论题 就 是 解 多 元 一 次 方程 组 . 一 次 
方程 组 也 称 为 线性 方程 组 . 本 章 介绍 了 解 一 般 的 n 元 线性 方程 组 的 高 斯 消去 法 . 


$1.0 解 多 元 一 次 方程 组 的 尝试 


中 学 数学 学 习 了 二 元 一 次 方程 组 的 解法 . 但 在 科学 研究 和 应 用 中 经 常 需要 
解 更 多 未 知 数 的 一 次 方程 组 . 

例 1 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 作 一 条 抛物 线 y = ax? + bx + ec 经 过 三 个 已 知 
点 (-3,20)，(1,0)，(2,10)， 求 抛物 线 方程 . 

解 求 抛物 线 y = ax? + bx +e 的 方程 也 就 是 求 a,b,c 的 值 ， 将 三 个 已 知 点 
的 坐标 代入 抛物 线 方程 得 到 


9a -32+c =20 (1) 
at+b+ec =0 (2) 
4a+2b+t+ece =10 (3) 


用 加 减 消去 法 消去 c: 
(1) 式 -(2) 式 : 8a -46b=20 (4) 
(3) 式 - (2) 式 : 34+656=10 (5) 

再 由 (4)，(5) 两 式 消 去 b: 


(5) 式 + 十 x (4) 式 : So=15 (6) 


由 (6) 解 出 a=3. 
代入 (5) 解 出 5=1. 
再 将 a=3, 5=1 代 入 (2) 解 出 c= -4. 
经 检验 可 知 
a=3 
b=1 
C= 一 4 
是 原 方程 组 的 解 . 所 求 的 抛物 线 方程 为 y=3xz2+xy-4:. 口 
以 上 采用 的 仍然 是 中 学 数学 解 二 元 一 次 方程 的 加 减 消 元 法 : 由 原 方程 分 别 
乘 以 适当 的 常数 再 相 加 进行 消 元 ， 得 到 未 知 数 更 少 的 新 方程 .新 方程 还 可 以 分 
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别 乘 以 适当 的 常数 再 相 加 进一步 消 元 ， 得 到 含 未 知 数 更 少 的 新 方程 、 最 后 得 到 
只 含 一 个 未 知 数 的 方程 ， 就 能 求 出 解 来 . 

具体 说 来 ， 在 例 1 中 由 原 方程 (1)，(2)，(3) 得 到 了 新 方程 (4)，(5)， 
(6). 由 (6)，(5)，(2) 解 出 了 未 知 数 的 值 ， 因 此 ， 可 以 说 是 将 由 (1)，(2)，(3) 
组 成 的 原 方程 组 (了 ) 经 过 变形 成 为 由 (2)，(5)，(6) 组 成 的 新 方程 组 : 

Q) (2) 
|e 一 I9 
(3) (6) 

由 于 新 方程 都 是 由 原 方程 (1) ，(2)，(3) 得 出 来 的 ， 原 方程 组 的 解 一 定 都 是 新 方程 
组 的 解 ， 但 是 ， 反 过 来 要 问 : 由 (2)，(5) ，(6) 得 出 的 解 一 定 是 原 方程 组 的 解 吗 ? 

在 中 学 数学 中 解 分 式 方程 或 无 理 方程 的 时 候 ， 将 原 方程 变形 为 新 方程 时 ， 
可 以 保证 原 方程 的 解 都 是 新 方程 的 解 ， 但 不 能 保证 新 方程 的 解 一 定 是 原 方程 的 
解 ， 而 可 能 出 现 增 根 ， 而 现在 ， 同 样 地 由 原 方程 得 出 了 新 方程 ， 由 新 方程 (5)， 
(6) 与 一 个 原 方程 (2) 一 起 得 出 的 解 是 否 一 定 是 另外 两 个 原 方程 (1)，(3) 的 解 
呢 ? 是 否 可 能 是 “ 增 根 ” 呢 ? 这 个 问题 的 答案 并 不 显然 因此， 在 例 ! 中 将 所 
得 到 的 解 代入 原 方程 组 进行 了 检验 . 

但 是 ， 如 果 由 新 方程 组 中 的 方程 (2)，(5)，(6) 也 可 以 反 过 来 得 出 另外 两 
个 原 方程 (1) ，(3)， 那 就 可 以 断定 (2)，(5)，(6) 的 公共 解 一 定 是 原 方程 组 的 
解 而 不 可 能 是 “ 增 根 "， 不 需 代 回 原 方程 组 检验 . 

事实 上 ， 由 (3) - (2) = (5) 得 (2) + (5) = (3)， 可 见 由 方程 (2) ，(5) 可 以 得 
到 (3)， 另 一 方面 ,由 (5) + 才 (4) = (6) 得 4x (6) -4x (5) = (4)， 再 由 (1) - 
(2) = (4) 知 (2) + (4) = (1)， 从 而 (2) + 4x (6) -4x (5) = (1)， 可 见 由 (2)， 
(5)，(6) 可 以 得 到 (1). 

这 说 明了 由 (2)，(5)，(6) 组 成 的 新 方程 组 确实 可 以 反 过 来 得 出 原 方程 
(1) ，(2) 从 而 得 出 原 方程 组 新 方程 组 的 解 也 是 原 方程 组 的 解 ， 因 此 原 方程 组 
与 新 方程 组 同 解 ， 不 会 发 生 “ 增 根 ”. 

但 如 果 解 每 一 个 方程 组 都 要 这 样 来 论证 它 不 会 发 生 增 根 ， 岂 不 太 费 事 ! 我 们 
希望 能 预先 设计 出 方程 组 的 一 些 简单 的 基本 变形 ， 经 过 这 样 的 变形 得 到 的 新 方程 组 
可 以 反 过 来 得 到 变形 前 的 方程 组 ， 这 就 可 以 保证 每 次 变形 前 后 的 方程 组 同 解 . 


$1.1 线性 方程 组 的 同 解 变形 


1. 线性 方程 组 的 定义 
定义 1.1.1 个 未 知 数 x1 ,x2,… ,x, 的 如 下 形式 的 方程 
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QIX1+ ax2+ "+ anxn=b (1.1.1) 
称 为 n 元 一 次 方程 ， 也 称 n 元 线性 方程 (linear equation in n variables)， 其 中 一 
次 项 系数 a1,… ,a 和 常数 项 5 都 是 已 知 数 . 

如 果 c1,cs,…,cs 是 个 数 ， 且 将 xi = clyxa = cs,…,xn = cs 代 人 方程 
(1.1.1) 能 使 方程 变 为 等 式 ， 即 aicl + azcz+…+ac = 成 立 ， 则 这 一 组 数 
(cl cz，… cn) 称 为 方程 (1.1.1) 的 一 个 解 (solution) ， 数组 中 的 第 i 个 数 c; ( 即 x 
的 取 值 ) 称 为 解 的 第 i 分 量 . 

具有 同样 n 个 未 知 数 x1 ,x2,… ,zx。 的 若干 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 

QlX1+ G12X2 + + QinXn = bl 
CQ21XLI + G2X2 + + QonXn = b» (1.1.2) 
QmiX1 + Qm2X2 + "+ GmXn = bn 
称 为 n 元 线性 方程 组 (linear equations in n variables). 如 果 一 组 数 (ci ,cec,,…,c,) 
是 方程 组 (1.1.2) 中 所 有 方程 的 公共 解 ， 也 就 是 说 ; 将 x = clyxa = c2，… ,x = 
cs 代入 方程 组 的 每 一 个 方程 ， 能 使 所 有 这 些 方 程 都 变 为 等 式 ， 就 称 这 组 数 
(c1, C2，"… ,Cn) 为 这 个 方程 组 的 解 . 
注意 ”在 方程 组 中 ,一 般 并 不 要 求 方 程 的 个 数 m 与 未 知 数 个 数 n 相等 ， 
m< n,m=n,m>n 三 种 情况 都 允许 
2. 方程 的 线性 组 合 
方程 的 加 法 : 将 两 个 线性 方程 


QlX1+ G12X%2 + "+ Cnwn = bi (1) 
a21X1 + 22X2 十 … + Qonxn = b2 (2) 
左 、 右 两 边 分 别 相 加 得 到 一 个 新 的 方程 
(aiil+a2)xi+(a2z+az)x2+…+(an+a)xn = bi+ bo (3) 
称 为 原来 两 个 方程 (1) 与 (2) 的 和 . 同样 可 定义 若干 个 方程 的 和 . 六 


方程 乘 常 数 : 将 方程 QiX1+ Q2X2+ "+ anxn=b 乘 以 已 知 常数 1， 也 就 是 
将 它 的 每 一 项 都 乘 以 4， 得 到 一 个 新 方程 (Xaj) xi + (Xa2)x2 + + (Aan ) x = 
Ab5， 称 为 原 方 程 的 4 倍 ， 方程 与 常数 相 乘 ， 也 称 方程 的 数 乘 . 

注意 方程 所 乘 的 常数 也 可 以 是 0， 此 时 得 到 的 新 方程 0= 0 是 恒等式 ， 
任何 一 组 数 都 是 它 的 解 . 

方程 的 线性 组 合 : 将 m 个 方程 
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Ci1X1 十 G12X2 十 十 GinXn = bi (1) 

QnXit+ G2x2+ "+ anran = b, (2) 

Qml XI + GanX2 t+ Amnra= bn (m) 
分 别 乘 以 m 个 已 知 常数 41,4,,…, 4， 再 将 所 得 的 m 个 方程 相 加 ， 得 到 的 新 
方程 

QaX1+ a2X2+ "+ anxn = . 

称 为 原来 的 n 个 方程 (1),(2),…,(m) 的 一 个 线性 组 合 (linear combination)， 其 
中 性 的 系数 @j = Xia + X242 +… + Xnaw(1<j<n) 由 各 方程 中 % 的 系数 分 别 
乘 以 41 ,42,… ,A 再 相 加 得 到 ， 常 数 项 8 = X41b1 + 42b2 + … + hnbm 由 各 方程 的 
常数 项 分 别 乘 以 41 ,42,… ,4 再 相 加 得 到 . 各 方程 所 乘 的 这 些 常数 1 ,4,,…， 
hn 称 为 这 个 线性 组 合 的 系数 . 

容易 验证 : 如 果 一 组 数 (c1, cs,…,c,) 是 方程 (1),(2),…,(m) 的 公共 解 ， 
那么 它 也 是 这 m 个 方程 的 任 一 个 线性 组 合 的 解 . 

注意 线性 组 合 的 系数 41,4,,… ,4 中 可 以 有 些 是 0， 甚 至 可 以 全 部 是 0. 
如 果 革 些 系数 是 0， 所 得 到 的 线性 组 合 实际 上 也 就 是 系数 不 为 0 的 那些 方程 的 
线性 组 合 . 反 过 来 ， 从 某 一 组 方程 ww , ws,… ,uw 中 取出 一 部 分 方程 ， 比 如 说 
取 wl,…, wi,k< m, 作 线 性 组 合 w = 41ui+… + Xu， 则 w 也 是 原来 的 所 有 mm 
个 方程 的 线性 组 合 ww = Xiwi+ +ApuUs+0usrl1+…+0u,. 特别 ， 如 果 取 某 个 
Xi=1， 其 余 4A) =0 (jz 让 ,得 到 的 线性 组 合 

A18I 十 A282 二 十 Anamn = +Ou_1+t1lu+Ouw1+ = Wi. 
这 也 就 是 说 ， 一 组 方程 下 ,…，, un 中 的 每 一 个 方程 都 是 所 有 这 些 方程 的 线性 
组 合 。 

如 果 方 程 组 ( 工 ) 中 每 个 方程 都 是 方程 组 ( 工 ) 中 的 方程 的 线性 组 合 ， 就 称 方 
程 组 ( 下) 是 方程 组 (了 工 ) 的 线性 组 合 ， 此 时 方程 组 ( 工 ) 的 每 一 组 解 也 都 是 方程 组 
(I) 的 解 . 

如 果 方 程 组 ( 工 ) 与 方程 组 (I) 互 为 线性 组 合 ( 即 :方程 组 (下 ) 是 方程 组 ( 工 ) 
的 经 性 组 合 ， 方 程 组 ( 工 ) 也 是 方程 组 ( 卫 ) 的 线性 组 合 ), 就 称 这 两 个 方程 组 等 
价 (equivalent) ， 此 时 两 个 方程 组 的 解 集合 相同 ,或 者 说 ， 这 两 个 方程 组 同 解 . 
并 且说 : 将 方程 组 ( 工 ) 变 成 方程 组 ( 卫 ) 的 过 程 是 同 解 变 形 . 

解 方程 组 的 基本 方法 ， 就 是 将 方程 组 进行 适当 的 同 解 变 形 ， 直 到 最 后 得 到 
的 方程 组 的 解 可 以 写 出 来 为 止 . 

3. 基本 的 同 解 变 形 

定理 1.1.1 方程 组 的 以 下 三 种 变形 是 同 解 变 形 ， 


§ 1.1 线性 方程 组 的 同 解 变形 5 


1. 交换 其 中 任意 两 个 方程 的 位 置 ， 其 余 方程 不 变 . 

2. 将 任 一 个 方程 乘 以 一 个 非 零 的 常数 1 ， 其 余 方程 不 变 ， 

3. 将 任 一 方程 的 常数 倍加 到 另 一 方程 上 ， 其 余 方 程 不 变 . 

证 明 ”为 叙述 方便 ， 将 原 方 程 组 ( 工 ) 的 mm 个 方程 依次 记 为 ui, ws,，… ,Wn， 
经 过 变形 得 到 的 新 方程 组 ( 开 ) 的 m 个 方程 依次 记 为 ml, oz ，… ,vm. 

第 一 步 : 证 明 经 过 这 三 种 变形 之 后 得 到 的 新 方程 组 是 原 方程 组 的 线性 
组 合 . 
变形 1: 设 在 原 方程 组 中 将 第 i 个 方程 与 第 j 个 方程 互 换 位 置 得 到 新 方程 
组 ,其 中 i 六 j， 则 如 = w, w= 册 ， 而 坟 = (Yk,j)， 它 们 都 是 原 方程 
U1，… ,Un 的 线性 组 合 . 

变形 2: 设 将 原 方程 组 的 第 i 个 方程 乘 以 4 得 到 新 方程 组 . 即 w = Au;，ovi 
= Ww (Yki)， 而 hu; 和 ww (上 头 让 都 是 原 方程 组 的 线性 组 合 . 

变形 3: 设 将 原 方程 组 的 第 1 个 方程 乘 以 ) 加 到 第 j 个 方程 上 得 到 新 方程 
组 ,其 中 jj. 则 b= w+ Aui,vi = Ww (YE 闫 j) 都 是 ui,… ,uw 的 线性 组 合 . 

第 二 步 : 证 明 原 方程 组 (了 ) 也 可 以 由 新 方程 组 ( 卫 ) 经 过 所 说 的 三 种 类 型 的 
变形 得 到 . 

变形 1: 设 在 ( 工 ) 中 将 第 i 个 方程 与 第 j 个 方程 互 换 位 置 得 到 (I)， 则 在 
( 荆 ) 中 将 第 i 个 方程 与 第 j 个 方程 互 换 位 置 得 到 ( 工 ). 

变形 2: 设 在 ( 工 ) 中 将 第 守 个 方程 乘 以 非 零 常数 1 得 到 (了 荆 )， 则 在 (了 ) 中 
将 第 i 个 方程 乘 以 非 零 常数 4 :得 到 ( 工 ). 

变形 3: 设 在 (I) 中 将 第 i 个 方程 乘 以 常数 X 加 到 第 j 个 方程 上 得 到 (I)， 
则 在 (了 ) 中 将 第 i 个 方程 乘 以 常数 -4 加 到 第 j 个 方程 上 得 到 ( 工 ). 

第 三 步 : 第 一 步 已 证 明 ( 了) 是 (了 工 ) 的 线性 组 合 , 第 二 步 证 明 ( 工 ) 可 以 由 定 
理 所 说 的 三 类 变形 得 到 ， 再 用 第 一 步 的 结论 知 ( 工 ) 也 是 (了 ) 的 线性 组 合 . 这 就 
证 明了 (了 工 ) 与 (了 ) 等 价 ， 因 而 (I) 与 (了 ) 同 解 . 

定理 1.1.1 所 说 的 线性 方程 组 的 三 类 同 解 变 形 ， 称 为 线性 方程 组 的 初等 变 
换 (elementary transformation). 

4. 用 消去 法 解 方程 组 

反复 利用 定理 1.1.1 中 所 说 的 三 种 初等 变换 ， 可 以 将 线性 方程 组 消 元 ， 求 
出 解 来 . ， 

例 1 解 线性 方程 组 


Xi1+2x2+3x3+4x4= 一 3 
X1 + 2X2 -Sxa=1 
3x1 一 MU%2 — Xa 一 上 


XI +x3+2x4=—1 
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解 将 第 一 个 方程 的 - 工 倍加 到 第 二 个 方程 上 ， 可 以 将 第 二 个 方程 的 zx 
的 系数 变 成 0， 从 而 在 第 二 个 方程 中 消去 未 知 数 x;， 同样， 将 第 一 个 方程 的 
-3 倍 、-1 倍 分 别 加 到 第 三 、 第 四 个 方程 上 ， 可 以 在 第 三 、 四 两 个 方程 中 消 
去 未 知 数 x1!. 得 到 的 新 方程 组 为 : 

xli+2x +3x3 +4x4= -3 (1) 
—3x3 -9x4=4 (2) 
-7x-10x3 -1l2x4=10 (3) 
-2x2 -2x3 -2x4=2 (4) 

方程 组 ( 工 ) 中 只 有 第 一 个 方程 含 x,， 后 面 三 个 方程 都 不 合 +!. 保持 第 一 
个 方程 不 变 ， 用 与 刚才 同样 的 方法 对 后 三 个 方程 组 成 的 方程 组 进行 同 解 变形 ， 
使 其 中 只 有 最 前 面 一 个 方程 含 未 知 数 x。， 后 面 两 个 方程 都 不 含 x,. 由 于 (了 工 ) 
中 方程 (2) 不 含 x。， 我 们 将 它 与 含有 xsa 的 方程 (4) 互 换 位 置 ， 得 

x1+2x2 +3x3 +4x4= -3 (1) 
-2x。 -2x3 -2x4=2 (2) 
—7x>— 10x3— 12x4 = 10 (3) 
-3x3 —9x4=4 (4) 
在 方程 组 ( 卫 ) 中 ,方程 (4) 本 来 就 不 含 xx， 剩 下 还 需 用 方程 (2) 来 消去 方 


程 (3) 的 *2， 为 此 ， 只 要 将 方程 (2) 的 - 也 倍加 到 方程 (3) 上 即 可 .但 也 可 先 将 


(I) 


(LI) 


方程 (2) 乘 - 方 ， 使 方程 (2) 的 xs 的 系数 化 为 1， 然后 再 将 新 的 方程 (2) 的 7 倍 
加 到 方程 (3) 上 以 消去 x: 
x1t+2x2+3x3+4x4= -3 (1) 
x2 +x3 +xa= -1 (2) 
—3x3—5x4=3 (3) 
—3x3— 9x4=4 (4) 
再 将 方程 组 ( 焉 ) 中 的 方程 (3) 的 -1 倍加 到 方程 (4) 上 消去 x3: 


Xi1+2xz+3x3+4x4= -3 (1) 


(下) 


x2 +x3 +Xx4= ~1 (2) 
—3x3— 5x4=3 (3) 
—4x4=1 (4) 
最 后 得 到 的 方程 组 (KW ) 中 ， 方 程 (4) 只 含 一 个 未 知 数 x4， 可 解 出 


(N) 


X44 


方程 (3) 只 含 x3, x 9 而 x4 已 解 出 ， 于 是 由 (3) 解 出 
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m= 1+ (3)(- 


于 | - 
-3 4) 12: 


再 由 (2) 解 出 


= -1-x3-w4= -1-( -证 ) -(- 寺 ) =- 霹 
由 (1) 解 出 


«1= -3-2m -3x3-4x4= -3-2( - 专 ) -3( -七 ) -4( -地 = 十 . 


”12 


这 就 得 出 原 方程 组 的 解 为 (证 ，- 二，- 十 ，- 地 )， 口 


例 1 主要 是 利用 初等 变换 由 上 而 下 进行 消 元 ， 将 方程 组 的 左边 化 为 “ 


‘上 三 


角形 "; 再 由 下 而 上 逐次 求 出 所 有 未 知 数 的 值 来 . 实际 上 ， 在 消 元 中 起 主要 作 
用 的 是 第 3 类 初等 变换 ， 在 第 3 类 初等 变换 不 能 进行 时 使 用 第 1 类 初等 变换 来 
创造 消 元 的 条 件 ， 而 第 2 类 初等 变换 主要 用 来 将 未 知 数 系数 化 为 1 以 求 出 


解 来 ， 


也 可 继续 对 已 经 化 成 的 上 三 角形 方程 组 (了 ) 作 同 解 变形 ， 由 下 而 上 进一步 
消 元 ， 使 所 有 的 方程 都 只 含 一 个 未 知 数 ， 直 接 得 出 方程 的 解 来 . 具体 作法 


如 下 : 


将 前 述 方程 组 (KW ) 中 的 方程 (4) 的 - 半 倍 、 地 倍 、1 们 分别 加 到 方程 (3)， 


(2)，(1) 上 ， 消 去 这 三 个 方程 中 的 未 知 数 x4， 得 


X1 十 2X2 + 3x3 二 -2 (1) 
w+ = -六 (2) 
-3x3 = 才 (3) 
~4x4=1 (4) 


(V) 


将 方程 组 (V ) 的 方程 (3) 的 村 倍 、! 倍 分 别 加 到 方程 (2)，(1) 上 ， 消 去 这 


两 个 方程 中 的 x3， 得 


x + D2 = -证 (1) 
B 二 -二 (2) 
-3x3 = (3) 
—4x4=1 (4) 


(WV) 


再 将 方程 组 ( 砚 ) 的 方程 (2) 的 -2 倍加 到 方程 (1) 上 ， 消 去 方程 (1) 中 的 x,， 
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Xl 二 


12 
1 
x = 一 一 2 
2 6 2) (CW) 
_ 3x = 二 (3) 
—4x4=1 (4) 


方程 组 (WH) 的 左边 成 “对 角形 ”， 每 个 方程 只 含 一 个 未 知 数 ， 将 各 方程 分 
别 除 以 所 含 未 知 数 的 系数 ， 也 就 是 将 方程 (1) 至 (4) 分 别 乘 以 1,1, - 二 ,- (这 


3， 4 
是 第 二 类 基本 变形 ) ， 可 以 将 各 未 知 数 的 系数 化 为 1， 得 到 方程 组 
x = 十 (1) 
12 
X2 = -十 (2) 
7 - 《 姬 ) 
%3 = -13 (3) 


x4= 一 地 (4) 

它 的 解 可 以 立即 写 出 ,为 [证 , -十 , -六 , -证 ). 

以 上 是 方程 组 有 了 唯一 解 的 例子 . 解 的 每 个 分 量 都 由 方程 组 的 系数 经 过 
加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 得 到 ， 如 果 原 方程 组 的 系数 都 是 实数 ， 由 于 实数 
集合 对 加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 封闭 (当然 做 除法 时 除数 不 允许 为 0)， 方 
程 组 的 唯一 解 的 所 有 分 量 就 都 是 实数 ， 同样， 有理数 集合 对 加 、 减 、 乘 、 
除 运算 也 封闭 ， 因 此 有 理 系数 线性 方程 组 的 唯一 解 的 分 量 也 都 是 有 理 数 ， 
还 可 以 考虑 其 他 的 系数 范围 ， 只 要 它们 对 加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 
封闭 . 

定义 1.1.2 设 F 是 复数 集合 的 子 集 ， 包含 0 和 1， 并 且 在 加 、 减 、 
乘 、 除 运算 下 封闭 (做 除法 时 除数 不 为 0)， 就 称 下 是 数 域 (number fie- 
1q). 


例如 ， 复 数 集合 C、 实 数 集合 R、 有 理 数 集合 Q 都 是 数 域 . 
按照 这 个 术语 ,我 们 有 : 如 果 线 性 方程 组 的 系数 都 在 某 个 数 域 的 范围 
内 ， 并 且 这 个 方程 组 有 唯一 解 ， 则 解 的 分 量 也 都 在 的 范围 内 . 


习 题 1.1 
1. 用 消 元 法 解 线性 方程 组 : 


$1.2 和 矩阵 消 元 法 9 


x2+ Xx3+ xX4=1, 
Xx1+2x2+3x3=1, 


Xl + X3+ X4 = 2, 
(1) ¢2xi1+2x2 + 5x3=2, (2) 
Xl1 十 %2 +%4=3， 
3x1+Sxaz+x%3=3; 
Xi 十 %2 十 MX3 = 4， 


2. (1) 求 证 : 如 果 复 数 集合 的 子 集 已 包含 至 少 一 个 非 零 数 ， 并 且 对 加 、 减 、 乘 、 除 ( 除 
数 不 为 0) 封闭 ， 则 P 包含 0,1 ， 从 而 是 数 域 ， 

(2) 求证 : 所 有 的 数 域 都 包含 有 理 数 域 . 

(3) 求证 : 集合 下 = je+5VI|o,5EQI 是 数 域 . (其 中 Q@ 是 有 理 数 域 . ) 

(4) 试 求 包含 2 的 最 小 的 数 域 . 

3. 证 明 : (1) 线性 组 合 的 传递 性 : 如 果 方 程 组 ( 本) 是 方程 组 (了 工 ) 的 线性 组 合 ， 方 程 组 
( 焉 ) 是 方程 组 ( 工 ) 的 线性 组 合 ， 则 方程 组 ( 亚 ) 是 方程 组 ( 工 ) 的 线性 组 合 . 

(2) 等 价 的 传递 性 ， 如 果 方 程 组 ( 工 ) 与 方程 组 ( 卫 ) 等 价 ， 方程 组 (了) 与 方程 组 (于) 等 
价 ， 则 方程 组 ( 工 ) 与 方程 组 (机 ) 等 价 . 
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以 后 ， 凡 是 谈 到 线性 方程 组 ， 总 假定 它 的 系数 全 都 在 某 个 数 域 F 中 ， 称 
它 为 上 的 线性 方程 组 . 解 这 个 线性 方程 组 的 过 程 就 只 涉及 到 FF 中 的 数 之 间 
的 加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 . 

考察 $1.1 例 1 中 解 线性 方程 组 的 过 程 可 以 发 现 ,， 在 解 方程 组 的 过 程 中 ， 
实际 上 只 对 各 方程 中 各 项 的 系数 进行 了 运算 (加 \ 减 .乘除 运算 )， 每 次 将 代表 
未 知 数 的 字母 抄写 一 遍 实 际 上 是 一 种 累 浆 .为 了 书写 的 简便 ， 更 为 了 突出 解 方 
程 组 中 本 质 的 东西 一 一 系数 的 运算 ， 我 们 采用 分 离 系 数 法 ， 将 线性 方程 组 中 代 
表 未 知 数 的 字母 略 去 ， 将 等 号 也 略 去 ， 只 写 出 各 方程 的 各 系数 .将 每 个 方程 的 
各 项 系数 从 左 到 右 依次 写成 一 行 ， 将 各 方程 中 同一 个 未 知 数 的 系数 上 下 对 齐 ， 
常数 项 也 上 下 对 齐 ， 这 样 得 到 一 个 矩形 数 表 ， 来 表示 这 个 方程 组 一般 地 ， 线 
性 方程 组 

QunXit al2%2 十 十 Qingn = bl 


aa21X1 + Q22X2 十 + G2nXn = b2 


CQGmlXl 十 Gm2X2 十 " ”十 AmnXn = bn 


用 矩形 数 表 
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来 表示 . (将 数 表 用 括号 括 起 来 是 表示 所 有 的 数组 成 一 个 整体 .) 

定义 1.2.1 对 任意 正 整数 m，n， 由 数 域 中 mm xn 个 数 排 成 m 行 、n 
列 所 得 到 的 数 表 ， 称 为 F 上 的 m x n 矩阵 (matrixz)， 数 表 中 的 每 个 数 称 为 矩阵 
的 一 个 元 (element) ， 也 称 为 矩阵 的 一 个 分 量 (enty)， 其 中 排 在 第 i 行 第 j 列 的 
数 称 为 矩阵 的 第 (i,j) 元 或 第 (i,j) 分 量 ， 上 全 体 m x n 矩阵 的 集合 记 作 
F™* 7. 

按照 这 个 定义 ， 由 m 个 n 元 线性 方程 组 成 的 方程 组 用 Fr"*‘*+?) 中 一 个 矩 
阵 表 示 ， 它 的 m 行 分 别 代 表 m 个 方程 ， 前 n 列 分 别 是 n 个 未 知 数 的 系数 ， 最 
后 一 列 是 常数 项 . 

和 矩阵 的 第 i 行 ( aii, aip,，… ,a,b;) 表 示 方 程 组 中 第 i 个 方程 gxi + a x; 
+ "+ Qinxn = 6b;， 这 一 行 的 n+1 个 数 中 每 个 数 到 底 是 哪个 未 知 数 的 系数 或 是 
常数 项 ， 完 全 由 它 在 数组 中 的 位 置 来 决定 ， 因 此， 各 数 的 排列 顺序 不 能 搞 乱 . 
因此 ， 我 们 说 ， 这 个 线性 方程 是 由 它 的 系数 组 成 的 有 序数 组 表示 的 . 

定义 1.2.2 由 数 域 下 中 妈 个 数 a; (1<is<n) 排 成 的 有 序数 组 (al ,a,,…， 
an) 称 为 1 上 的 n 维 向 量 (n - dimensional vector) ， 也 称 nm 维 数组 向 量 ，a; 称 为 
它 的 第 i 分 量 . 所 有 分 量 都 为 0 的 向 量 (0,… ,0) 称 为 零 向 量 (zero vector) ， 记 作 
0. 上 全 体 n 维 向 量 组 成 的 集合 称 为 上 的 n 维 向 量 空 间 (n - dimensional vec- 
tor space) ， 记 作 严 ， 口 

按照 这 个 定义 ，F 上 一 个 元 线性 方程 用 所 +! 中 的 一 个 向 量 表示 . 而 
元 线性 方程 组 的 每 一 组 解 是 严 中 的 一 个 向 量 ， 严 *" 中 每 个 矩阵 的 每 一 行 是 一 
个 n 维 向 量 ,每 一 列 是 一 个 m 维 向 量 . 

在 书写 向 量 的 时 候 ， 有 时 将 n 维 向 量 的 个 分 量 从 左 到 右 模 写成 一 行 ， 
如 (al,… ,a,)， 此 时 称 它 为 行 向 量 (row vector) . n 维 行 向 量 也 就 是 1 行 n 列 的 
矩阵 ， 此 时 可 将 1r" 写 为 P*". 另 一 方面 ,也 可 将 n 维 向 量 (oj,…，,a,) 的 mn 
个 分 量 从 上 到 下 竖 写 为 一 列 


此 时 称 它 为 列 向 量 (column vector)， 它 也 就 是 n 行 1 列 的 和 矩阵， 此 时 严 可 写 为 
Frx!l. 

特别 ， 每 个 线性 方程 用 行 向 量 表示 .方程 组 的 解 通常 也 可 以 用 行 向 量 表 
示 ， 以 节省 书写 篇 幅 ， 但 我 们 将 看 到 ， 作 理论 分 析 时 ， 用 列 向 量 来 表示 方程 组 
的 解 有 它 的 优越 性 . 

将 线性 方程 用 向 量 表示 、 线 性 方程 组 用 矩阵 表示 之 后 ， 线 性 方程 的 加 法 、 
数 乘 、 线 性 组 合 等 运算 ， 以 及 线性 方程 组 的 初等 变换 ， 就 对 应 于 向 量 的 如 下 运 
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算 和 和 矩阵 的 如 下 基本 变形 . 

定义 1.2.3 (1) (向 量 的 加 法 ) 设 w=(oaaa，…an)， 有 = (bi,b2,*…， 
6;) 是 同一 个 数 域 上 两 个 n 维 向 量 ,， 将 它们 按 分 量 相 加 得 到 的 向 量 (aj + bi， 
qz+ 62，… ,an+b,)E 8 称 为 这 两 个 向 量 的 和 ， 记 作 a + .同样 可 以 定义 多 
个 (有 限 个 ) 向 量 @j,@2,… ,QnE 的 和 Qi + G2+… + Qn 8"， 它 的 第 j 分 量 
(1 < 和 mn) 等 于 各 a; (1<isgm) 的 第 j 分 量 之 和 . 

(2) (向 量 与 数 的 乘法 ) 将 任 一 *EF 遍 乘 任 一 @ = (ail,as,…,a)ErF" 
的 各 分 量 ， 所 得 到 的 向 量 (Xai ,has,… ,ha,)E 8 称 为 a 的 4 信 ， 记 作 Xe. 

(3) (向 量 的 线性 组 合 ) 将 严 中 的 一 组 向 量 wl ,…，,w 分 别 乘 以 F 中 的 数 
A1,…,Am 再 相 加 ， 得 到 的 向 量 ei + A 和 202 + … + AnQn EF" 称 为 向 量 @i， 
C2，"… ,Qn 的 线性 组 合 ， 如 果 BB 可 以 写成 gl,…,@ 的 线性 组 合 ,也 称 有 可 以 由 
01，,… ,0 线性 表 出 . 

定义 1.2.4 设 4,B 是 fF"*"* 中 的 两 个 矩阵 .如 果 B 的 每 一 行 都 是 4 的 行 
的 线性 组 合 , 4 的 每 一 行 也 是 B 的 行 的 线性 组 合 ,就 称 两 个 矩阵 行 等 价 (row 
equivalent). 口 

定理 1.2.1 设 F 上 的 矩阵 4 经 过 以 下 变形 之 一 变 成 矩阵 B,， 则 4 与 B 
行 等 价 : 

1. 将 某 两 行 互 换 位 置 ; 

2. 用 FF 中 某 个 非 零 的 数 乘 以 某 行 ; 

3. 将 某 行 的 常数 倍加 到 另 一 行 上 . 口 

定义 1.2.5 定理 1.3.1 中 所 说 的 三 类 变形 称 为 矩阵 的 初等 行 变换 (elemen- 
tary transformation of rows). 

和 矩阵 的 三 类 初等 行 变换 对 应 于 线性 方程 组 的 三 类 基本 同 解 变形 . 用 基本 同 解 变形 
对 线性 方程 组 消 元 的 过 程 , 也 就 是 用 初等 行 变 换 将 尽 可 能 多 的 矩阵 元 化 为 零 的 过 程 . 

为 了 叙述 方便 ， 我 们 用 和 扼 阵 4 到 B 的 箭头 来 表示 4 经 过 初等 行 变换 变 为 
召 ， 箭 头 上 方 注 明 所 用 的 是 哪 一 个 变换 : 

(4 和 及 (2)4 一 已 (3)4 B 
箭头 上 方 的 (i ,站 表示 将 第 i 行 与 第 j 行 互 换 ，4(i) 表 示 用 非 零 数 4 乘 以 第 i 
行 ，4(i) + ()) 表 示 将 第 i 行 的 4 倍加 到 第 / 行 上 . 
下 面 用 和 矩阵 的 初等 行 变 换 重新 来 解 § 1.1 例 1 的 方程 组 . 
例 1 解 线 性 方程 组 


A(i) + (7)) 
一 一 一 一 


Xil+2x2+3x3+4x4= 一 3 
X1 +2x2 -5x4=1 
3x1 一 MX2 一 %3 =1 


Xl +x3+2x4=—1 
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解 ” 将 方程 组 用 和 矩阵 表示 为 
1 2 3 4 -3 
1 2 0 -5 1 
3 -1 -1 0 1 
1 0 1 2 -1 
然后 用 矩阵 的 初等 行 变换 进行 消 元 (用 箭头 表示 ) : 
1 2 3 4 -3 
-1)+(2),-3(1)+(3),-(1)+(4) |0 0 -3 -9 4 
0 -7 -10 -12 10 
0 -2 -2 -2 2 
(2,4) ,一 坟 (2) ,7 (2) (3) ,202) + (1) 1 1 1 -1 
0 -3 -5 3 
0 -3 -9 4 
注意 ”此 处 的 消 元 顺序 与 $1.1 中 略 有 不 同 ， 不 但 用 第 2 行 (代表 方程 (2)) 的 
倍数 向 下 消去 第 3 行 的 第 2 元 ， 而且 还 向 上 消去 了 第 1 行 的 第 2 元 ,这样 就 使 
第 2 列 除 第 2 行 的 元 外 都 是 0， 也 就 是 说 ; 未 知 数 * 只 在 第 2 个 方程 中 出 现 . 


书局 呈 一 


1 0 1 2 -1 

-~-(3)+(4) |0 1 1 1 -1 
0 0 -3 -5 3 
0 0 0 -4 .1 
1 0 1 0 


- 考 (0,-2(0)+(00,-(0+(2),5(+t3) |0 1 10 


一 -一 


_1 
2 
_ 3 
4 | 
7 
0 0 -3 0 4 
1 
0 0 0 1 - 亏 
1 00 0 1 
12 
1 0 1 0 0 - 工 
- 33),- (3)+(1), ~ (3) + (2) 6 
7 
0 0 1 0 -五 
000 1 一 玫 


写成 方程 的 形式 ， 即 
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它 的 解 显然 是 ( 15， 6 ” 评 ， 4) 


并 非 所 有 的 方程 组 都 像 例 1 那样 有 唯一 解 . 
例 2 解 线 性 方程 组 
Xl1+2x2+3x3 +4x4= —3 
Xl 十 2X2 -Sx4=1 
2x1+4x2—3x3- 19x4=6 
3x1+6x2—3x3—24x4=7 


解 

1 2 3 4 -3 1 2 3 4 -3 
1 2 0 -5 1 | -D+2),-20D)+63),-3(D+(4|10 0 -3 -9 4 
2 4 -3 -19 6 00 -9 -2 12 
3 6 -3 -2 7 00 -12 -36 16 

1 2 0 -5 1 

-3(0)+(),，-4(02)+(0) D+), jo 01 3 -4 

0 0 0 0 0 


0 0 0 0 0 
重新 写成 方程 的 形式 . 注意 第 3，4 两 个 方程 中 所 有 的 未 知 数 及 常数 项 都 
被 消 掉 了 ， 成 为 恒等式 0 = 0， 可 以 从 方程 组 中 删 去 而 不 会 改变 方程 组 的 解 ， 
于 是 方程 组 成 为 : 
全” — Sxa=1 


X3 + 3x4 = - 子 


未 知 数 x1 只 含 于 第 1 个 方程 ,未知数 x3 只 含 于 第 2 个 方程 . 将 两 个 方程 
中 含 其 余 两 个 未 知 数 *> ，x4 的 项 移 到 等 号 右边 ， 方 程 组 化 为 
xl1=1-2x2+Sx4 (1) 
(|, 
X3 二 -3 ~ 3%4 (2) 
等 号 右边 的 未 知 数 x,, x4 可 以 任意 取 值 . 让 xz 取 定 任意 值 ,xs 取 定 任意 值 已 ， 
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则 由 (1)，(2) 两 式 分 别 可 算出 xj, xs 的 值 ， 得 到 一 组 解 . 当 *z，,x4 取 凯 所 有 的 
可 能 的 值 时 就 得 到 方程 组 的 所 有 的 解 . 因此 ， 方 程 组 的 解 集合 为 


{(1 211+5t2,t1, -了 -312,4) t1, tz 在 允许 范围 内 任意 取 值 |. 


例 2 的 方程 组 的 解 的 一 般 形式 {1-24 +5t2,44, -入 -31s,t] 称 为 方程 组 
的 通 解 (general solutions)， 当 其 中 的 独立 参数 1 ,i 取 遍 允许 范围 内 所 有 可 能 的 
值 时 ， 就 得 到 方程 组 的 所 有 的 解 。 当 ,1s 取 定 一 组 具体 的 值 时 ， 就 得 到 方程 
组 的 一 个 解 ， 称 为 方程 组 的 一 个 特 解 (special solution). 如 果 不 加 限制 ，41，, is 
可 以 独立 取 遍 任意 复数 值 , 但 有 时 由 于 方程 组 所 反映 的 问题 本 身 的 限制 ， 只 多 
许 t1 ,tz 在 实数 范围 或 有 理 数 范围 内 取 值 ， 注 意 通 解 的 每 个 分 量 是 独立 参数 11， 
t 的 一 次 多 项 式 ， 其 系数 由 原 方程 组 的 系数 经 加 、 减 、 乘 、 除 得 出 ， 如 果 原 
方程 组 的 系数 都 在 某 个 数 域 F， 则 这 些 一 次 多 项 式 的 系数 也 都 在 五 内 ， 只 要 
独立 参数 也 同样 在 FF 的 范围 内 取 值 ， 则 解 的 所 有 分 量 也 都 在 下 内 . 因此 ， 系 
数 在 数 域 F 内 的 线性 方程 组 的 求解 可 以 限制 在 F 的 范围 内 进行 ， 它 的 通 解 中 
的 独立 参数 允许 取 遍 FF 内 的 所 有 的 值 . 
例 3 解 线 性 方程 组 
Xi1+2x2+3x3 +4x4=0 
X1 十 2MX2 -SSx4=0 
2x1+4x2—3x3— 19x4=0 
3x1+6x2—3x3—-24x4=0 
解 ” 注 意 这 个 方程 组 的 左边 与 例 2 的 方程 组 完全 一 样 ， 只 是 右边 的 常数 项 全 
部 换 成 了 0. 经 过 与 例 2 完全 相同 的 变换 得 到 通 解 为 ( -2 +5iz,b,-3b5t)， 口 
由 于 例 3 的 方程 组 中 每 个 方程 的 常数 项 都 是 0， 表 示 这 个 方程 组 的 矩阵 
1 2 3 4 0 
12 0 -50 
2 4 -3 -19 0 
3 6 -3 -24 0 
的 最 后 一 列 全 部 是 0， 在 进行 初等 行 变 换 的 过 程 中 这 一 列 也 始终 是 0， 对 于 计 
算 过 程 不 产生 影响 ， 因此 可 以 将 表示 常数 项 的 这 一 列 略 去 不 写 ， 直 接 用 各 个 方 
程 中 未 知 数 的 系数 组 成 的 矩阵 


1 

1 2 0 -5 
2 4 -3 -19 
3 6 -3 -24 
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来 表示 方程 组 . 一 般 地 说 ， 任 何 一 个 线性 方程 组 的 各 方程 中 未 知 数 系数 组 成 的 
矩阵 称 为 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 (coefficient matrix) ， 当 常数 项 全 部 为 0 时 ， 用 
系数 矩阵 可 以 完全 表示 这 个 线性 方程 组 .对 系数 和 矩阵 进行 初等 行 变换 就 可 以 求 
出 方程 组 的 解 . 
例 3 的 方程 组 的 常数 项 全 部 为 0， 显 然 (0,0,0,0) 是 它 的 解 ， 它 也 就 是 在 通 
将 例 3 的 通 解 ( -2i,+5ts,t1, -3tz,t2) 写 成 列 向 量 的 形式 ， 容 易 看 出 它 可 
以 写成 两 个 向 量 的 线性 组 合 : 


—2t! +5t, _2 5 
"1 = 1 十 ty 0 
—3t, 0 —3 

0 1 


i2 
其 中 的 组 合 系数 ,ts 可 以 独立 地 取 遍 F 中 所 有 的 值 ， 因 此 ， 例 3 方程 组 的 解 
集 由 向 量 


-2 5 
1 0 
m= 0| 与 mm=| -3 
0 1 


在 下 上 所 有 的 线性 组 合 组 成 ， 向量 w; ，ws 本 身 也 都 是 解 : 在 通 解 中 取 忆 = 1， 
t2 = 0 就 得 到 解 1, 取 i =0,ts=1 就 得 到 解 @,. 

一 般 地 ， 如 果 线 性 方程 组 中 所 有 的 方程 的 常数 项 都 是 0， 就 称 这 样 的 线性 
方程 组 为 齐 次 线性 方程 组 (homogeneous linear equations). (“ 齐 次 ”是 指 所 有 的 方 
程 中 的 非 零 项 都 是 一 次 项 ,次 数 “ 整 齐 ” 都 等 于 1.) 显 然 ,，n 维 零 向 量 
(0,… ,0) 一 定 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 ， 称 为 零 解 (zero solution) ， 也 称 为 平凡 解 
(trivial solution) . 〈 说 它 是 “平凡 " 解 ,意思 是 不 需要 解 方程 组 就 可 以 立即 写 出 来 
的 解 ,“ 得 来 全 不 费 功夫 ”. ) 不 难 验证 ， 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 由 其 中 某 几 个 特 
解 的 全 体 线 性 组 合 组 成 . 

如 果 线 性 方程 组 中 有 至 少 一 个 方程 的 常数 项 不 为 0， 就 称 为 非 齐 次 线性 方 
程 组 (inhomogeneous linear equations) . 例如 ， 例 1， 例 2 都 是 非 齐 次 线性 方程 组 . 
显然 ， 零 向 量 不 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 . 

前 面 的 例子 中 的 线性 方程 组 都 有 解 . 但 线性 方程 组 也 可 能 无 解 . 

例 4 解 线性 方程 组 


X1 十 2X2 十 3X3 + 4x4 = 一 3 


X1 十 2X2 -Sx4=1 
2x1 + 4x» 一 3x3 一 19x4 二 6 
3x1 士 6x2 一 3x3 一 24x4 =6 


16 第 1 章 线性 方程 组 的 解法 


解 ”经 过 与 例 2 同样 的 方法 消 元 之 后 化 为 
x1+2x2+3x3+4x4= -3 (1) 
— 3x3— 9x4=4 (2) 
0=0 (3) 
= -1 (4) 
其 中 方程 (4) 0= -1 的 等 号 不 可 能 成 立 ,方程 组 无 解 . 口 


习 题 1.2 


1. 用 矩阵 消 元 法 解 线性 方程 组 ， 并 将 其 中 (1)，(2) 的 过 程 及 结果 与 习题 1.1 第 1 题 
比较 . 


x2+ x3+ Xa4=1, 
Xi1+2x2+3x3=1, 


Xl + X3+ X4 =2, 
(1) ¢2x1+2x2+5%3=2, (2) 
和 1 十 %2 + X4=3, 
3x1+ Sx + Xs=3; 
Xl1+ X2+ X3 =4; 
X1+3x2 一 SX3 一 SX4 =2， 
2xi +% -5xa3 +xX4=8， 
xi1+2x2+2x3-2x4+%5= 一 2， 
X1 一 3x2 -6x4=9， 
(3) (4) 42X1 + X21+3x3~ 3X4 =2， 
2x -x3+2x4= -5, 


X1 一 4x + x3 + %4 ~ %5=3, 
Xi +4x2— Tx3+6x4=0; 


Xl +3x3 - x4+ xs=1. 
2. 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 求 三 个 平面 9x -3y+z=20, x+y+z=0 和 -x+2y+z= -10 
的 公共 点 集合 . . 
3. 已 知 两 个 变量 x*，y 之 间 有 某 种 函数 关系 y= f(x)， 并且 有 如 下 对 应 值 


问 : y 是 否 可 能 是 x 的 二 次 函数 ? 如 果 可 能 ， 试 求 出 满足 要 求 的 二 次 函数 。 
4. 在 实数 范围 内 解 线性 方程 组 
x +3y+2z=4 

‘= +5y-3z= -1 

4x+1ly +z=7 
这 个 方程 组 的 解 集 在 3 维 空间 中 的 图 像 末 是 什么 ? 
将 这 个 方程 组 的 常数 项 全 部 变 成 0， 得 到 的 方程 组 的 解 集 在 3 维 空间 中 的 图 像 Ilo 是 什 

么 ? Tlo 与 II 有 什么 关系 ? 


$1.3 一 般 线性 方程 组 的 消 元 解法 


现在 来 叙述 用 消 元 法 解 一 般 的 线性 方程 组 的 操作 步骤 ， 并 讨论 解 的 所 有 可 
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能 的 情况 . 
一 般 的 线性 方程 组 具有 形式 
CIIXI 十 Qi2X2 十 "十 dlnXn = bi 
CQ21X1 二 C22%2 十 十 G2nXn 二 四 
21 沁 1 22 忆 2 2 2 (1.3.1) 
aml2i + Qm2X2 + "+ GmnXn = bn 
先 将 它 写 成 矩阵 形式 
Zi 212 a bi 
Q21 "2 azn b2 (1.3.2) 
Gml Qim2 罗 科 Q mn bn 


然后 按 下 面 的 步 又 用 初等 行 变 换 对 矩阵 消 元 . 

1. 矩阵 的 第 一 列 元 不 能 全 为 0， 否则 方程 组 中 所 有 的 方程 都 不 含 未 知 数 
x1， 如果 a1 =0， 第 一 列 必 有 某 个 a 0，i 宇 2， 将 矩阵 的 第 1 行 与 第 i 行 互 
换 ， 化 为 cu 关 0 的 情形 ， 再 将 第 上 行 乘 以 非 零 常 数 oil 可 化 为 a11 = 1 的 情形 . 
对 每 个 ;>2， 将 第 1 行 的 -ai 倍加 到 第 i 行 上 ， 可 以 将 第 i 行 的 第 一 个 元 化 
为 0. 这 就 将 第 1 列 中 除了 第 工行 为 1 外 其 余 各 行 的 元 全 部 化 成 了 0. 和 矩阵 化 
为 


1 af 人) 。。。 bY 
0 gasl) oe bsD 
。 2” (1.3.3) 
0 a ‘bbD 


的 形状 . (这 意味 着 除了 第 一 个 方程 含有 未 知 数 x 、 其 系数 是 1 外 ,其 余 所 有 的 
方程 都 不 含 未 知 数 xi. ) 

2. 如 果 和 矩阵 (1.3.3) 只 有 一 行 ， 或 者 第 一 行 以 下 的 各 行 ( 即 第 2 至 普 行 ) 的 
前 n 列 元 全 都 等 于 0 (不 管 最 后 一 列 是 否 为 0)， 则 消 元 过 程 结 束 . (这 意味 着 
只 有 第 一 个 方程 含有 未 知 数 ; 其 余 各 方程 都 不 含 未 知 数 , 左 边 为 0.) 

若 不 然 ， 在 第 2 行 到 第 m 行 的 前 n 列 元 组 成 的 矩阵 


人 
(D ,., _() 
0 Qn2 Q mn 


中 必 有 某 个 元 不 为 0。 从 中 找 出 最 左边 的 不 为 零 的 列 ， 设 为 第 j 列 ， 当 然 >1. 
则 和 抢 阵 (1.3.3) 具 有 形状 
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(01) (0D (1) pC) 
11 pl 1, bi 
(1) (1) 
0 0 2 2 
(DD) ,0D) 
0 0 CQ D 


其 中 某 个 aid #0 记 守 2， 如 果 43) = 0， 则 is >2， 将 矩阵 (1.3.3) 的 第 2 行 与 
第 i, 行 互 换 可 化 为 o2) z0 的 情形 。 再 将 矩阵 (1.3.3) 的 第 2 行 乘 以 (a2) ) -可 
化 os) 为 1， 故 总 可 设 a%) = 1， 现 在 可 以 进行 下 一 步 的 消 元 : 

对 每 个 iz2 ( 即 i=1 或 3< igm), 将 第 2 行 的 - as 倍加 到 第 i 行 上 可 
将 a5 化 为 0， 这 样 就 将 第 js 列 中 除 第 2 行 以 外 的 元 全 都 化 成 了 0. 矩阵 化 为 
如 下 的 形状 


(2) (2) (2) 本 (2) (2) 
Qu | 0 Qi +1 ain bi 
。。。 (2) (2) (2) {2) 
0 0 27 22 +1 Qan 02 
ss (2) (2) (2) 
0 0 0 3, +1 asn bs (1.3.4) 
。 (2) (2) (2) 
0 0 0 Qim,j +1 Q mn 已 


其 中 as? = as? =1. 

3. 如 果 矩 阵 (1.3.4) 只 有 2 行 ， 或 者 除了 前 2 行 以 外 的 以 下 各 行 的 前 n 列 
元 a (i>3,1<j<n) 全 都 等 于 0， 则 消 元 过 程 结 束 ， 若 不 然 ， 在 第 3 行 到 第 
m 行 的 前 n 列 元 组 成 的 矩阵 


。 (2) 。 (2) 
0 0 0 03,j +1 Q3n 


0 : 0 0 a 0 


mj,+l1 mn 
中 必 有 某 个 元 不 为 0， 从 中 可 以 找到 最 左边 的 不 为 零 的 列 ， 设 为 第 js 列 ， 当然 
及 > 二， 则 和 矩阵 (1.3.4) 具 有 形状 


(2) ,,, (2) (2) 。 (2) .,, (2) 
QI11 Qj -1 0 Q1,j +1 Qj bi 
. (2) (2) (2) 02) 
0 0 221， 27+1 02j, 02 
0 ..。 0 0 0 al? 。。。 六 人 2) 
3 
0 . 0 0 ,， 0 a ... bp 
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其 中 某 个 ci 关 0， 六 3， 如 果 ao 入 = 0， 则 i >3， 将 第 3 行 与 第 i 行 互 换 可 
化 为 as? 0 的 情形 ， 再 将 第 3 行 乘 以 (ai )- :可 化 为 a32 =1 的 情形 . 故 总 可 
设 oa =1， 现在 可 以 进行 下 一 步 的 消 元 : 

对 每 个 iz3，( 即 ji<2 或 4<i<m)， 将 第 3 行 的 - 如 倍加 到 第 守 行 上 可 
将 aj 化 为 0。 这样 就 将 第 js 列 中 除 第 3 行 以 外 的 元 全 都 化 成 了 0， 和 矩阵 化 为 如 
下 形状 


G3) ,., 0) (3) ... 3) (3) 0) 3) 
1 01,j -1 0 Qj +1 | 0 Q1,j,+1 als bi 
... (3) 3) 03) (3) 3) 3) 
0 0 42， 2, +1 02,j -1 0 02,j,+1 a2s 02 
.. i (3) 3) 3) 3) 
0 0 0 0 0 3 3,j+l aan 63 
os a (3) 站 (3) (3) 
0 0 0 0 0 0 4j +1 ad ba 
0 … 0 0 0 | 0 0 ad 1 a3) 893) 
mJs mn m 
《3) (3) (3) 
其 中 Ql = 027 = 43j. = 1 . 


将 上 述 过 程 重复 次 之 后 ， 和 矩阵 被 化 为 如 下 的 阶梯 形 ( 和 矩阵 中 左下 方 的 空 
格 表示 这 些 位 置 的 元 是 0): 


(£) ... 0 (Ek) 0 CA 


2 。 。， 0 2 ,1 
,0 四 (1.3.5) 
好 kj+1 
中 
到, 头 + 工 
其 中 前 有 行 每 行 的 第 一 个 非 零 元 a = 2 = … = a =1l,l <jp < <ji<n. 
ai ，a2，… ,a 这 上 个 非 零 元 的 左 方 、 上 方 和 下 方 全 是 0， 而 第 行 以 下 各 
行 ( 即 第 +1 至 m 行 ) 的 前 j 列 元 全 是 0. 
注意 ”我 们 约定 ， 在 书写 矩阵 时 ， 空 白 位 置 都 表示 这 个 位 置 的 矩阵 元 是 
0. 以 上 的 矩阵 中 ， 左 下 角 的 空白 位 置 的 元 都 是 0. 
如 果 此 时 第 +1 至 m 行 的 前 n 列 全 是 0， 则 消 元 过 程 结 束 。 否 则 ， 重 复 
前 面 的 步骤 ， 在 第 +1 至 m 行 组 成 的 矩阵 中 找 出 最 左边 的 非 零 列 ， 设 为 第 
冯 +1 列 ( 训 < 训 +1<n)， 其 中 含有 某 个 元 a #0 (i>hk+1). 当 al9 =0 


Daj 
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时 还 可 将 矩阵 的 第 +1 行 与 第 i 行 互 换 使 a 关 0 .再 将 第 有 +1 行 乘 以 
(a 的 | ) -化 为 nb， =1 的 情形 .在 此 基础 上 进行 下 一 步 的 消 元 : 将 第 
+1 行 的 - al 倍加 到 每 个 第 i 行 (izzh+1), 将 a 码 1,; ,的 上 方 和 下 方 的 元 
全 部 化 为 0。 

以 上 过 程 重复 下 去 ， 直 到 将 矩阵 化 为 下 面 的 形状 为 止 : 


Ql 0 QO1,j +1 及 拉 0 Ql,j +l an Bi 
a2j, es a 0 aa aa Bb 
(1.3.6) 
4 Qr,j +1 Qrm 
Bm 
其 中 前 > 行 每 行 的 第 一 个 非 零 元 uil = ai = = ap =1l,l<jh< <j en. 


ansa2j,，"… a5 这 7 个 非 零 元 的 左 方 、 上 方 和 下 方 全 是 0， 而 第 7 行 以 下 各 行 


( 即 第 r+1 至 m 行 ) 的 前 n 列 元 全 是 0. 
和 矩阵 消 元 至 此 结束 . 写 出 最 后 这 个 矩阵 (1.3.6) 所 代表 的 方程 组 


Xi 十 QI2MX2 十 十 QT 二 + Qj +1% +1t = 有 
人 +a2jxgxlt+t… =p, 
Wt arr tl tt = 所 (1.3.7) 
0 = B+1 
0 = Bm 


我 们 称 上 述 形 式 的 方程 组 具有 最 简 形式 . 矩阵 消 元 法 的 过 程 就 是 将 原 方 程 
组 化 为 最 简 形 式 的 过 程 . 方程 组 化 为 最 简 形式 之 后 ， 可 以 立即 判断 它 是 否 有 
解 ， 当 它 有 人 解 时 可 以 立即 得 出 它 的 解 来 . 

情况 1 矩阵 (1.3.6) 的 最 后 m -r 行 不 全 为 零 ，p; 关 0 对 某 个 r+lsisgm 
成 立 。 此 时 第 i 个 方程 0= BB; 的 等 号 不 可 能 成 立方 程 组 无 解 。 

情况 2 矩阵 (1.3.6) 的 最 后 m - r 行 全 为 零 ， 这 些 行 所 代表 的 m - r 个 方 
程 0=0 全 都 是 恒等式 ， 可 以 从 最 后 的 方程 组 中 删 去 而 不 影响 方程 组 的 解 . 最 
后 的 方程 组 只 剩 下 -个 方程 ，r 个 未 知 数 x1, x; ，… ,和 分 别 只 在 -个 方程 中 的 一 
个 中 出 现 而 且 系数 为 1， 在 其 余 方程 中 都 不 出 现 . 我 们 称 这 r 个 未 知 数 为 非 独 
立 未 知 数 ， 其 余 n -7 个 未 知 数 都 称 为 独立 未 知 数 .当然 ，r<n， 而 且 当 r = 
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n 时 不 存在 独立 未 知 数 ， 所 有 的 未 知 数 都 是 非 独 立 的 ， 以 下 再 分 r-=n 和 r<n 
两 种 不 同情 况 讨 论 . 
情况 2.1 r=n. 此 时 ”个 未 知 数 全 都 是 非 独 立 未 知 数 ， 产 = 天 对 工 < 
n 成 立 ， 和 矩阵 (1.3.6) 具 有 形式 
1 0 … 0 hp 
0 1 .- 0 B; 
0 0 … 1 有 
对 应 的 方程 组 为 


显然 有 了 唯一 解 (Bi ,PB,,… ,p,). 

情况 2.2 rr<n， 除 xi, ，… ,和 %% 等 7 个 非 独立 未 知 数 外 ， 剩 下 还 有 nn 一 
个 独立 未 知 数 ， 设 它们 为 ，，,…,% ， 其 中 4,1,…, 记 是 从 前 个 正 整 数 1,2， 
…,n 中 去 掉 1,j,,… ,jj 之 后 剩 下 的 n-r 个 整数 .对 每 个 方程 移 项 ， 只 保留 它 
所 独 有 的 那个 非 独 立 未 知 数 在 左边 ， 而 将 其 余 各 项 (独立 未 知 数 所 在 的 项 ) 全 部 
移 到 右边 ， 则 方程 组 化 为 如 下 形状 


“1 Ba 
Xx; =PBy~ a xX; -~ Qa2%,; 
J2 pz SA 27， 六 
Xi = 有 -an Mi 一 和 
小 及 Dl ett Dh Jn 


这 个 方程 将 非 独 立 未 知 数 表示 为 独立 未 知 数 的 一 次 函数 . 将 各 个 独立 未 知 数 
,在 允许 值 范围 一 一 数 域 F 内 任意 取 值 :1 ,…, 1,.,， 由 上 述 + 个 表达 


式 就 可 以 算出 非 独 立 未知 数 的 值 ， 得 到 一 个 解 ， 解 的 每 个 分 量 都 是 n - r 个 独 
立 参 数 11 ,… , 1, - ,的 一 次 多 项 式 . 这 就 是 方程 组 的 通 解 。 当 所 有 的 参数 二 ，…， 
,分别 独 立 取 遍 时， 就 得 到 所 有 的 解 . 

由 上 面 的 讨论 可 以 知道 : 

1. 矩阵 消 元 法 可 以 求 出 任何 一 个 线性 方程 组 的 解 . 

2. 将 原 方程 组 化 为 最 简 形 式 之 后 ， 可 以 立即 判断 它 是 否 有 和 解 、 有 人 解 时 是 
有 唯一 解 还 是 有 无 穷 多 组 解 ， 在 有 解 时 可 以 立即 写 出 它 的 通 解 . 

方程 组 化 成 最 简 形式 之 后 ， 等 号 左边 的 非 独 立 未 知 数 的 个 数 r+ 对 于 判断 方 
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程 组 是 否 有 解 以 及 解 集 的 大 小 有 重要 的 作用 . 

将 最 简 形式 的 方程 组 中 的 恒等式 0=0 删 去 ,不 影响 方程 组 的 解 . 设 剩 下 
的 方程 个 数 为 7. 

1. 如 果 r<F， 则 方程 组 无 解 . 

2. 如 果 =F， 则 方程 组 有 解 . 此 时 > 就 是 具有 最 简 形式 的 方程 组 中 除去 
恒等式 0=0 之 后 的 方程 个 数 . 

当 > = n 时 方程 组 有 唯一 解 ， 

当 r<n 时 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 并 且 通 解 中 有 m” - r 个 独立 取 值 的 自由 
参数 . 
容易 想到 ， 当 方程 组 有 无 穷 多 组 解 时 ， 自 由 参数 n -r+ 的 个 数 反映 了 解 集 
的 大 小 ， 比 如 ， 当 n =3 并且 方程 组 的 系数 都 是 实数 时 ， 在 空间 中 建立 直角 坐 
标 系 ， 方 程 组 的 每 一 个 解 (x,y,z) 表 示 空 间 中 以 (x,y,z) 为 坐标 的 一 个 点 ， 所 
有 的 解 代表 的 点 的 集合 组 成 方程 组 的 图 像 ， 当 n =r 时 图 像 是 一 个 点 ， 当 nn-r 
= 1 时 图 像 是 一 条 直线 ， 当 n -r=2 时 图 像 是 一 个 平面 ， 我们 显然 认为 平面 上 
全 体 点 的 集合 比 直 线 上 全 体 点 的 集合 更 大 ， 并 且 认 为 平面 是 2 维 的 ， 直 线 是 1 
维 的 . 这 个 观点 能 不 能 推广 到 n 为 任意 值 的 情况 ?对 任意 的 n， 能 不 能 直接 将 
n -了 称 为 解 集 的 “ 维 数 "， 并 且 认 为 维 数 越 大 的 解 集 越 大 ? 

这 种 观点 有 道理 ， 但 是 还 有 一 些 问 题 需 要 进一步 明确 ， 

首先 ， 对 于 每 个 方程 组 ， 化 为 最 简 形 式 之 后 的 > 是 否 唯一 ” 由 于 解 方程 组 
的 化 简 过 程 并 不 唯一 ， 会 不 会 发 生 这 样 的 情况 : 不 同 的 化 简 过 程 得 到 的 r 值 不 
同 ? 如 果 有 可 能 不 同 ， 用 哪 一 个 n - 来 作为 解 集合 的 “ 维 数 ”? 

另 一 个 问题 是 : 什么 是 “ 维 数 ”? 如 果 将 解 集合 中 独立 参数 的 个 数 作为 维 
数 ， 则 同一 个 解 集 可 能 有 不 同 的 表示 方法 ， 从 而 有 不 同 个 数 的 自由 参数 ， 以 哪 
一 种 表示 法 中 独立 参数 的 个 数 作为 维 数 呢 ? 

例如 ,假如 3 元 一 次 方程 组 的 通 解 是 (x,y,z)= i (1,1,1) + i (2,1,5)+ 
t3 (1, -3,13)， 其 中 有 3 个 独立 取 值 的 自由 参数 ， 是 否 意味 着 解 集合 的 图 像 是 
整个 3 维 空间 ? 但 实际 上 ， 由 于 

4(2,1,5) -7(1,1,1) =(1, -3,13) 
3 个 向 量 (1,1,1),(2,1,5),(1, -3,13) 共 面 ， 这 个 通 解 所 代表 的 图 像 其 实 与 
(x,y,z)= 妇 (1,1,1) + to (2,1,5) 代 表 的 图 像 相 同 ， 是 一 个 平面 ,应当 是 2 
维 的 . 

由 此 可 见 ,“ 维 数 ” 的 概念 应 当 有 更 确切 的 定义 . 

这 些 问题 将 在 下 一 章 中 得 到 解决 . 

还 有 一 个 问题 : 能 不 能 不 经 过 方程 组 的 变形 ， 直 接 根 据 原 方程 组 判断 它 是 
否 有 解 ， 以 及 在 有 解 时 判断 它 的 解 是 唯一 还 是 有 无 穷 多 ? 


§ 1.3 一 般 线性 方程 组 的 消 元 解法 23 


对 于 一 般 的 方程 组 ， 难 以 直接 判断 .但 对 于 齐 次 线性 方程 组 ， 也 就 是 所 有 
方程 的 常数 项 都 是 0 的 线性 方程 组 
aiX1+ Qi2X2 二 + GinXn =0 
QaX1 +t G2X2 + "+ dnxn 三 0 (1.3.8) 
QmiX1 + Qm2X2 + "+ amnxn =0 
我 们 知道 它 至 少 有 平 几 解 (xi,…, x) = (0,…,0). 我 们 进一步 关心 的 问题 是 : 
除了 平凡 解 以 外 ， 它 是 否 还 有 非 平 几 解 (x1,… ,x,) 埃 (0,…,0)? 
假如 将 齐 次 线性 方程 组 (1.3.8) 化 成 了 最 简 形式 (1.3.7)， 在 最 简 形式 的 方 
程 组 中 去 掉 形 如 0=0 的 恒等式 ， 设 剩 下 的 方程 个 数 为 r. 则 当 r<n 时 ,， 有 nn 
-了 个 可 以 独立 取 值 的 自由 未 知 数 ， 让 这 些 未 知 数 取 非 零 值 ， 就 得 到 (1.3.8) 
的 非 零 解 ， 并 且 在 此 时 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . 
不 经 过 解 方程 组 的 过 程 ， 不 知道 + 的 具体 值 ， 但 至 少 知道 + < m，m 是 方 
程 组 (1.3.8) 中 方程 的 个 数 . 如 果 m < n， 则 不 需 解 方程 组 就 可 以 知道 + < m， 
从 而 知道 此 时 方程 组 (1.3.8) 一 定 有 非 零 解 . 由 此 得 到 : 
定理 1.3.1 如 果 齐 次 线性 方程 组 的 未 知 数 个 数 大 于 方程 个 数 ， 则 齐 次 方 
程 组 有 非 零 解 ， 从 而 有 无 穷 多 组 解 ，“ 口 
这 个 定理 虽然 只 是 对 未 知 数 个 数 大 于 方程 个 数 的 齐 次 线性 方程 组 得 出 的 结 
论 ， 但 在 以 后 的 学 习 中 将 看 到 ， 这 一 结论 非常 有 用 . 


习 题 1.3 
1. a,， 5 取 什 么 值 时 ， 下面 的 方程 组 有 解 ， 并 求 出 其 解 . 


3x1+2xX2+ ax3 + xa—-3xs=4 
Sx1+4x2+3x3+3r4 — Xs=3 
XI+ %2+3x3+2x4 + Xs=1 
X2+2x3+2xX4+6xs= 一 3 
x3+ bxa + xs=1 
2. 讨论 当 4 取 什 么 值 时 下 面 的 方程 组 有 解 : 
Ax1 +x2 + x3=1 


Xi 二 AN2 十 X%3 二 从 


Xl + X2 + Ax3 = A2 

当 方 程 组 有 解 时 求 出 解 来 ， 并 讨论 4 取 什么 值 时 方程 组 有 唯一 解 ， 什 么 时 候 有 无 穷 多 组 解 . 
3. (1) 求 下 面 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 

Xi 二 X2+ Xa3+ X4+ xs=1 


Xi1+2x2z+3x3+4x4+Sx5=16 ( 工 ) 


Xl — Xx3—2x4-3xs= -4 
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(2) 将 方程 组 ( 工 ) 的 常数 项 全 部 换 成 0 得 到 齐 次 线性 方程 组 ( 开 )， 求 方程 组 ( 开 ) 的 通 
. 并 将 通 解 写 成 其 中 几 个 特 解 的 线性 组 合 的 形式 . 
(3) 方程 组 ( 工 ) 的 通 解 能 否 写 成 几 个 特 解 的 线性 组 合 ? 
(4) 观察 方程 组 ( 工 ) 与 ( 开 ) 的 通 解 之 间 的 关系 ， 你 发 现 什 么 规律 ? 试 证 明 你 的 结论 . 
4. 不 解 方程 组 ， 判 断 下 面 的 方程 组 是 否 有 非 零 解 : 
xX+y+z=0, 
(2) 42x+y+5z=0, 


3x+2y+6z=0. 
(提示 ; 注意 第 (2) 题 的 第 3 个 方程 组 是 前 两 个 方程 的 和 . ) 


X+YyY+z=0， 
(1) 
2x+y+5z=0; 
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线性 代数 处 理 的 最 重要 的 对 象 是 线性 空间 .线性 空间 由 向 量 组 成 . 

什么 是 向 量 ? 

最 初 ， 我 们 将 有 方向 有 大 小 的 量 称 为 向 量 ， 向 量 按 平行 四 边 形 法 则 相 加 ， 
向 量 乘 实数 是 向 量 在 原 方向 或 相反 方向 的 伸 长 或 缩短 . 

后 来 用 坐标 表示 向 量 ， 向 量 的 运算 转化 为 坐标 的 运算 . 坐标 就 是 有 序数 
组 ， 按 分 量 相 加 以 及 与 数 相 乘 . 

线性 方程 也 可 以 相 加 ， 可 以 乘 常数 ， 可 以 用 数组 表示 ， 线 性 方程 的 加 法 与 
数 乘 也 可 以 转化 为 数组 的 运算 . 

凡是 可 以 进行 加 法 和 数 乘 的 都 是 向 量 . 当然 ， 加 法 和 数 乘 必须 满足 我 们 熟 
悉 的 那些 运算 律 

向 量 的 线性 组 合 ， 以 及 由 线性 组 合 产生 的 线性 关系 ， 是 向 量 之 间 最 重要 的 
关系 . 在 此 基础 上 ， 可 以 将 向 量 用 数组 (坐标 ) 来 表示 ， 用 坐标 来 运算 . 
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在 第 1 章 中 ， 我 们 已 经 学 会 了 求 任 意 一 个 线性 方程 组 的 通 解 . 但 是 ， 我 们 
还 希望 研究 解 集 的 大 小 与 方程 个 数 的 关系 . 

大 体 上 ， 我 们 感觉 到 ， 方程 越 多 ， 解 集 越 小 . 

但 是 ， 什 么 叫 “ 方 程 的 个 数 ”? 怎样 衡量 “ 解 集 的 大 小 ”? 这 并 不 是 一 件 简 
单 的 事情 . 

比如 ， 线 性 方程 组 


x +y +z=0 (1) 
四 +y+5z=0 (2) (2.0.1) 
3x +2y+6z=0 (3) 
中 有 几 个 方程 ? 
这 个 问题 看 来 很 容易 : 3 个 方程 ! 
但 是 ， 容 易 看 出 ,方程 (3) 可 以 由 方程 (1)，(2) 相 加 得 到 .假如 将 方程 (3) 
删 去 ， 保留 其 余 的 两 个 方程 ， 得 到 的 方程 组 
人 +y +z=0 (1) 


2.0.1’ 
2x +y+Sz=0 (2) ) 
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与 原 方程 组 (2.0.1) 同 解 ， 可 以 认为 两 个 方程 组 (2.0.1) ，(2.0.1) 实质 上 ”是 
相同 的 ， 既 然 方 程 (3) 可 以 由 其 余 两 个 方程 相 加 得 出 来 ， 将 它 删 去 不 会 改变 原 
方程 组 的 解 ， 就 可 以 认为 方程 (3) 是 “多 余 的 ". 方程 组 (2.0.1) 中 实质 上 没有 3 
个 方程 ， 只 有 两 个 方程 . 

在 方程 组 (2.0.1) 中 ， 不 但 方程 (3) 可 以 由 其 余 两 个 方程 得 出 来 ,方程 (1) 
也 可 以 由 其 余 两 个 方程 相 减 得 出 来 ， 将 方程 (1) 删 去 ， 只 保留 方程 (2)，(3)， 
方程 组 的 解 也 不 会 改变 ， 因 此 也 可 以 认为 方程 (1) 是 多 余 的 .同样 也 可 以 认为 
方程 (2) 是 多 余 的 . 事实 上 ， 从 3 个 方程 中 删 去 任 一 个 方程 ， 让 剩 下 的 两 个 方 
程 组 成 方程 组 ， 解 集 都 不 改变 . 

由 此 看 来 ， 要 讨论 方程 组 中 方程 个 数 与 解 集 大 小 的 关系 ， 首 先 要 对 “方程 
个 数 ” 进 行 “ 打 假 ”， 如果 某 个 方程 是 其 余 方程 的 线性 组 合 ， 这 个 方程 就 可 以 
认为 是 “多 余 的 "， 可 以 从 方程 组 中 删 去 而 不 改变 解 集 ， 如 果 剩 下 的 方程 还 有 
多 余 的 ， 就 再 删 去 . 不断 删 去 多 余 的 方程 ， 将 “打假 ”进行 到 底 ， 直 到 剩 下 的 
方程 没有 一 个 是 多 余 的 ， 一 个 都 不 能 少 ， 这 时 的 方程 个 数 才 可 以 认为 是 “ 货 真 
价 实 ” 的 . 

如 果 一 个 方程 组 中 有 某 个 方程 是 其 余 方 程 的 线性 组 合 ， 就 称 这 个 方程 组 中 
的 方程 线性 相关 (linearly dependent ) . 如 果 其 中 每 个 方程 都 不 是 其 余 方 程 的 线性 
组 合 ， 就 称 这 些 方 程 线性 无 关 (linearly independent) . 


例 1 线性 方程 组 
x +y +z=0 (1) 
2x +y +5z=0 (2) (2.0.2) 
x-3y+13z=0 (3) 
中 的 方程 是 否 线性 相关 ? 


解 将 3 个 方程 依次 记 为 wi/，u,。，u3， 看 其 中 是 否 有 某 一 个 方程 是 其 余 
方程 的 线性 组 合 . 
每 个 方程 都 可 以 分 别 用 它们 的 未 知 数 系数 和 常数 项 组 成 的 数组 向 量 来 表 
示 . 由 于 这 里 的 方程 的 常数 项 全 部 为 0， 可 以 不 必 考 虑 ， 只 用 未 知 数 系数 来 表 
示 . 这 样 ，3 个 方程 分 别 表 示 为 
zi=(1,1,1)，rx=(2,1,3)，z=(1, -3,13) 
先 看 是 否 可 以 用 wi ，w, 组 合 出 四 ， 也 就 是 说 : 是 否 存在 常数 1,，1;， 使 
ATI+AM2z2 = Us (2.0.3) 
即 
A1 (1,1,1) +4, (2,1,5) = (1, ~ 3,13) (2.0.4) 
(A1+242,A1+ A2,A1+5A2) = (1, -3,13) (2.0.5) 
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Al1+2A2=1 
XA1 +A2=—3 (2.0.6) 
A1+5A2=13 
这 是 以 41， 为 未 知 数 的 方程 组 .将 它 用 矩阵 表示 : 
1 2 1 
1 1 -3 (2.0.7) 
1 5 13 
再 通过 矩阵 的 初等 行 变换 来 解 方 程 组 : 
1 2 1 1 2 1 
1 1 -3 -1(1)+(2), -1(1)+(3) |: _1 -4 
1 5 13 0 3 12 
1 0 -7 
2(2) + (1), 3 (2) + (3), -1(2) [ 1 1 
0 0 0 
41= 一 7 
得 | 
A2=4 
这 个 答案 告诉 我 们 : 
-78I+412 = Us (2.0.8) 


就 是 说 : 方程 组 (2.0.2) 中 的 方程 (2) 的 4 倍 减 去 方程 (1) 的 7 倍 ， 就 得 到 方程 
(3)， 直接 计算 容易 检验 确实 如 此 口 
从 关系 式 (2.0.8) 还 可 得 出 : 


下 1 十 Us 


7 -7 4+ 丰 
可 见 ， 方程 组 (2.0.2) 的 3 个 方程 中 每 一 个 方程 都 是 其 余 两 个 方程 的 线性 组 合 ， 
无 论 删 去 哪 一 个 方程 ， 剩 下 的 两 个 方程 组 成 的 方程 组 都 与 原 方程 组 同 解 . 

例 1 中 将 向 量 等 式 (2.0.4) 写 成 方程 组 (2.0.6) 之 后 ， 向 量 w= (1,1,1) 的 3 
个 分 量 分 别 成 为 3 个 方程 中 41 的 系数 ， 在 矩阵 (2.0.7) 中 排 成 第 一 列 . 类 似 
地 ，w2 = (2,1,5) 的 3 个 分 量 分 别 成 为 3 个 方程 中 4, 的 系数 ， 在 矩阵 (2.0.7) 中 
排 成 第 二 列 ; zs = (1, -3,13) 的 3 个 分 量 分 别 成 为 3 个 方程 的 常数 项 ， 在 矩阵 
(2.0.7) 中 排 成 第 三 列 . 如 果 在 (2.0.3) 中 将 u,，u，,，u; 不 写成 行 向 量 而 写成 
列 向 量 ， 这 些 列 向 量 与 方程 组 (2.0.6) 和 和 矩阵 (2.0.7) 的 关系 会 更 清楚 : 


1 2 1 
1|+azj 1|=| -3 (2.0.4') 
1) : 13 


4 1 
Ui= 7 UU, Us = 


A1 


5 
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A1 + 2A, 1 
A1+ A2 -| | (2.0.9' ) 
A1+S5A2 13 


| +242=1 


人 1 十 A2 = 一 3 (2.0.6) 
A1+ SA2=13 


1' 2 1 
1 1 -3 
1 5 13 


由 (2.0.4 ) 很 容易 写 出 方程 组 (2.0.6) 和 矩阵 (2.0.7). 其 至 可 以 将 (2.0.4 ) 
中 的 3 个 列 向 量 直接 排 成 矩阵 (2.0.7)， 对 这 个 矩阵 进行 变形 就 可 以 得 出 方程 
组 (2.0.6) 的 解 . 

列 向 量 等 式 (2.0.4') 可 以 写成 方程 组 (2.0.6). 反 过 来 ,方程 组 (2.0.6) 也 
可 以 写成 列 向 量 等 式 (2.0.4' ) . 

一 般 地 ， 任 何 一 个 线性 方程 组 


QIIXI 十 "十 QInXn = bi 


(2.0.7) 


Q21X1 + "+ Q2nXn = b>» 


(2.0.9) 
QmlX1 + + Gmaxn = bn 
都 可 以 写成 列 向 量 等 式 
all Qln bi 
Q21 Qa2n b, . 
Xl1| 。 + "txn| . =| ， (2.0.10) 
CQmil Qmn bn 
这 样 ， 解 方程 组 (2.0.9) 这 个 代数 问题 ， 就 变 成 了 一 个 几何 问题 : 已 知 向 量 
Q11 Cln bi 
a = G21 ， ，a = 2 ， p - 6b2 
Gml Umn bn 


将 向 量 B 表示 成 ge, ,… , a, 的 线性 组 合 ， 求 组 合 系数 x ,… , x . 
例 2 线性 方程 组 
x +y +z=0 
2x +y+5z=0 (2.0.11) 
xX-3y+4z=0 
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的 3 个 方程 是 否 线性 相关 ? 
解 将 3 个 方程 分 别 用 数组 向 量 表示 : 
ui=(1,1,1), us= (2,1,5), us3= (1,—3,4) 
为 了 判断 U3 是 否 是 wl，u， 的 线性 组 合 ， 解 方程 组 
1 2 1 A1+242=1 
， 有 即 [ +AMa= -3 


外 | 1 -3 
Mi +3SA2= 才 


十 A2 


1 5 4 
利用 和 矩阵 消 元 法 解 此 方程 组 ， 发 现 它 无 解 ， 可 见 w 不 是 w1，us 的 线性 组 合 . 
为 了 判断 wi 或 us 是 否 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 ， 分 别 解 方 程 组 


XiU2+ XaU3= MI 和 yiu + yu = U2 


发 现 它 们 都 没有 解 . 

因此 ,方程 组 (2.0.11) 的 3 个 方程 中 没有 一 个 是 其 余 方程 的 线性 组 合 ， 它 
们 线性 无 关口 

例 2 中 需要 解 3 个 方程 组 才 得 出 结论 ， 太 繁 . 是 否 有 更 好 一 些 的 办 法 ， 只 
解 一 个 方程 组 就 能 作出 正确 的 判断 ? 

有 办 法 ! 只 要 解 下 面 一 个 方程 组 就 可 以 了 : 

AIU1 + A2U2 + M3U3=0 (2.0.12) 

如 果 ul，u，，ws 中 有 某 一 个 u; 是 其 余 两 个 u;，wi 的 线性 组 合 ， 即 存在 

Nj» xs 使 
Ui= Xut x 则 Cw- ri — ru =0. 

可 见 (Ai,4j,A4) = (1, 一 %,- %4) 是 (2.0.12) 的 非 零 解 . 

反 过 来 ， 如 果 (2.0.12) 有 非 零 解 (4,,4,,43)， 设 其 中 的 分 量 4; 0， 其 余 
两 个 分 量 为 4;，4. 则 

Ai AL 

A A 

因此 ，w1，w2，u3 线性 相关 对 方程 组 Ma + Mao + 4X3us=0 有 非 零 
解 (A ,142,43). 

由 此 得 到 

例 2 解法 2 解 关 于 未 知 数 A!，4，>，A43 的 方程 组 Muwil + hzu2 + A3u3 = 0， 

1 2 
1 1 


1 0 A1+2A, +A3=0 
-lo 即 +42-343=0 
1 5 4 0 : A1+542>+443=0 


通过 和 矩阵 消 元 法 化 简 为 


AiUi + AjU; + ApUr =0 = Ui=— 


即 


A1 十 人 2 + A3 


30 第 2 章 线性 空间 


1i+24 +A3=0 
A>+443=0 
-3A3=0 
此 方程 组 只 有 零 解 因此，ul，u,，ws 这 3 个 方程 线性 无 关 ， 口 
例 1 解法 2 解 关于 未 知 数 4,，X，。，43 的 方程 组 


1 2 1 0 41+242 +A3=0 
Ai 1 |+A2ll1 |+As 四 中 ' +AM -3A3=0 
1 5 13 0 Al+5A,+1343=0 
用 矩阵 消 元 法 化 简 为 
Al1-7A43=0 
(i -0 


通 解 为 (41,42,43) =t (7, -4,1)，t 取 任 意 的 非 零 值 就 得 到 非 零 解 ， 可见 例 1 
中 的 3 个 方程 线性 相关 .， ” 口 

一 般 地 ， 对 于 数 域 F 上 的 一 组 n 维 数组 向 量 wl,…,w,， 要 判断 是 否 有 
某 个 向 量 w; 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 ， 只 要 看 是 否 存在 不 全 为 0 的 数 1 ，…， 
4 使 


AICI+…+Anon=0 (2.0.13) 

如 果 存 在 不 全 为 0 的 一 组 数 41,… ,4 EF 使 上 述 等 式 (2.0.13) 成 立 ， 就 称 向 量 
组 Qi,…,@ 线性 相关 ， 此 时 可 以 证 明 其 中 某 个 w; 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

反之 ， 如 果 满 足 条 件 (2.0.13) 的 X41 ，42。，…，AhmE 玉 仅 有 41=… = 1 = 

0， 就 称 向 量 组 wl,…，,awn 线性 无 关 ， 此 时 其 中 每 个 向 量 都 不 是 其 余 向 量 的 线性 


组 合 . 
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在 第 1 章 中 ， 我 们 将 数 域 上 的 nn 元 数组 a = (al,…, a,) 称 为 n 维 向量 ， 
将 所 有 这 些 向 量 组 成 的 集合 严 称 为 n 维 向 量 空 间 . 数组 x 可 以 写成 一 行 ( 也 
就 是 1x n 和 矩阵 ) 的 形式 (a ,… ,a,)， 称 为 n 维 行 向 量 ， 此 时 将 严 记 为 F1*x"， 
Ql 


称 为 n 维 行 向 量 空间 ， 也 可 将 数组 w 写成 一 列 的 形式 


Qn 
量 ， 此 时 将 严 记 为 I"*!1， 称 为 n 维 列 向 量 空间 . 
以 下 §2.1~ $2.4 中 ， 凡 是 提 到 “ 数 域 F 上 的 向 量 ”, .我 们 就 将 它 理 解 为 
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严 中 的 数组 向 量 . 凡是 提 到 “向 量 组 ”， 就 将 它 理 解 为 同一 个 向 量 空间 严 中 
的 向 量 组 成 的 集合 . 

( 注 : 向 量 ,向量 空 间 .向 量 组 的 概念 在 $2.5 中 将 进一步 推广 .) 

1. 线性 相关 (无 关 ) 的 定义 

定义 2.1.1 设 wi,…,aw 是 数 域 尺 上 的 m” 维 向 量 ， 如 果 存 在 不 全 为 0 的 数 
MnE 开 ， 使 

A41C1+… +Ancn=0 

就 称 向 量 组 6) an| 线性 相关 (linearly dependent). 

反 过 来 ， 如 果 对 于 41,… ,4 EEF， 

AI1C1I1+…+AMnon=0 SO A= =An=0 

就 称 向 量 组 | ci ,… ,ao} 线 性 无 关 (linearly independent) ， 口 

例 1 已 知 数 域 上 的 向 量 组 wi;，w,，ws 线性 无 关 ， 试 判断 zi + Ww2，u2 
+ U3，U3 + Ui 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 ? 

解 设 下 中 的 数 M;，A?，)3 满足 条 件 


ALCal+azz)+A (t+as)+hA (U3+ U1)=0 (2.1.1) 
即 
(A1+ A ULF ATT A U2 + As+ A us=0 (2.1.2) 
由 于 wi，wus,，ws 线性 无 关 ，(2.1.2) 成 立 仅 当 
Ai1+A3=0 
AM1+A2=0 (2.1.3) 
A2+A3=0 


(2.1.3) 是 以 1，)12，》s 为 未 知 数 的 方程 组 ， 解 之 得 (41,4,,43) = (0,0,0). 
这 说 明 wi + Ww2，U2+ U3，U3+ 2 线性 无 关 . 
定理 2.1.1 设 m>2， 则 : 

向 量 组 g1,…,@ 线性 相关 会 ”其 中 某 个 向 量 a; 是 其 余 向 量 的 线性 


证 明 先 设 wxi,… ,an 线性 相关 ， 即 存在 不 全 为 0 的 X41,…,4; EF 满足 
条 件 
AM1C1I+…+AMon =0 (2.1.4) 
设 4;z0. 将 等 式 (2.1.4) 左 边 除 了 Mixi 之 外 的 其 余 各 项 移 到 右边 ， 再 将 所 
得 的 等 式 两 边 同 除 以 非 零 数 4;， 得 
ms (2.1.5) 


这 说 明 ai; 是 m1,… ,a 中 其 余 向 量 @ (1<j< m,jz i 的 线性 组 合 . 
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再 设 某 个 wx; 是 a ,… ,a 中 其 余 向 量 w (1 <j < m,jz 让 的 线性 组 合 ， 即 
存在 一 组 数 (1<jg<m,jzi)， 使 


0; = | 十 十 ti-10;-_1 + tiriQi;+i 十 十 tn (2.1.6) 
将 等 式 右边 的 各 项 全 部 移 到 左边 ， 得 
一 1GI 一 … 一 ti_1Q;-i1+ la: 一 ti+riQi+1 一 “一 tn n, =0 (2.1.7) 


等 式 左 边 是 @1,… ,@ 的 线性 组 合 ， 其 中 wi 的 系数 1 关 0， 可 见 存 在 不 全 为 0 的 
A Am 使 A1@1 +… + 4,0, =0. 

在 定理 2.1.1 中 要 求 m2， 是 因为 当 m = 1 时 向 量 组 i al| 只 会 一 个 向 量 ， 
除了 wi 之 外 没有 “其 余 向 量 ”", 或 者 换 句 话说 : 其 余 向 量 组 成 的 集合 是 空 
集合 . 

容易 验证 ， 一 个 向 量 组 成 的 向 量 组 | cj} 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 w = 0 . 
我 们 规定 空 集合 的 线性 组 合 是 零 向 量 . 那么 ， 当 m = 1 时 ，{e1| 线 性 相关 二 ai 
=0 ， 此 时 woi 可 以 认为 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 (尽管 其 余 向 量 组 成 空 集合 )， 
定理 2.1.1 仍然 成 立 . 

更 进一步 ， 我 们 还 有 : 

定理 2.1.2 向 量 组 i@,,… ,| 线性 相关 对 其 中 某 个 w; 是 它 前 面 的 向 量 
oj (j < 让 的 线性 组 合 . 

证 明 设 @1,… ,Qa 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 0 的 41,…,4, EF 使 

4101+… + AnOn =0 

设 X1,… ,4。 中 最 后 一 个 非 零 的 数 是 X%;， 也 就 是 说 ; 4;0， 且 A =0 对 所 有 的 
i<j<m 成 立 ， 则 


A1Q!1 二 "十 Ai =0 
当 i>=2 时， 
41 Ai -1 


Ci 二 一 一 了 “一 一 Qi 
Ai; 1 Ai 1 -1 


0; 是 它 前 面 的 向 量 w, ,… ,ai;_ ;的 线性 组 合 . 

当 ;i=1 时 ，h 关 0，hMial=0， 这 迫使 wi =0. 此 时 xi“ 前 面 的 向 量 ” 组 
成 的 集合 是 空 集合 ， 我 们 规定 零 向 量 是 空 集 合 的 线性 组 合 ， 因 此 零 向 量 w; 仍 
然 是 它 前 面 的 向 量 的 线性 组 合 . 

反 过 来 ， 如 果 有 某 一 个 向 量 wi 是 它 前 面 的 向 量 的 线性 组 合 ， 则 由 定理 
2.1.1 即 可 知 wxi,…，,w。 线性 相关 口 

推论 2.1.1 设 wi,…,aw 是 由 非 零 向 量 组 成 的 向 量 组 ， 其 中 每 个 w (2<i< 
m) 都 不 是 它 前 面 的 向 量 w (1<j < i) 的 线性 组 合 ， 则 @1 ,i… ,wi 线性 无 关 ; ; 口 
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这 个 推论 告诉 我 们 怎样 从 一 个 向 量 组 5 = { gil,…，,an} 中 取出 尽 可 能 多 的 
向 量 组 成 线性 无 关 向 量 组 . 如 果 5 含有 非 零 向 量 ， 从 $ 任 取 一 个 非 零 向 量 @; 
组 成 线性 无 关 集合 51 = tw | .如果 8 中 存在 向 量 oi 不 是 w; 的 线性 组 合 ， 由 
推论 2.1.1 可 知 S = | ai ,ti1 线 性 无 关 . 如 果 5 中 存在 向 量 @i 不 是 wj ，oa 的 
线性 组 合 ， 就 得 到 线性 无 关 的 向 量 集合 5; = | ai ,cu ,ai|， 照 此 下 去 ， 设 已 经 
从 5 取出 了 ai ,…,os 组 成 线性 无 关 的 向 量 集合 % ， 如 果 $ 中 存在 向 量 w， 不 
是 a; ,… ,Qi 的 线性 组 合 ， 就 得 到 更 大 的 线性 无 关 向 量 集合 St = | 0，… ,ai ， 
a | .重复 这 个 过 程 直到 不 能 再 进行 下 去 为 止 ， 得 到 由 $ 中 的 向 量 组 成 的 线 
性 无 关 集 合 5, = | ai ,…,@;1，5 中 剩 下 的 所 有 的 向 量 都 是 5, 中 的 向 量 的 线性 
组 合 , 将 5, 在 S 中 再 扩大 得 到 的 任何 一 个 集合 都 线性 相关 ， 我们 称 $ 中 这 样 
的 线性 无 关子 集 5, 为 $ 的 极 大 线性 无 关 组 . 关于 极 大 线性 无 关 组 的 性 质 ， 将 
在 $2.2 中 详细 讨论 . 

我 们 知道 由 零 向 量 单独 组 成 的 向 量 集合 线性 相关 . 不 仅 如 此 ， 很 容易 看 
出 : 含有 零 向 量 的 向 量 组 也 都 线性 相关 . 设 向 量 组 wj,… , a, 中 的 向 量 w = 0 ， 
则 

00i1+…+00xi 1+1loi+0oi1+…+0Oon=0 . 

且 其 中 @; 的 系数 1 不 为 0. 可见 @1,…,@。 线性 相关 ， 更 一般 地 ， 含 有 线性 相 
关子 集 的 向 量 组 线性 相关 : 

定理 2.1.3 如 果 向 量 组 01,… ,| 包含 一 个 子 集 |@; ,…, i | 线性 相关 ， 
那么 整个 向 量 组 {i ,… , a1 线性 相关 ， 如 果 向 量 组 { 04,… ,| 线性 无 关 ， 那 
么 它 的 每 个 子 集 都 线性 无 关 . 

证 明 @; ,…,@i 线性 相关 -> 存在 不 全 为 0 的 41,… ,ArE 下 使 

MQ + + A =0 
设 @; ，…,0; 是 | a1,…,an| 中 去 掉 @; ,… ,a 之 后 剩 下 的 那些 向 量 ， 则 
A1Qi 十 … 十 AN， +00i 十 +00i =0 

其 中 各 向 量 的 系数 X11，,… ,44,0,…,0 不 全 为 0， 这 说 明 @; my oa ,0 
线性 相关 ， 也 就 是 @1，,… ,a 线性 相关 . 

由 于 {@1,…, Qn | 的 任何 一 个 子 集 线性 相关 都 将 导致 1@1,…, a | 线性 相 
关 ， 要 使 xi,…，,wn} 线 性 无 关 ， 必 须 它 的 所 有 子 集 线 性 无 关口 

2. 利用 解 线 性 方程 组 判定 线性 相关 (无 关 ) 

根据 线性 相关 的 定义 ， 要 判断 数组 向 量 wi ,… ,ww 是 否 线性 相关 ， 只 要 将 
等 式 


MGCI+…+AMnCn =0 
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写成 以 1 ，… ,An 为 未 知 数 的 方程 组 ， 解 这 个 方程 组 看 它 是 否 有 非 零 解 (1 ,…， 
Am ) ， 
例 2 线性 方程 组 
X1+2x2+3x3 +4x4= -3 
X1 + 2X2 -Sxa=1 (2.1.8) 
2x1+4x2—3x3— 19x4=6 
3x1+6x2—3x3~24x4=7 
中 是 否 有 某 些 方程 是 其 余 方 程 的 线性 组 合 ? 
解 ” 将 4 个 方程 分 别 记 为 wi;，u，,，，u3，ua， 分 别 用 数组 向 量 来 表示 ; 
ui=(1,2,3,4, -3)， u2= (1,2,0, -5,1) 
u3=(2,4, - 3, ~ 19,6), u4=(3,6, -3, -24,7) 
根据 定理 2.1.1， 只 要 看 ul，u，，u3，us 是 否 线性 相关 ， 就 知道 其 中 是 否 有 
某 一 个 方程 是 其 余 方程 的 线性 组 合 . 为 此 ， 只 需 看 方程 
Ai + A2U2 + A3U3 + hau4=0 (2.1.9) 
是 否 有 非 零 解 (41 ,12,)35,13). 
将 数组 向 量 wu, ，w，，u3，w4 写成 列 向 量 的 形式 代入 方程 (2.1.9)， 得 


1 1 2 3y /0 
2 2 4 6| |o| 
3l+i 0|+i -3|+i -3|=|0 (2.1.10) 
4 -5 -19 -24| |0 
-3 1 6 7/ \0 


即 
41 +A +243 +344=0 
241 +242 +443 +614=0 
3 -343 -3A4=0 | (2.1.11) 
441 -Sh1 -1913 -241, =0 
-341 +AM +613 +714=0 
用 矩阵 消 元 法 解 关于 未 知 数 4,，4，。，43，24 的 方程 组 (2.1.11) 得 通 解 
(A1sA2sA35M4) = (t+ ta 一 36 -4t,t1, 12) 


ti1 =1， 
到 | 1 得 一 组 解 (41,22,434X4) = (1, - 3,1,0)， 可 见 
2 
Ui-3u+u=0, PB w= -ur+3u, 


得 一 组 解 (4,,4,,X4;,44) 三 (1 ， -4,0,1)， 可 见 


8 2.1 线性 相关 与 线性 无 关 35 


ui—4ut+ua=0, PB w= -ul+4u, 

由 此 可 见 ， 例 2 中 的 方程 组 中 的 后 两 个 方程 是 前 两 个 方程 的 线性 组 合 . 

例 2 中 的 后 两 个 方程 是 前 两 个 方程 的 线性 组 合 ， 可 以 从 方程 组 中 删 去 而 不 
影响 方程 组 的 解 . 方程 组 实际 上 可 以 认为 是 由 前 两 个 方程 组 成 . 前 两 个 方程 的 
系数 不 成 比例 ， 因 此 其 中 任何 一 个 方程 都 不 是 另 一 个 方程 的 线性 组 合 ， 它 们 线 
性 无 关 . 因此 可 以 认为 : 例 2 的 方程 组 的 方程 的 真正 个 数 不 是 4 而 是 2. 

定理 2.1.4 设 中 的 向 量 wi,…,w, 线性 无 关 ， 如 果 在 每 个 由 = (ol ，…， 
aw)(1<j<m) 上 再 任意 添加 一 个 分 量 成 为 严 和 中 的 一 个 向 量 wj= (@1j,*…, aw， 
an+1,;)， 那 么 所 得 到 的 向 量 组 v1 ,… ,vw 线性 无 关 . 

证 明 已 经 知道 ,… ,wu 线性 无 关 ， 即 : F 中 满足 条 件 

AIU1t +AnUn =0 (2.1.12) 

的 数 X1,… ,An 只 能 是 =… = 4 =0. 而 (2.1.12) 即 方程 组 


QnAi 十 “… 十 QimAm =0 


(2.1.13) 
anAMl+ + amm=0 
因此 ,方程 组 (2.1.13) 只 有 了 唯一 解 (X1,… ,4;) = (0,… ,0). 
设 已 中 普 个 数 )1，…,)。 满足 条 件 
A1 Vi+ +Anvn=0 (2.1.14) 
即 
QAit+ "+ amim=0 
(2.1.15) 


QniAl1+ "+ Qnmm=0 
Qn+isdlM1lt+ "+ Qnti,mim=0 
方程 组 (2.1.15) 的 前 n 个 方程 就 是 方程 组 (2.1.13) 的 全 部 方程 ， 因 此 (2.1.15) 
的 解 一 定 是 (2.1.13) 的 解 . 已 经 知道 方程 组 (2.1.13) 只 有 唯一 解 (41,… ,4,) = 
(0,… ,0)， 因 此 方程 组 (2.1.15) 除 了 零 解 之 外 没有 别 的 解 . 这 说 明了 加 
线性 无 关 . 
3. n 维 空间 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 
例 3 如 下 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 ? 
zt =(1,1,1)，z=(2,1,5)，1 = (1, -3,4), us =(3,4,5) 
解 解 关 于 未 知 数 A!，X，。，X3，44 的 方程 
AU1 + AU2 + Asus + hauUa=0 (2.1.16) 


即 方程 组 
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AMl1+24， +A3+3A4=0 
+) -313+414=0 (2.1.17) 
1+SAMz+443+S44=0 
此 齐 次 线性 方程 组 由 3 个 方程 组 成 ， 有 4 个 未 知 数 ， 未 知 数 个 数 > 方程 个 数 ， 
由 定理 1.3.1 知 (2.1.17) 一 定 有 非 零 解 (X41 ,和 ,4%3,44)， 因此 za ,zzay,zd 线性 
相关 . 
在 以 上 的 例 3 中 实际 上 并 没有 解 线 性 方程 组 ， 只 根据 未 知 数 个 数 大 于 方程 
个 数 就 得 出 了 线性 相关 的 结论 . 这 个 推理 过 程 可 以 推广 如 下 : 
定理 2.1.5 设 ,…,un 是 n 维 向 量 空间 严 中 的 m 个 向 量 . 如 果 mm > nn， 
则 wi ,… ,wu 线性 相关 . 
证 明 考虑 关于 FF 中 m 个 未 知 数 X1,… ,4 的 方程 
AI + + AnUn = 人 0 (2.1.18) 


Ql 
对 每 个 lsjsm, 记 本 =| : 
Qn 


六 十 十 QlmAm =0 


J 


| 则 (2.1.18) 成 为 线性 方程 组 


(2.1.19) 
QnmAlt+ + amim=0 
此 方程 组 有 m 个 未 知 数 ，n 个 方程 ， 由 m > n 知道 此 方程 组 有 非 零 解 (41,…， 
hn) (0,.… ,0). 
可 见 &w1,… ,un 线性 相关 . 口 
定理 2.1.5 指出 ， 在 n 维 向 量 空间 严 中 线性 无 关 的 向 量 个 数 不 超 过 m 个 . 
很 自然 要 间 : 严 中 是 否 存在 n 个 线性 无 关 的 向 量 ? 
例 4 举例 说 明 在 严 中 存在 n 个 线性 无 关 的 向 量 . 
解 ” 对 每 个 1<i<n, 记 
ei = (0 ,… ,0 ,1 ,0，… ,0) 
人 


第 i 个 分 量 

表示 第 i 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 数组 向 量 . 

我 们 证 明 : nn 个 向 量 el ,e,,…,e, 线性 无 关 . 
为 此 ， 只 需 证 明 : Xiel + + Aes=0 寺 (X44,… )=(0,…,0)， 


n 


而 
0 
» 0 A1=0 
0 : 0 。 
AM1e1+…+Anen=0 即 A .|+ + 0 =| . > : 
. As=0 
0 1 0 i 
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如 所 欲 证 . 口 

由 定理 2.1.5 和 例 4 的 结论 共同 得 出 : 

推论 2.1.2 n 维 数组 空间 严 中 线性 无 关 的 向 量 最 多 有 n 个 . 

Fr" 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 是 n， 这 就 是 严 被 称 为 n 维 空间 的 原因 . 

例 5 在 空间 中 建立 了 直角 坐标 系 ， 点 P 的 坐标 同时 又 是 向 量 0F 的 坐标 . 
已 知 3 点 4，B,，C 的 坐标 分 别 为 4 (1,1,1), B (2,1,5), C (1, -3,4). 

(1) 向 量 07，0O8，C0C 是 否 共 面 ? 

(2) 是 否 对 空间 中 任意 一 点 P = (4b1,b;,53)， 都 存在 唯一 一 组 实数 x，y， 
z 使 


x (1,1,1)+y (2,1,5) + z (1, -3,4) = (6b1,b;, 6b;) 
解 (1) 这 3 个 向 量 共 面 所 ”其 中 有 一 个 向 量 是 其 余 两 个 向 量 的 线性 组 合 
仿 这 3 个 向 量 线性 相关 
对 ”存在 不 全 为 0 的 数 41，4，。，，43， 使 
Al (1,1,1) + 242 (2,1,5) + A3 (1, -3,4) = (0,0,0) 
A1+2A2+A3=0 
即 A1+A2—3A3=0 
A1+54,+443=0 
解 之 得 唯一 解 (A1,X2,43) = (0,0,0)， 可 见 087，0 六 3，00C 不 共 面 
(2) 04, 08, 0C 不 共 面 > 空间 中 每 个 向 量 OF 都 能 表示 成 
OP=x 0A +y OB+zOC 
的 形式 ， 并 且 其 中 的 系数 *，y ，z 由 OP 唯一 决定 . 口 
对 于 3 维 空间 中 的 几何 向 量 ， 我 们 有 : 
3 个 向 量 we; ，wz ，es 线性 相关 ”所 ”这 三 个 向 量 共 面 ， 可 以 用 同一 个 平 
面 内 的 有 向 线段 041，04;，04, 表 示 . 
两 个 向 量 w, ，ws 线性 相关 ” 必 ” 这 两 个 向 量 平行 (也 称 共 线 )， 可 以 用 同 
一 条 直线 上 的 有 向 线段 04 ，0 丰 表示 . 
例 5 通 过 3 维 空间 中 的 几何 图 形 得 出 的 结论 能 否 推广 到 任意 的 4 维 数组 向 
量 ? 能 . 
定理 2.1.6” 设 ol, ms,…, a 是 n 维 向 量 空间 严 中 任意 ”个 线性 无 
关 的 向 量 ， 则 严 中 任何 一 个 向 量 B 都 能 够 写成 a1, as,…, a 的 线性 组 合 的 形式 
B= xio1+ X20 + + XQ 


并 且 其 中 的 系数 xi ?MX2 ”Xp 由 Ci 22 ， Cn ,pb 唯一 确定 ,. 
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证 明 ci,o 是 严 中 mt+1 个 向 量 . 由 定理 2.1.5 知道 它们 线性 相 
关 ， 存 在 不 全 为 0 的 数 41,… ,4,,4 使 
AQ1 + + A + AB=0 (2.1.20) 
如 果 和 4 =0， 则 XA,… ,4 不 全 为 0 且 
A1Q1+***+An0n=0 
这 导致 ql,… ,a, 线性 相关 ， 矛盾. 故 A 头 0， 由 (2.1.20) 得 


A 1 
有 = -101- 一 人 Cn 


可 见 B 是 i,… ,an 的 线性 组 合 . 

( 注 : 这 个 命题 的 另外 一 个 证 明 如 下 : 

由 于 @g1,…,@; 线性 无 关 , 其 中 每 个 向 量 都 不 是 它 前 面 的 向 量 的 线性 组 合 . 
如 果 BB 不 是 a ,…,@, 的 线性 组 合 , 则 向 量 组 oa ,…, a, ,BP 中 每 个 向 量 都 不 是 它 
前 面 的 向 量 的 线性 组 合 , 由 定理 2.1.2 的 推论 2.1.1 知 :这 导致 a ,…,@,,P 线 
性 无 关 ,矛盾 .因此 有 户 是 ci,…，,a 的 线性 组 合 . ) 

现在 证 明 表 达 式 

B=xiar + + XQ, 
中 系数 x ,… ,x 的 唯一 性 . 
假定 有 两 组 系数 xi, ,x, 与 ,加 满足 条 件 
B= Xxiao t+ + x 


B= ya1+… + YQn 


将 两 个 表达 式 相 减 得 
(x1— Yi +t +t xs- Yn)0=0 (2.1.21) 
由 于 ci ，…，,on 线性 无 关 ， 向 量 等 式 (2.1.21) 仅 当 
xyI= = An- y=0 
时 成 立 ， 也 就 是 
XY Xn Yn 


这 说 明了 系数 x1,… ,x 的 唯一 性 ， 口 
在 空间 解析 几何 中 知道 ，3 维 几 何 空间 中 任 取 3 个 线性 无 关 ( 即 不 共 面 ) 的 向 
量 ga，@2，03， 则 空间 中 每 个 向 量 可 以 唯一 地 写成 线性 组 合 的 形式 B = xai + 
yQ2 + 203， 我 们 将 | ai ,aaz ,aasl 称 为 3 维 几 何 空 间 的 一 组 基 ，(x,y,z) 称 为 向 量 有 
在 这 组 基 下 的 坐标 . 定理 2.1.6 表明 ， 在 n 维 数组 空间 严 中 任 取 n 个 线性 无 关 
的 向 量 @a1,…,@,, 则 Fr" 中 每 个 向 量 p 也 可 以 唯一 地 写成 线性 组 合 的 形式 
B= ra + + ri0, 


很 自然 地 ， 我 们 将 el,… ,a,1 称 为 严 的 一 组 基 ，(xi,… ,x ) 称 为 B 在 这 组 基 
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下 的 坐标 . 

一 个 最 简单 然而 重要 的 例子 是 : 设 el,…，,e, 是 例 4 中 所 定义 的 严 中 个 
线性 无 关 的 向 量 ， 则 严 中 任意 一 个 向 量 B = (6561,… ,6b,) 可 表示 成 

B =(6b,0,.…,0) + (0,62,0°,0) + + (0,.% 5 1 0)+(0,… ,0,0,) 

= Diei+ + bnen 
反 过 来 ， 如 果 
B= xielt+ + xnen 

则 将 B= (561,…,6,) 与 xie1+… + xnen = (x1，,"…,%,) 相 比较 可 知 x=5b 对 1<i 
夺 nn 成立. 

iel,…,en| 称 为 Fr 的 自然 基 (natural basis) ， 也 称 标准 基 (standard basis)， 
向 量 PE 1 在 自然 基 下 的 坐标 就 是 B 本 身 . 

4. 无 限 集 合 的 线性 组 合 与 线性 相关 

前 面 定义 向 量 集合 $ 的 线性 组 合 、 线 性 相关 、 线 性 无 关 时 ,为 了 便于 初 
学 者 理解 ， 讨 论 对 象 只 限于 $ 是 有 限 集合 的 情形 . 但 严 本 身 是 无 限 集合 ， 讨 
论 所 的 很 多 性 质 时 不 可 避免 地 涉及 到 严 的 无 限 子 集 的 线性 相关 问题 .例如 玉 
上 元 齐 次 线性 方程 组 如 果 有 非 零 解 ， 解 集 就 是 严 的 无 限 子 集 . 因此 需要 将 
向 量 集合 的 线性 组 合 、 线 性 相关 等 概念 合理 地 推广 到 任意 多 个 向 量 组 成 的 向 量 
集合 $5， 包括 $ 是 无 限 集 合 的 情况 ， 

设 $ 是 严 的 任意 子 集 . 

当 $ 是 有 限 集合 时 ，5 的 任何 一 个 子 集 S; = | 01,… ,Qs| 的 线性 组 合 w = 
A101+… + hss 都 可 以 看 作 S 中 全 体 向 量 的 线性 组 合 : 


C = 41C1 十 十 AUC + >) O00 


aE S,og3i 
如 果 $ 有 一 个 子 集 5S1 = | gl, …，,eai} 线 性 相关 ， 也 就 是 存在 FF 中 不 全 为 0 
的 数 41,… ,44 满足 条 件 
A1Q1+ "+ AQ =0 
于 是 
Mo +…+AMo+ 2 O00=0 


a€ Ss,ogs) 
这 说 明了 和 集合 $ 线性 相关 ， 
我 们 按 这 个 观点 来 定义 S 是 无 限 集合 的 情形 下 的 线性 组 合 和 线性 相关 . 
定义 2.1.2 设 V 是 FF 上 的 线性 空间 ，S 是 了 的 任意 子 集 ， 则 
(1) 3$ 的 任 一 有 限 子 集 S; = 1@1,… ,Qi| 的 任 一 线性 组 合 
A1Q1 + + AQ 


称 为 $ 的 线性 组 合 . 
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(2) 如 果 5 的 某 个 有 限 子 集 S = | el,… ,ac 线性 相关 ， 就 称 5 线性 相 


关 


我 们 还 规定 : 空 集合 的 线性 组 合 是 零 向 量 ， 空 集合 线性 无 关 . 

由 于 1" 中 任意 mn + 1 个 向 量 线性 相关 ， 严 的 子 集 $ 如 果 含 有 n+1 个 向 
量 ，5S 一 定 线性 相关 . 特别， 如 果 S 是 无 限 集合 ， 当 然 合 有 n +1 个 向 量 . 因 
此 ，F" 的 无 限 子 集 一 定 线性 相关 . 


习 题 2.1 


1. 判定 R’ 中 的 下 述 向 量 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 

(1) @i= (1,1,1), @2= (1,2,3), @3= (1,4,9); 

(2) @1= (1,1,1), @2= (1,2,3), @3= (1,4,9), @4 = (1,8,27) 

2. 判定 R4 中 的 下 述 向 量 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 ? 

(1) cl=(2,0,-1,2)，o=(0,-2,1,-3)， 3=(3, -1,2,1), @4=(-2,4,-7,5); 

(2) xl=(1,-1;,0,0)，os = (0,1, -1,0), Q@3= (0,0,1, -1), m4=(-1,0,0,1). 

3. 设 3 维 几 何 空间 中 建立 了 直角 坐标 系 . 判定 如 下 4 点 是 否 共 面 : 

(1) 4 (1,1,1), B (1,2,3), C (1,4,9), D (1,8,27); 

(2) A (1,1,1), B (1,2,3), C (2,5,8), D (3,7,15). 

4. 举例 说 明 若干 两 两 线性 无 关 的 向 量 ， 其 全 体 不 一 定 线性 无 关 . 

5. 设 k，p 是 任意 正 整 数 ， 证明: 

(1) 若 向 量 组 oi,@,,… ,i 线性 相关 ， 则 ai ,az,，… ,ax ,线性 相关 ; 

(2) 若 向 量 组 cl ,0s,…, @i; 线性 无 关 ， 则 ai ,ms，,… ,os 线性 无 关 . 

6. 设 k，n，m 是 任意 正 整 数 ，F 是 任意 数 域 ， 回 答 下 面 的 问题 并 说 明理 由 . 

(1) 若 向 量 组 @1, 0s,… ,QE€ Fr" 线性 无 关 ， 则 @i, 0s,… ,wai 分 别 添加 m 维 分 量 构 成 的 
n+ m 维 向 量 组 gq1 ,0,,…,Q ER"'" 是 否 一 定 线性 无 关 ? 

(2) 若 向 量 组 Qi, 0,… ,Qi E Fr" 线性 相关 ， 则 a1, a,…, 0; 分 别 添加 m 维 分 量 构成 的 
n+ m 维 向 量 组 ge ,a,,… ,ml €E R"* "是 否 一 定 线 性 相关 ? 

7. (1) 若 wi az, ,Qs 线性 无 关 ， 问 ai + oa,oa + 31+ O01+ Ci 是 否 一 定 
线性 无 关 ? 为 什么 ? 

(2) 若 @1, 0;,… ,Qa 线性 相关 ， 间 @j + 02,02+ 03… 04-1+ oa +wl 是 否 一 定 线 性 
相关 ? 为 什么 ? 

8. 设 复数 域 上 的 向 量 &,… ,a, 线性 无 关 . 4 取 什 么 复数 值 时 ， 向 量 al - 40,, a - hg3,…， 
0,_1 一 AQ, ,0 -4a 线性 无 关 ? 

9. 设 @1,02,…, 0, 是 一 组 n 维 数组 向 量 , 已 知 标准 基 向 量 el,e,,…,e, 可 被 它们 线性 
表 出 ， 证 明 ol ,az ,，…，,w, 线性 无 关 . 


$2.2 向 量 组 的 秩 


设 线性 方程 组 S = | gl ,cn} 由 m 个 方程 w;, ,an 组 成 ， 如果 这 m 个 
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方程 线性 无 关 ， 我 们 认为 m 就 是 方程 组 $ 中 方程 的 真正 个 数 . 如 果 S 线性 相 
关 ， 其 中 必 有 某 个 方程 是 其 余 方程 的 线性 组 合 ， 可 以 认为 这 个 方程 是 “多 余 
的 "， 将 这 个 多 余 的 方程 从 方程 组 $ 中 删 去 ， 剩 下 的 方程 组 所 成 的 方程 组 与 原 
方程 组 $ 等 价 ， 具 有 相同 的 解 . 如 果 能 够 从 $ 中 删 去 一 些 方程 ， 使 剩 下 的 方 
程 组 所 成 的 集合 5 = | a; ,…, wi | 线性 无 关 , 并 且 5 中 所 有 其 余 的 方程 
C11，"…，Q,( 也 就 是 被 删 去 的 方程 ) 都 是 $ 的 线性 组 合 ， 那 么 方程 组 5 与 $ 
等 价 . 我 们 称 这 样 的 5 为 5 的 极 大 线性 无 关 组 ， 它 所 含 方程 的 个 数 > 才 可 以 认 
为 是 原 方程 组 $ 中 的 方程 的 “真正 个 数 ”. 

当然 ， 这 里 有 一 个 问题 值得 研究 : 同一 个 方程 组 $ 可 能 有 若干 个 不 同 的 
极 大 线性 无 关 组 ， 各 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 方程 个 数 > 是 否 一 定 相 同 ? 如 果 不 
同 ,将 哪 一 个 + 作为 原 方程 组 中 方程 的 真正 个 数 ? 

方程 可 以 由 数组 向 量 代表 . 只 需要 研究 Fr 中 的 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 
组 ， 所 得 到 的 结论 就 可 以 应 用 于 方程 组 ， 也 可 以 应 用 到 许多 其 他 的 数学 对 象 . 

1. 极 大 线性 无 关 组 

定义 2.2.1 设 了 是 数 域 尺 上 的 向 量 空间 ，$ 是 V 中 的 向 量 组 成 的 向 量 
组 . 如果 5 的 子 集 人 = | a1,… ,Qn| 线 性 无 关 ， 并 且 将 5 任 一 向 量 @ 添加 在 1 
上 所 得 的 向 量 组 fg1,…, ,a1 线性 相关 ， 就 称 M 是 S 的 极 大 线性 无 关 组 
(maximal linearly independent system). 口 

先 证 明 $ 中 所 有 的 向 量 都 是 它 的 极 大 线性 无 关 组 的 线性 组 合 . 

命题 2.2.1 设 5 是 同一 向 量 空间 中 的 向 量 组 成 的 向 量 组 ，M = | ai,…， 
Cn| 是 $ 的 线性 无 关子 集 ， 则 

M 是 5 的 极 大 线性 无 关 组 eS 中 所 有 的 向 量 都 是 M 的 线性 组 合 ， 

证 明 先 设 .M 是 5 的 极 大 线性 无 关 组 . 

任 取 gcES. 当 cEM 时 当然 w 是 MM 的 线性 组 合 : 


0 = CQ + ,2 .8 ， 


MPza 


设 a&M, 则 Si = MU ilal= ja ,on ,oj 线性 相关 ， 下 中 存在 不 全 为 0 
的 数 41,… ,4m,4 使 
AQI1+ + AGCnt+ Ag =0 (2.2.1) 
如 果 4 =0， 则 (2.2.1) 成 为 
4101+…+AC =0 
其 中 41,… ,4 不 全 为 0， 这 意味 着 a1,… ,a 线性 相关 ， 矛 盾 . 
因此 0， 由 (2.2.1) 得 
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这 说 明 w 是 1 的 线性 组 合 . 

再 设 5 中 每 个 向 量 @ 都 是 NM = {ol,… ,Qi 的 线性 组 合 ， 则 61,… ,a ,1 
线性 相关 . 可 见 M 是 5 的 极 大 线性 无 关 组 ， 口 

命题 2.2.2 设 $ 是 上 nn 维 向 量 空间 F" 的 子 集 ， 则 5 的 任 一 线性 无 关 
子 集 5 都 能 扩充 为 $ 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 1 , 

证 明 ”rr 中 线性 无 关 的 向 量 最 多 有 n 个 ， 因 此 So 所 含 向 量 个 数 mn，5So 
= [Qi1,…,0m1， 其 中 每 个 向 量 a; (2< i < m) 都 不 是 它 前 面 的 向 量 gl，…，w -1 
的 线性 组 合 . 如果 $ 中 所 有 的 向 量 都 是 56 的 线性 组 合 ， 则 So 是 $ 的 极 大 线性 
无 关 组 . 否则 ，5S 中 存在 向 量 a, ,1 不 是 So 的 线性 组 合 ， 将 So 扩充 到 51 = | ci， 
… ,QCn+1| .如果 S 中 还 存在 w ,不 是 51 的 线性 组 合 ， 将 51 再 扩充 到 5, = 
ffg,… ,Qns1;0Cm+2|， 重复 这 个 扩充 的 过 程 ， 得 到 Si = io ,…, Qn，… ,Qn+4| 使 
其 中 每 个 向 量 w; (2< i< m+ 上) 都 不 是 它 前 面 的 向 量 a;，…，Q; _1 的 线性 组 合 ， 
由 推论 2.1.1 知 8 线性 无 关 ， 这 只 有 当 m+ 有 <n 时 才 有 可 能 . 因此 ， 以 上 扩充 
过 程 不 能 无 限 地 进行 下 去 ， 必 然 到 某 一 步 就 不 能 再 扩充 了 ， 此 时 $ 中 所 有 的 向 
量 都 是 S, ,4 的 线性 组 合 ，5;,; ;是 5 的 极 大 线性 无 关 组 ，“ 口 

如 果 严 的 子 集 $ 含有 非 零 向 量 gc ， 则 按 命题 2.2.2 所 说 方式 可 以 将 线性 
无 关子 集 So = fg 中 扩充 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

如 果 $ 只 含有 零 向 量 : 8$ = 10} ， 它 的 极 大 线性 无 关 组 是 什么 ? 空 集合 名 
是 $ 的 子 集 . 我 们 规定 名 线 性 无 关 . 将 名 添加 5S 中 仅 有 的 向 量 0 之 后 线性 相 
关 ， 因 此 101 的 极 大 线性 无 关 组 是 包 . 我 们 还 规定 空 集合 的 线性 组 合 是 零 向 量 ， 
这 样 ， 命 2.1.1 对 集合 10j 仍 成 立 。 口 

虽然 采用 命题 2.2.2 的 方式 可 以 得 到 严 中 的 向 量 集合 5 的 极 大 线性 无 关 
组 ,但 是 这 个 方法 太 繁 琐 . 我 们 来 寻找 更 好 的 算法 . 

例 1 求 由 下 列 向 量 组 成 的 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 : 


a1=(1,2,3,4, - 3), ;= (1,2,0, -5,1) 
03=(2,4, -3,- 19,6), oj=(3,6,-3, -24,7) 
解 ”考虑 关于 1，X，，43，44 的 方程 
AQ1 + A202 + A3Q03 + Aa04=0 (2.2.2) 
此 方程 即 齐 次 线性 方程 组 


1 + +2A43 +3A4=0 

21,+21，+41 +6X4=0 

3 -3 -3A4=0 (2.2.3) 
4A1— 5X42— 1943 -2414=0 
—3Al +AM +6A3 +744=0 
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对 (2.2.3) 的 系数 矩阵 


1 1 2 3 
2 2 4 6 

4=|3 0 -3 -3 
4 -5 -19 -24 


作 一 系列 初等 行 变换 进行 消 元 ， 化 为 


1 .0 -1 -1 
0 1 3 4 
B=|I0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
对 应 的 方程 组 为 
A1- AX3—- A4=0 A1 = A3+ A 
| (i -3)13 — 4A4 
通 解 为 
(AiyA2y 3 4) = (t+ to, -3ti ~4t,t1,t2) (2.2.4) 


在 通 解 (2.2.4) 中 取 ( 5) = (1,0),， 得 (41,42,X43;X44) = (1, -3,1,0)， 这 
说 明 
oil-3cz+os=0， = -ol+302 (2.2.5) 
在 通 解 (2.2.4) 中 取 ( ,bz) = (0,1), 得 (41,42,43,44) = (1, -4,0,1)， 这 
说 明 
0O1-402+04=0， C= -01+40, (2.2.6) 
(2.2.5) 和 (2.2.6) 说 明 ws，a4 是 xi，wsa 的 线性 组 合 . 显然 a ，was 线性 
无 关 ， 因 此 ai ,es 就 是 i@1,a;,@3,04| 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 口 
以 上 例 1 中 通过 方程 组 (2.2.3) 的 解 得 到 了 4 个 向 量 wl ，cz，ws，o4 之 间 
的 线性 组 合 关 系 ， 从 而 找到 了 所 需 的 极 大 线性 无 关 组 . 
然而 ， 这 个 方法 仍 嫌 繁 琐 . 可 以 更 简便 些 ， 不 需求 出 方程 组 (2.2.3) 的 通 
解 (2.2.4) ， 只 要 将 以 g1，@，，03，Q4 为 各 列 排 成 的 矩阵 4 通过 初等 行 变换 
化 简 成 为 召 ， 再 通过 B 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 来 求 4 的 列 向 量 组 的 极 
大 线性 无 关 组 . 
例 1 中 的 和 矩阵 4 的 各 列 就 是 已 知 的 向 量 a/，a，,，，a3，@4. 设 B 的 各 列 依 
次 为 Bj，PB，,，，P3，PB4， 当 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 成 B 时 ，4 的 各 列 wi,…， 
4 通过 同样 的 行 变换 变 成 B 的 各 列 B1,…,PB. 以 4 的 一 部 分 列 wi ,…, @; 为 
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列 排 成 矩阵 4;， 以 B 的 相应 的 列 p, ,… , B; 排 成 矩阵 Bl， 则 当 4 经 过 一 系列 初 
等 行 变换 变 成 B 时 ，41 经 过 同样 的 行 变 换 变 成 B,， 因 此， 方程 组 


41 0 
,| =| : (2.2.7) 
MA 0 
与 
41 0 
Bi|: | : (2.2.8) 
A 0 
同 解 . 


oj ，,… ,Qi 线性 相关 (无 关 ) 所 方程 组 (2.2.7) 有 (无 ) 非 零 解 

今 方程 组 (2.2.8) 有 (无 ) 非 零 解 司 p, ,… ,线性 相关 (无 关 ). 
因此 ， oo 是 fi， ,Qn 的 极 大 线性 无 关 组 名 1p ,… ,PB 1 是 |{p,,…， 
有 .| 的 极 大 线性 无 关 组 . 

可 见 ， 只 要 求 出 B 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 就 立即 得 到 4 的 列 向 
量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 

容易 看 出 ，B 的 前 两 列 线性 无 关 ， 并 且 后 两 列 可 以 写成 前 两 列 的 线性 组 
合 ， 因 此 B 的 前 两 列 组 成 B 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .相应 地 ，4 
的 前 两 列 c; ，ws 组 成 1wi ,wz,as,a4 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 

实际 上 ， 可 以 看 出 ,如 的 任意 两 列 组 成 B 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
因此 4 的 任意 两 列 组 成 fa ,az,as,ea4j 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

以 上 算法 可 以 推广 ， 用 来 求 出 严 中 任意 有 限 个 向 量 组 成 的 向 量 组 的 极 大 
线性 无 关 组 . 

算法 2.2.1 求 严 中 有 限 个 向 量 wi,…, a 组 成 的 向 量 组 的 极 大 线性 无 
关 组 . 

(1) 将 各 向 量 @;,… ,a 写成 列 向 量 的 形式 ， 依 次 以 它们 为 各 列 排 成 矩阵 4 . 

(2) 将 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 成 如 下 的 阶梯 形 

0…0 by, 


b2;, 


OA 
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其 中 1<j <jhp<*<jgn, 而 bj , bz bs 都 不 为 0. 

于 是 B 的 第 六 ,j,,…,j, 列 组 成 B 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 相 
应 地 ，4 的 第 所,jp，…, 记 列 0 ,oo 组 成 gl 02，…, 0m 的 一 个 极 大 线性 无 
关 组 . 

证 明 仿照 对 例 1 中 4，B 的 讨论 ， 可 知 对 本 算法 中 的 4，B 有 同样 的 
结论 : 如 果 B 的 第 站 ,js,… ,jj 列 组 成 B 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 则 
4 的 第 j1 ,jo，…, 记 列 @; , 0; ,~ ;Qj 组 成 @1 , aa，… ,Qn 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

将 B 再 进一步 作 初 等 变换 ， 可 以 化 为 如 下 形状 的 矩阵 

0…0 C1; 


1 


C27, 


0 
其 中 1<ji <jy<…<jsn, 而 cy = c= = =1, 且 与 5C1， C27， 机 


cj 在 同一 列 的 其 余 元 都 等 于 0. 


C 的 第 让 ,部 ，… ,ji 列 分 别 为 e1 ,es,…,e, ， 其 中 每 个 e; (1 < is<7r) 是 第 i 分 
量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 m 维 列 向 量 . 显然 el ,… ,e, 线性 无 关 . 并 且 ， 由 于 C 
的 最 末 n -7 行 全 部 为 0，C 的 每 一 列 C) (1<j<n) 的 最 未 n - r 个 分 量 全 都 为 
0，C 可 以 写 为 el ,… , e, 的 线性 组 合 : 


Cy 
C; = Cr = ClUE1I+ 十 Crer 


0 


这 说 明了 C 的 第 站,j,… ,jj 列 el ,es,…,e; 组 成 了 C 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 
关 组 .由 于 4 经 过 一 系列 初等 行 变 换 变 到 召 ， 再 变 到 C， 故 B 的 第 j1 ,j,,… ,jj 
列 组 成 召 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ，4 的 第 j1 ,j,,…,j 列 组 成 4 的 列 向 
量 组 的 极 大 线性 无 关 组 .  ” 口 

例 2 求 向 量 

@1=(1,2,0, -5,1), @;=(1,2,3,4, -3), @3= (2,4, -3, -19,6), 

@4=(1,1,1,1,1), os= (3,6,—3, -24,7) 


组 成 的 向 量 组 $ 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
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解 
1 1 2 1 3 1 1 21 3 
2 2 4 1 6 0 1 -1 0 -1 
4-| 0 3 -3 1 -3 系列 初生 5 次 -|0 0 01 0 
-5 4 -19 1 -24 00 00 0 
1 -3 6 1 7 00 00 0 


B 的 第 1，2，4 列 组 成 B 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 因 此 @1，, a2>， 
ca4j 是 5 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .， 口 
2. 向 量 组 的 等 价 ， 秩 
现在 我 们 来 着 手 解决 如 下 的 问题 : 
任 一 向 量 组 $= {wi,…, wm| 的 两 个 不 同 的 极 大 线性 无 关 组 Si = { 6&1,…， 
cr 与 S, = |B,… ,P| 所 含 向 量 个 数 ;与 ,是否 一 定 相 等 ? 
要 解答 这 个 问题 ， 我 们 首先 证 明 : 5S, 与 S, 互 为 线性 组 合 ， 然 后 证 明 : 互 
为 线性 组 合 的 线性 无 关 向 量 组 所 含 向 量 个 数 相等 . 
在 第 1 章 研 究 线性 方程 组 的 解法 时 ， 将 互 为 线性 组 合 的 线性 方程 组 称 为 等 
价 的 方程 组 ， 类似 地 ， 我 们 定义 向 量 组 的 等 价 . 
定义 2.2.2 设 $i 与 9 是 同一 个 向 量 空间 了 中 的 两 个 向 量 组 ， 如果 5, 中 
的 每 个 向 量 都 是 5, 中 的 向 量 的 线性 组 合 ， 就 称 $; 是 Si 的 线性 组 合 . 如果 5， 
与 S, 互 为 线性 组 合 ， 就 称 $ 与 S, 等 价 (equivalent ) . 
向 量 组 的 线性 组 合 具有 传递 性 ， 也 就 是 说 ， 
命题 2.2.3 ”如 果 数 域 上 的 向 量 组 8: 是 $; 的 线性 组 合 ，53 是 $, 的 线 
性 组 合 ， 那 么 53 是 51 的 线性 组 合 . 
证 明 设 Si= Tui,…,Wn|]，S2= oo 由 于 5, 是 $1 的 线性 组 合 ， 
则 对 每 个 1<j<n， 有 
Vj= QU + + Qmln (2.2.9) 
其 中 a1),…,awE ,又 因为 5 是 $: 的 线性 组 合 ， 所 以 $; 中 每 个 向 量 w 可 写 
为 
w= bvt + bv (2.2.10) 
其 中 b1,…,b, EF. 将 (2.2.9) 代 入 (2.2.10)， 整 理 得 
w = bi(auut + amun) + + ba (anuUi t+ + Gmnlm) 
= cu + + cn 
其 中 每 个 
c= bayt+ baat +t bawE F, Vlgsjgm. 


可 见 $3 中 每 个 向 量 w 都 是 5 的 线性 组 合 ， 从 而 $; 是 $; 的 线性 组 合 . 局 
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由 线性 组 合 的 传递 性 立即 得 出 向 量 组 的 等 价 的 传递 性 : 
推论 2.2.1 如 果 向 量 组 5, 与 5, 等 价 ，5S; 与 $5; 等 价 ， 那 么 $5; 与 S| 等 


价 . 


定理 2.2.4 向 量 组 $ 与 它 的 任 一 极 大 线性 无 关 组 S; 等 价 . S 中 任意 两 个 
极 大 线性 无 关 组 S| 与 $, 等 价 . 
证 了 明 5, 中 每 个 向 量 w 都 含 于 $， 因 而 是 5 的 线性 组 合 : 


u= lu+ >， Ov ， 


yE S,vu 

因此 Si 是 $ 的 线性 组 合 . 

反 过 来 , 设 u 是 $ 中 任 一 向 量 ， 由 命题 2.2.1 知道 & 是 $; 的 线性 组 合 . 
这 说 明了 S 是 51 的 线性 组 合 . 

S 与 51 互 为 线性 组 合 ， 因 而 相互 等 价 . 

5 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 5S1,，5, 都 与 S 等 价 ， 由 等 价 的 传递 性 知道 
Si 与 $, 相互 等 价 . 

以 下 证 明 ; 两 个 相互 等 价 的 线性 无 关 向 量 集合 所 含 向 量 的 个 数 相 等 ， 由 此 
可 推出 同一 向 量 集合 的 两 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 个 数 相等 . 

为 此 ， 我 们 证 明 : 

定理 2.2.5 设 3 = {v1,…,v,| 是 51 = {ul,… ,| 的 线性 组 合 ,并且 s > 
上 ， 则 Sa 线性 相关 . 

证 明 对 每 个 1<j<s， 记 


v= a + + od, (2.2.11) 
考虑 使 

) Vit +A,v,=0 (2.2.12) 
的 数 X41，…，A,EF. 


将 (2.2.11) 代 人 (2.2.12)， 得 
Al (alu 十 十 a ti) 二 "十 A (aa 十 … 十 ayl ) 


+…+h (CauUt + asw)=0 


(auAit + om)u + + (anAhi+ + ods) uu, 
+ + (oAit + aAs)u=0 (2.2.13) 
只 要 能 选择 41,… ,4, 使 (2.2.13) 中 wi,…,w 的 系数 全 都 为 0， 即 
all41+ +a =0 
(2.2.14) 
al1+…+aw =0 
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成 立 ， 则 等 式 (2.2.13) 成 立 ， 从 而 (2.2.12) 成 立 . 


(2.2.14) 是 以 1，…，4, 为 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ， 有 * 个 未 知 数 ，: 
个 方程 . 由 于 s > t，(2.2.14) 有 非 零 解 (X41,…,4,) 关 (0,…,0)， 这 也 是 
(2.2.12) 的 非 零 解 . 因此 ，…，w 线性 相关 .， 口 


推论 2.2.2 如 果 5,= | oo 是 3S = 1 zj 的 线性 组 合 ， 并 且 5， 
线性 无 关 ， 则 <4. 

推论 2.2.3 如果 线性 无 关 向 量 组 S1 = | zz 与 $= {v1,…,v| 等 
价 ， 那 么 它们 所 含 向 量 个 数 与 1 相等 .特别 ， 同 一 向 量 组 $ 的 两 个 极 大 线性 
无 关子 集 S; ，3$: 所 含 向 量 个 数 相 等 . 

定义 2.2.3 任 一 向 量 组 $ 的 任 一 极 大 线性 无 关 组 所 会 向量 个 数 r 称 为 向 
量 组 $ 的 秩 (rank)， 记 作 rank 5S. 

任 一 矩阵 4 的 行 向 量 组 的 秩 称 为 这 个 矩阵 的 行 秩 (row rank)，A 的 列 向 量 
组 的 秩 称 为 4 的 列 秩 (column rank) . 口 : 

推论 2.2.4 设 向 量 组 $ 的 秩 为 -， 则 5 的 任何 一 个 线性 无 关子 集 5, 中 所 
含 向 量 个 数 不 超 过 r. 

对 任意 有 限 集合 S， 我 们 将 $ 所 含 元 素 个 数 记 为 | $ | ， 

定理 2.2.6 如 果 向 量 组 5S, 是 $1 的 线性 组 合 ;， 则 rank $,<rank S11， 等 价 
的 向 量 组 秩 相等 . 

证 明 设 7,， 世 分 别 是 S1,，5, 的 极 大 线性 无 关 组 ， 则 | Ti| = rank Si， 
| 有 | = rank S$,. 

T1 与 $1 等 价 ，7 与 9 等 价 ，$; 是 7 的 线性 组 合 ，7, 是 5, 的 线性 组 
合 . 由 线性 组 合 的 传递 性 知 7, 是 7 的 线性 组 合 ， 而 7 线性 无 关 ， 由 推论 
2.2.2 知 | To| 过 | 玉 | ， 即 rank S$, <rank $1. 

如 果 Si 与 5, 等 价 ， 互 为 线性 组 合 ， 则 rank SS; < rank Si 与 rank Si 和 < 
rank $ 同 时 成 立 ， 从 而 rank S!1 = rank 5S，. 口 


例 3 求 矩阵 
1 2 3 4 -3 
12 0 -5 1 
和 A= 
24 -3 -19 6 
3 6 -3 -24 7 
的 行 秩 和 列 秩 . 
解 ” 通 过 一 系列 初等 行 变换 将 4 化 为 梯 矩 阵 : 
1 2 3 4 -3 1 20 -~ 1 
12 0 -5 1 0 0 3 -4 
A= >B= (2.2.15) 
2 4 -3 -19 6 0 0 0 
36 -3 -24 7 000 0 0 


§ 2.2 向 量 组 的 秩 49 


显然 ，B 的 第 1 列 和 第 3 列 组 成 B 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 因 此 4 的 
第 1 列 和 第 3 列 组 成 4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 因此 4 的 列 秩 等 于 2. 

要 计算 4 的 行 秩 ， 容 易 想到 将 4 的 各 行 依次 写成 列 向 量 ， 依 次 以 这 些 列 
向 量 为 各 列 组 成 一 个 新 的 矩阵 


1 1 2 3 
2 2 4 6 
3 0 —3 一 3 
4 -5 -19 -24 
一 3 1 6 7 


. 称 为 4 的 转 置 (transpose)， 记 作 4 (也 可 记 作 4'). 4 的 行 向 量 组 就 是 47 的 
列 向 量 组 ， 通 过 对 47 作 初 等 变换 可 以 求 出 它 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
从 而 求 出 47 的 列 秩 ， 也 就 是 4 的 行 秩 . 

事实 上 ， 例 1 中 已 经 对 这 个 47 进行 了 初等 行 变换 得 到 


1 1 2 3 1 0 -1 -1 
2 2 4 6 01 3 4 
4I=| 3 0 -3 -3|>C=I0 0 0 0 
4 -5 -19 -24 00 0 0 
-3 1 6 7 00 0 0 
由 C 的 前 两 列 组 成 它 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 知道 4 的 前 两 行 组 成 行 向 


量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ，4 的 行 秩 为 2. 
以 上 求 列 秩 的 方法 依据 的 原理 是 ， 
定理 2.2.7 . 初等 行 变换 不 改变 抢 阵 的 列 秩 . 
求 矩 阵 4 的 行 秩 不 一 定 要 通过 求 47 的 列 秩 来 实现 ， 仍 然 可 以 通过 对 4 作 

初等 行 变 换 来 实现 ， 我 们 有 : 
定理 2.2.8 初等 行 变换 不 改变 矩阵 的 行 秩 : 
证 明 每 次 初等 行 变换 前 后 的 矩阵 的 行 向 量 组 等 价 . 由 等 价 的 传递 性 知 

道 : 矩阵 4 经 过 若干 次 初等 行 变换 得 到 的 矩阵 B 的 行 向 量 组 与 4 的 行 向 量 组 

等 价 . 由 命题 2.2.6 知道 : 4 与 B 的 行 秩 相 等 . 口 
由 定理 2.2.7 可 以 得 到 求 例 3 中 的 和 矩阵 4 的 行 秩 的 另外 一 个 解法 如 下 : 
如 (2.2.15) 所 示 ，A4 通过 一 系列 初等 行 变换 变 成 如 ，4 与 B 的 行 秩 相等 . 

而 B 的 仅 有 的 两 个 非 零 行 显然 线性 无 关 ， 组 成 B 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 

组 . 因此 B 的 行 秩 是 2， 从 而 4 的 行 秩 是 2. 
在 例 3 中 ， 和 矩阵 4 通过 初等 行 变换 变 成 了 B，A 与 B 的 列 秩 相 等 ， 行 秩 

也 相等 . 而 B 的 行 秩 与 列 秩 相等 ， 都 等 于 B 中 非 零 行 的 个 数 . 因此 4 的 行 秩 

与 列 秩 相 等 这 个 结论 可 以 推广 到 任意 的 矩阵 4. 
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定理 2.2.9 任意 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 相 等 . 
证 明 设 AE J”"*"， 则 4 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 成 阶梯 形 矩 阵 
0…0 cn 


六 


5C27 


O 


其 中 1 二 六 < 户 < 人 < 二 mn， 而 cu = coy =1， 且 与 cu ,cz，…cy 在 同 
一 列 的 其 余 元 都 等 于 0，C 的 最 后 n -7 行 全 为 零 , 第 i 行 (1< is7r) 的 cy 的 左 
边 的 元 cy(j < 户 ) 也 都 等 于 0. 

由 定理 2.2.7， 定 理 2.2.8 知道 : C 与 4 的 列 秩 相 等 ，C 与 4 的 行 秩 也 相 
等 .只 要 证 明 C 的 行 秩 与 列 秩 相 等 ， 则 4 的 行 秩 与 列 秩 相等 . 

在 算法 2.2.1 的 证 明 中 已 经 知道 : C 的 第 ji ,j,,…,j, 列 组 成 C 的 列 向 量 组 
的 极 大 线性 无 关 组 ，C 的 列 秩 是 7. 

对 1<igm， 记 CC 的 第 i 行为 C;， 设 X1,… ,4, EF 满足 条 件 


A1Ci1t** +AC,.=0 (2.2.16) 


由 于 X14C1+… + XC, 的 第 六 ,jo，…, 记 分 量 分 别 为 A ,X42,… ,4, ， 等 式 (2.2.16) 
仅 当 41=…=4,=0 时 成 立 ， 这 说 明了 CC 的 前 7 行 C1,C,,…,C, 线性 无 关 ， 而 
C 的 其 余 的 行 都 为 零 ， 显 然 都 是 Cj, C,,…,C, 的 线性 组 合 . 因此 ，C 的 前 > 
行 组 成 C 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 .CC 的 行 秩 为 x. 
可 见 ，C 的 列 秩 与 行 秩 相等 ， 都 等 于 +. 于 是 4 的 列 秩 与 行 秩 也 相等 ， 
都 等 于 r， 
定义 2.2.4 和 矩阵 4 的 行 秩 和 列 秩 称 为 4 的 秩 (rank)， 记 作 rank 4 . 口 
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1. 求 由 下 列 向 量 组 成 的 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 与 秩 : 

(1) @1=(6,4,1, -1,2)，0s = (1,0,2,3,4)，a3s = (1,4, -9,- 16,22), @4 = (7,1,0, 
-1,3); 

(2) oil= (1,-1,2,4)，os = (0,3,1,2), @3= (3,0,7,14), @4= (1, -1,2,0), @&;s = (2, 
1,5,6). 

2. 设 xl=(0,1,2,3)，a = (1,2,3,4)，03 = (3,4,5,6), 0 = (4,3,2,1), Qs = (6,5,4,3), 

(1) 证 明 ， ai，oas 线性 无 关 ; 

(2) 把 gci，c2 扩充 成 xi,… ,Qs| 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
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3. 求 下 列 矩 阵 的 秩 . 并 求 出 它们 的 行 向 量 组 和 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 


2 -1 -1 1 1 1 1 1 
(1) 区 2 -| (2) | 2 3 4 
-1 -1 2 5 4 3 1 2 
4. 证 明 : 若 @1 ,602,… ,ts 线性 无 关 ，egl,oa ,0,,P 线性 相关 ， 则 必 可 由 @&i, 02,…， 
on 线性 表 出 . 
5. 证 明 : 如 果 可 由 @1, Gz,…,@, 线性 表 出 ， 则 有 必 可 由 ai , 02，,… ,Qs 的 极 大 线性 无 
关 组 线性 表 出 . 
6. 设 向 量 组 cl ,wz,…,a, 的 秩 是 +r， 求证 : 
(1) aj ,G2,… ,0 中 任意 7 个 线性 无 关 向 量 都 是 极 大 线性 无 关 组 . 
(2) 设 a1,… ,0 能 被 其 中 某 r 个 向 量 p1,… ,及 线性 表 出 ， 则 让 ,… ,线性 无 关 . 
7. 证 明 : 车 向 量 组 ( 工 ) 可 以 由 向 量 组 ( 卫 ) 线 性 表 出 ， 则 (了 ) 的 秩 不 超过 ( 了 1 ) 的 秩 . 
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1. 子 空间 的 定义 

线性 方程 组 可 以 用 和 矩阵 来 表示 ， 和 矩阵 的 每 一 行 表示 一 个 方程 ， 和 矩阵 的 行 秩 
r 就 是 它 的 线性 无 关 的 行 的 最 大 个 数 ， 也 就 是 方程 组 中 线性 无 关 的 方程 的 最 大 
个 数 ， 我 们 将 它 称 为 方程 组 的 秩 . 方程 组 的 秩 可 以 看 作 是 方程 组 中 方程 的 “ 真 
正 个 数 ”".， 等 价 的 线性 方程 组 的 秩 相等 .特别 地 ， 当 方程 组 经 过 初等 变换 化 为 
最 简 形式 后 ， 去 掉 恒等式 0=0 之 后 剩 下 的 方程 个 数 就 是 原 方程 组 的 秩 . 

现在 可 以 研究 线性 方程 组 有 解 时 解 集 的 结构 ， 并 研究 方程 组 的 秩 与 解 集 的 
大 小 的 关系 . 

先 来 研究 齐 次 线性 方程 组 ， 也 就 是 各 方程 的 常数 项 全 部 等 于 0 的 线性 方程 
组 


QtXit+ "+ ainxn =0 


(2.3.1) 


QmlX1+ "+ amnXn=0 


齐 次 线性 方程 组 (2.3.1) 可 以 用 它 的 系数 矩阵 (各 方程 中 未 知 数 的 系数 组 成 的 矩 


阵 ) 
: ”Qn 
他 ml 机 Qmn 


来 表示 . 对 系数 矩阵 进行 初等 行 变换 可 以 将 方程 组 化 到 最 简 形 式 ， 求 出 它 的 
通 解 . 
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齐 次 线性 方程 组 (2.3.1) 至 少 有 一 个 解 (xi,，… ,x,) = (0,… ,0). 
我 们 还 知道 : 当 m < n 时 方程 组 有 无 穷 多 解 . 设 方程 组 (2.3.1) 的 秩 为 ~. 
任 取 (2.3.1) 的 方程 的 集合 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 由 r 个 方程 组 成 ， 将 其 余 
的 方程 删 去 ， 则 这 > 个 线性 无 关 的 方程 组 成 的 方程 组 
Qi1X1 + + Qi nxn =0 
(2.3.2) 
Qi1X1 +t 十 invn =0 
与 原 方程 组 (2.3.1) 等 价 ， 解 集 相同 . 当 r < 方程 组 (2.3.2) 有 无 穷 多 解 ， 因 
而 方程 组 (2.3.1) 也 有 无 穷 多 解 . 
方程 组 (2.3.1) 与 (2.3.2) 共 同 的 解 集 WW 是 Fr 的 一 个 子 集 ， 我 们 来 研究 下 
的 构造 . 
定理 2.3.1 齐 次 线性 方程 组 (2.3.1) 的 解 集 多 具有 如 下 人 性质: 
性 质 1 如 果 写 ，YE WWW， 则 对 + YE WW. 
性 质 2 ”如果 对 E 下 ， 则 对 任意 AEF 有 XXE WW. 


证 明 记 
Q1l Q12 Gln 
Q21 22 Q2n 
人 1 三 ，» WU2 二 。 9 ， 人 二 
CQCmi Qm2 Qmn 


则 方程 组 (2.3.1) 可 以 看 成 方程 
XQ1+ X20 + + x =0 (2.3.3) 
设 于 = (w4,… ,4) 与 了 = (7 加) 含 于 多， 都 是 (2.3.3) 的 解 ， 则 
xz101+x202+… + =0 (2.3.4) 
YICI+y202+…+ynon=0 (2.3.5) 
成 立 . 
将 等 式 (2.3.4) 与 (2.3.5) 相 加 ， 得 
(x1t YO +t x2t+ 7 G2 + + xst+ yn)0,=0 
这 说 明 四 + 了 = (xi + yiyx2 + ya xn + 加 ) 是 方程 (2.3.3) 的 解 ， 下 + 了 GE W. 
性 质 1 成立 . 
将 等 式 (2.3.4) 两 边 同时 乘 以 任意 4*€EF， 得 
AX1Q1 + Ax2Q2 + + AxiG, =0 


这 说 明 4 大 = (Axi,Ax2，,… ,4x ) 是 方程 (2.3.3) 的 解 ，AXE .性质 2 成立， 口 
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上 任意 一 个 n 元 齐 次 线性 方程 组 (2.3.1) 的 解 集 WW 是 n 维 向 量 空间 六 的 
非 室 子 集 (至 少 包含 零 向 量 (0,… ,0))， 并 且 由 定理 2.3.1 知道 ,WW 所 含 的 任意 
两 个 向 量 和 ，Y 了 之 和 处 + YE WWW， 任意 一 个 站 EW 与 和 AEF 之 积 X4XE 克也 就 
是 说 : 多 对 于 严 中 向 量 的 加 法 及 向 量 与 数 的 乘法 运算 具有 封闭 性 ， 罗 可 以 自 
成 体系 进行 这 两 种 运算 ， 可 以 自 成 一 个 向 量 空间 . 

定义 2.3.1 向 量 空 间 严 的 非 空 子 集 及 如 果 满 足以 下 两 个 条 件 : 

(1) u, v E Wu+t+v EW, 

(2) zE W, AE FAUE TW, 

就 称 W 是 Ir 的 子 空间 (subspace) .如果 fF" 的 子 空间 Wi 是 子 空间 W, 的 子 集 ， 
则 称 中 是 WW, 的 子 空间 . 

显然 严 本 身 是 严 的 子 空间 . 零 向 量 单独 构成 的 集合 10} 是 严 的 子 空间 . 

按照 定义 2.3.1， 定 理 2.3.1 的 结论 可 以 重新 叙述 为 : 

数 域 上 nn 元 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 是 严 的 子 空间 . 

因此 ， 我 们 将 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 称 为 解 空 间 (subspace of solutions ) . 

Fr" 中 向 量 的 加 法 以 及 向 量 与 数 的 乘法 满足 如 下 运算 律 ， 其 中 w,v ,w 是 
严 中 任意 向 量 ，a,， 4b。 是 下 中 的 任意 数 . 

(A1) 加 法 结合 律 : (w+v)+w=W+(y +w); 

(A2) 加 法 交换 律 : w+v =v+u; 

(A3) 具有 和 零 向 量 : rr? 中 存在 向 量 0 ， 称 为 零 向 量 ， 使 得 9 + w = w 对 所 
有 的 wE Fr 成立; 

(A4) 具有 人 负 向 量 : 对 每 个 向 量 &E 严 ， 存 在 - wE€ 1"， 称 为 w 的 负 向 
量 , 使 w+(-u)=0; 

(MI1) a (bu)= (ab)u; 

(M2) lu = zi; 

(D1) 乘法 对 向 量 加 法 的 分 配 律 : a (w+tv)=au+av; 

(D2) 乘法 对 数 的 加 法 的 分 配 律 : (a + b)u = az + bu. 

严 的 任何 一 个 子 空间 歼 中 向 量 的 加 法 以 及 数 与 向 量 的 乘法 与 严 中 同样 进 
行 ， 因 此 以 上 的 运算 律 (A1)，(A2)，(M1)，(M2)，(D1)，(D2) 显 然 仍 成 立 . 

在 子 空间 的 定义 中 没有 明确 规定 严 的 子 空间 WW 必须 包含 零 向 量 和 每 个 
zwE 及 的 负 向 量 . 但 是 ， 定 义 中 规定 了 WW 非 空 ， 即 至 少 包 含 一 个 向 量 &， 由 此 
即 得 0wu =0 € 多 ,对 每 个 &E 和 还 有 (-1)w= -wu&€ WW 由 此 可 知 运算 律 
(A3),，(A4) 对 子 空间 下 也 成 立 ， 下 满足 全 部 8 条 运算 律 ， 确 实 有 资格 自 成 一 
个 向 量 空间 . 

由 子 空间 对 向 量 加 法 和 数 乘 运算 的 封闭 性 可 以 推出 对 线性 组 合 的 封闭 性 . 

命题 2.3.2 设 WW 是 "的 子 空间 . 则 下 中 任意 有 限 个 向 量 w1，…，wi 的 
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任意 线性 组 合 Ajw+… 二 Xpus 售 于 吏 ， 其 中 X41,… ,A4EF. 

证 明 对 大 作 数 学 归纳 法 . 

当 上 大 =1 时 ， 由 子 空间 的 定义 得 wj E 邢 一 ME 肌 ， 

设 上 >1， 且 命题 对 大 - 1 成立 则 

Wi Ua, WE Wo =A + AU +t 二 AIEG W 
并 且 由 子 空间 的 定义 得 wi € WW 寺 AUr © .再 由 子 空间 定义 得 
2 +AU =AU t+ Ap Ut AUEW 

这 证 明了 : 命题 对 有 -1 成立 苇 命题 对 成 立 ， 于 是 命题 对 所 有 的 正 整数 天 成 


2 


2. 基 与 维 数 

向 量 空间 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 维 数 . 

平面 上 线性 无 关 的 向 量 最 多 有 两 个 ， 因 此 平面 称 为 2 维 空间 . 平面 上 每 个 
向 量 w 都 能 唯一 地 写成 预先 给 定 的 两 个 线性 无 关 向 量 el ，e: 的 线性 组 合 : @ 
= xe1+ yez， 从 而 可 以 用 2 元 数组 (x,y) 作 为 坐标 来 表示 @&. 

空间 中 线性 无 关 的 向 量 最 多 有 3 个 ， 因 此 空间 称 为 3 维 空间 . 空间 中 每 个 
向 量 @ 都 能 唯一 地 写成 预先 给 定 的 3 个 线性 无 关 向 量 el，ex，es 的 线性 组 合 
0 =xel+yeztxze3， 从 而 用 3 元 数组 (x,y,z) 作 为 坐标 来 表示 w . 

定义 2.3.2 设 罗 是 严 的 子 空间 .如果 轴 中 存在 > 个 线性 无 关 向 量 ， 并 
且 任 意 >+1 个 向 量 线性 相关 ， 就 称 多 的 维 数 (dimension) 为 r>， 记 为 dim WW=r. 

如 果 下 中 存在 一 组 向 量 M= oli,…,ar， 使 克 中 每 个 向 量 w 都 能 写成 
ol ,0 在 下 上 的 线性 组 合 

0 = X101 + + Xd,, (2.3.6) 

并 且 其 中 的 系数 x ,… ,x, 由 w 唯一 决定 ， 则 用 称 为 WW 的 一 组 基 (basis). w 的 
线性 组 合 表达 式 (2.3.6) 中 的 系数 组 成 的 有 序数 组 (xi,… ,zx,) 称 为 g 在 基 玉 下 
的 坐标 (coordinates). 

定理 2.3.3 设 下 是 所 的 子 空 间 . M= {ol,…,Q,| CWW， 则 

(1) M 是 WW 的 基 >M 是 WW 的 极 大 线性 无 关 组 . 

(2) 玉 的 基 M 所 含 向 量 个 数 | M| = dim WW. 

证 明 (1) 先 设 村 是 下 的 极 大 线性 无 关 组 ， 则 亚 中 每 个 向 量 @ 都 能 写成 
MM 的 线性 组 合 : 


0 = X01 + + x (2.3.7) 
如 果 还 有 


G = yiIC1 + + ya, (2.3.8) 
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将 等 式 (2.3.7) 与 (2.3.8) 相 减 得 
(xyi)or+…+(x-yr)or=0 
由 Qi1,…,@, 线性 无 关 得 
52-yI= = 一 yn=0 
从 而 x;=y; 对 1<isgr 成 立 ， 可 见 (xi1,…,x;)E€ 由 @ 唯一 决定 . 
这 说 明 导 是 WW 的 基 . 
再 设 M 是 W 的 基 ， 设 A,… ,4,€E 玉 满足 条 件 
AQ1+ +A0,.=0 (2.3.9) 
另 一 方面 ， 有 
Oa1+:* +00,=0 (2.3.10) 
(2.3.9) 与 (2.3.10) 都 是 将 零 向 量 0 表示 为 a1,… ,a 的 线性 组 合 的 等 式 ， 由 于 M 
是 基 ， 表 示 的 系数 具有 唯一 性 ， 这 迫使 


(AAA)) 三 (0，…);0) 


这 说 明 M 线性 无 关 . 

由 于 WW 中 所 有 的 向 量 都 是 M 的 线性 组 合 ， 因 此 是 多 的 极 大 线性 无 
关 组 . 

(2) 设 村 = |o1,…,@,| 是 WW 的 基 ， 由 7r 个 向 量 组 成 则 MM 中 的 向 量 就 是 
歼 中 r 个 线性 无 关 的 向 量 ， 罗 中 任意 r+1 个 向 量 B.,…,p, ,1 都 是 1N 中 > 个 向 量 
的 线性 组 合 ， 由 定理 2.2.5 知 B,…,p, ,1 线 性 相关 ， 可见 dim WW=r=|M|. 

推论 2.3.1 fr 的 子 空间 斑 的 所 有 的 基 所 含 向 量 个 数 相 等 ， 等 于 向 量 组 
矿 的 秩 rank W. rank WW= dim W. 

子 空间 下 的 一 个 特殊 情形 是 ， 多 = 101 仅 由 零 向 量 组 成 ， 称 为 零 空间 (zero 
space) ， 零 空间 中 仅 有 的 一 个 向 量 线性 相关 ， 最 多 只 有 0 个 向 量 线性 无 关 ， 维 
数 为 0. 空 集 合 人 是 零 空 间 的 极 大 线性 无 关 组 ， 因 此 是 零 空 间 10} 的 基 ，dim{01 
= | 人 | =0. 

推论 2.3.2 设 严 的 子 空间 多 的 维 数 为 ">， 则 罗 ' 中 任意 一 个 线性 无 关子 
集 5 都 能 扩充 为 下 的 一 组 基 ，S 所 含 向 量 个 数 都 不 超过 r+. 如 果 Wo 是 克 的 子 
空间 ， 则 W 的 任何 一 组 基 都 能 扩充 为 WW 的 基 , dim Wo<dim 多， 且 Wo = 
WOdm Wo= dim W. 

证 明 下 的 线性 无 关子 集 5 可 以 扩充 为 W 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 MM，M 
是 下 的 基 , 含有 7 个 向 量 ， 当 然 S 所 含 向 量 个 数 不 超 过 7. 

克 的 子 空间 Wo 的 基 Mo = 11,…,@4| 是 WW 中 的 线性 无 关子 集 ， 当 然 可 以 
扩充 为 克 的 一 组 基 矿 = {a1,…,@,)， 且 dim Wo=k<<r= dim WW 显然 成 立 . 
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显然 Wo= WW 过 dim Wo = dim W. 

而 由 Mo EM 知道 dim Wo=h 和 =dim 多 =r 一 Mo=M 一 用 = 下. 

定理 2.3.4 设 严 的 子 空间 多 的 维 数 为 r. M= {el,…,a,1CW， 则 

M 线性 无 关 仿 术 是 币 的 基 全 克 中 所 有 的 向 量 都 是 M 的 线性 组 合 . 

证 明 如 果 导 是 下 的 基 ， 当 然 “MM 线性 无 关 ” 与 “WW 中 所 有 的 向 量 都 是 
M 的 线性 组 合 ” 这 两 个 条 件 同时 满足 . 反 过 来 ， 我 们 证 明 : 当 M 所 含 向 量 个 
数 r 等 于 dim 多 时 ， 只 要 满足 这 两 个 条 件 之 一 ，1 就 是 下 的 基 . 

先 设 W 线性 无 关 ， 则 M 可 以 扩充 为 克 的 一 组 基 Mi， Mi 包含 MM， 并且 
Mi 中 所 含 向 量 个 数 也 是 +， 与 M 同样 多 . 因此 M1 = M，M 是 WW 的 基 . 

再 设 下 中 所 有 的 向 量 都 是 M 的 线性 组 合 . 取 1 的 极 大 线性 无 关 组 Mu， 
则 M 是 Mo 的 线性 组 合 ， 由 线性 组 合 的 传递 性 知道 WW 中 所 有 的 向 量 也 都 是 Mo 
的 线性 组 合 . 而 Mo 线性 无 关 ， 因 此 是 W 的 极 大 线性 无 关 组 .从 而 Mo 是 下 
的 基 ， 含 有 个 向 量 ，HMo 是 W 的 子 集 而 且 所 含 向 量 个 数 与 W 同样 多 ， 因 此 
Mo=M 导 ，M 是 下 的 基 . 

例 1 求 以 下 子 空间 WW 的 维 数 及 一 组 基 . 

(1) W=F". 

(2) 三 元 一 次 方程 x+ y+ z=0 的 解 空 间 不. 


=0 
(3) 三 元 一 次 方程 组 | ”7 的 解 空间 和 . 
2x+y+5z=0 
(4) 线性 方程 组 
X1 十 2X2 .~ Sxa +xs=0 


Xx1+2x2+3x3 +4x4~5xs=0 
X11+2x2+2x3 +% 一 3xs=0 
2x1 + 4x2 3x3— 19x4+8xs=0 
3x1+6x2 -3x3-24x4+9xs=0 
的 解 空 间 下. 
解 (1) 对 每 个 1<i<n， 记 
e;= (0,…,0,1,0,.… ,0) 
个 
第 i 个 分 量 
表示 第 i 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 n 元 数组 向 量 ,， 则 1 el,…,e,l 是 Fr 的 一 
个 极 大 线性 无 关 组 ， 从 而 是 严 的 一 组 基 . Fr" 的 维 数 是 n. 
(2) 方程 x+y+z=0 的 通 解 是 
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% -ti-t -1 
y | = tl = 四 1 
和 t2 0 


分 别 取 (2) = (1,0)，( 人 55) = (0,1)， 得 到 两 个 解 


-1 —1 
1 |， 苦 2 = 
0 


0 
1 
通 解 下 = i 站! + 总 是 对! ， 闵 , 的 线性 组 合 ， 显 然 碳 ， 瑟 2。 不 成 比例 ， 因 此 线 
性 无 关 ， 是 解 空 间 下 的 一 组 基 . 

解 空 间 克 的 维 数 为 2. 

(3) 解 方程 组 得 通 解 为 . 


大 1 = 


取 t=1 得 一 个 解 


通 解 为 好; ， 是 Xi 的 线性 组 合 . XX 不 等 于 零 ， 线 性 无 关 ， 单 独 组 成 解 空间 多 
的 一 组 基 . 
(4) 方程 组 的 系数 矩阵 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 最 简 形 式 : 


1 2 0 -5 1 1 2 0 -5 1 
1 2 3 4 -5 0 0 1 3 -2 
4=|1 2 2 1 -3 有 =|0 0 0 0 0 
2 4 -3 -19 8 0 0 0 0 0 
3 6 -3 -24 9 0 0 0 0 0 


以 4 为 系数 矩阵 的 原 方程 组 化 简 为 以 好 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 


人 即 人 


XxX3+3x4~2xs=0 X3= — 3x4+2xs 


x2，Xx4a，%s 是 自由 未 知 数 ， 可 以 在 下 分 别 独立 取 值 ::，it。，it3， 这 3 个 自由 未 
知 数 的 值 决定 了 其 余 两 个 未 知 数 x!，xs 的 值 ， 从 而 确定 了 通 解 
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X1 —2il+5t2- ts _2 5 -1 
x2 i 1 0 0 
有 =| x3 |= -3bz+26 |=5 0|+b5 -3|+itsl 2|1 (2.3.11) 
X4 ty 0 1 0 
x 1 0 0 1 


分 别 取 (1 ,tz2,t3) = (1,0,0) 或 (0,1,0) 或 (0,0,1)， 得 到 3 个 解 


-2 5 -1 
1 0 0 
Xi=| 0|, X=| -3|, X=| 2 (2.3.12) 
0 1 0 
0 0 1 


由 通 解 (2.3.11) 知 道 ; 方程 组 的 所 有 的 解 都 是 (2.3.12) 的 3 个 解 XI，X，，XX， 
的 线性 组 合 ， 我 们 证 明 X|，X,。，X 线性 无 关 ， 组 成 WW 的 一 组 基 . 
设 


ti Xi + to + t=0 (2.3.13) 
即 
~ 2it1+5x3— t» 0 
i 0 
— 3t, +2t3 =|0 (2.3.14) 
t2 0 
ts 0 


(2.3.14) 成 立 仅 当 刀 = t= t=0， 可 见 站 ，X,，X 线性 无 关 ， 组 成 WW 的 
一 组 基 .， 丈 的 维 数 等 于 3， 口 

注意 例 1 的 各 小 题 分 别 说 明了 一 些 问题 : 

(1) 我 们 称 严 为 “n 维 空间 ”是 因为 在 这 个 空间 中 线性 无 关 向 量 的 个 数 
最 多 是 n， 题目 中 所 举 出 的 一 组 基 | el ,… , e, | 称 为 这 个 空间 的 自然 基 . 将 每 个 
向 量 对 = (x1,… ,%, ) 写 成 这 组 基 的 线性 组 合 : 

xis Kn) = XC1 + + Xnen 

组 合 表 达 式 中 的 系数 xi, ,xn 组 成 于 在 自然 基 下 的 坐标 (xi,…, x,)， 恰 是 子 
自己 . - 

(2) 方程 的 解 空 间 币 的 维 数 是 2， 如果 严 是 实数 域 ， 则 方程 的 图 像 是 过 
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原点 的 平面 . 过 原点 的 平面 是 2 维 空间 的 直观 形象 . 

(3) 方程 组 的 解 空间 维 数 是 1， 如果 FF 是 实数 域 ， 则 方程 组 的 图 像 是 过 原 
点 的 直线 . 过 原点 的 直线 是 1 维 空间 的 直观 形象 . 

本 题 的 方程 组 包括 (2) 题 的 方程 ， 因 此 本 题 的 方程 组 的 解 都 是 (2) 题 的 方程 
的 解 . 本题 的 方程 组 的 解 空 间 是 (2) 题 的 方程 的 解 空间 的 子 空间 . 

(4) 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 为 也，B 仅 有 的 两 个 非 零 行 线性 无 关 ， 行 
秩 为 2，4 的 行 秩 也 为 2， 方程 组 中 方程 的 “真正 个 数 ” 为 2?， 化 成 最 简 形 式 
之 后 有 两 个 非 独立 未 知 数 x!，x3， 其 余 3 个 未 知 数 x,，xs，xs 可 以 分 别 独 立 
取 值 . 每 个 解 站 = (x1 ,x2, xs,x4;x5) 唯 一 决定 xx>，x4，xs， 反 过 来 也 由 x,， 
x4，Xs 唯一 决定 (xa,x4,x5) 可 以 看 作 三 的 坐标 . 让 (xx ,xxs) 取 饥民 的 自 
然 基 (1,0,0)，(0,1,0)，(0,0,1) 就 得 到 解 空间 克 的 一 组 基 { ,和 ,X3 ， 其 中 
的 向 量 个 数 即 dim 亚 ， 等 于 独立 未 知 数 x2，X4，%Xs 的 个 数 ， 等 于 

未 知 数 个 数 5 - 非 独 立 未 知 数 个 数 2=5- rank 4 
一 推理 过 程 可 以 推广 到 一 般 的 齐 次 线性 方程 组 . 
3. 齐 次 线性 方程 组 解 空 间 的 维 数 
齐 次 线性 方程 组 


QlX1+ Qa12X2+ "+ alinXn =0 
Q21MX1 二 Q22X2 十 十 aG2nxn 二 0 
(2.3.15) 


CnmlXl 十 Cn2X2 二 十 Gnxn =0 


中 的 各 方程 的 未 知 数 系数 组 成 一 个 矩阵 


211 G12 Cln 

G21 CQ22 C2n 
A= , 

Qml Qim2 Gmn 


称 为 方程 组 (2.3.15) 的 系数 矩阵 (coefficient matrx)， 齐 次 线性 方程 组 (2.3.15) 完 
全 由 它 的 系数 矩阵 4 代表 ， 方 程 组 的 解 空 间 也 完全 由 和 矩阵 4 决定 ， 我们 将 这 
个 解 空 间 记 为 内 .系数 矩阵 4 的 行 秩 rank 4 就 是 方程 组 (2.3.15) 的 秩 . 我 
们 有 
定理 2.3.5 设 数 域 r 上 = 元 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 为 4， 则 它 的 解 
空间 的 维 数 
dim Vy=n-rank A 
证 明 系数 矩阵 4 可 以 经 过 初等 行 变 换 化 为 
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0 0 bi bin 
0…0 0…0 bz;, b2, 

B=| 1 | : (2.3.16) 
0…0 0…O0 0…0 …0 b; bi,, 


0…0 0…0 0…0 0 0 "0 


其 中 bj = 02 二 ”二 bs =1, 1<ji<p<…<jsn, 并 且 B 中 第 i ,js,…,j 列 
除了 bj ,bzj,，… ,bs 以 外 其 余 的 元 都 是 0. 其 中 r= rank B= rank 4. 
设 1,2,…,n 这 个 数 中 除了 广 , 训 ,…, 广 之 外 剩 下 的 数 从 小 到 大 依次 是 
Jrrl sn 
将 4 经 过 初等 行 变换 化 为 B， 也 就 是 将 方程 组 (2.3.1) 经 过 同 解 变 形 化 为 
入 十 bj Xj, 十 … 十 Diy =0 


Xi 十 有 2 % 
72 2 


ut + bas =0 


(2.3.17) 


Xx; +b,; x +'**+b,x;,=0 
J | | 7 i 


将 方程 组 (2.3.17) 中 含 未 知 数 x; ,…,%; 的 项 留 在 左边 ， 其 余 各 项 移 到 右 
边 ， 成 为 
人 二 


一 bi. TN; — -~ bi:x: 
1 1 J 


1 | 
x = -by x —**— bx 

72 人 + Trl 2 Tn (2 3 18) 
bb 


将 独立 未 知 数 x ,…,% 分 别 独立 取 任 意 值 ， 每 一 组 值 (x，,… ,x ) 代 入 
(2.3.18) 就 可 以 计算 出 % ,%,…,% 的 唯一 一 组 值 ， 从 而 得 到 方程 (2.3.1) 的 一 
个 解 荐 = (x1,… ,Xx,)， 这 组 解 革 由 n--r 元 数组 w= (x 1% ) E 嫩 - 7 唯一 
决定 ,可 记 为 =f(u)=f(%，,，…,%). 

对 每 个 1<is<sn-r, 记 e; 是"-' 中 第 i 分量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 数组 向 
量 , 则 {el,…,e,- ,| 是 F""' 的 自然 基 ， 


U=(x ,Xi)= xX el1t+%i en 
( Te yj,) jrt 1 J 


X=f(u)=f(% el1t+%jen-;) 

= “i fle) 十 "… 十 Xif (en-r) 
Rt (2.3.19) 
r+rl n i 


三 XxX 
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其 中 XX ,… ,XX, ,分别 等 于 /(e1),…,f(e,-,)， 是 方程 组 (2.3.1) 的 nr 个 解 . 
(2.3.19) 说 明 方程 组 所 有 的 解 都 是 这 n - r 个 解 不 ,XX,-, 的 线性 组 合 ， 设 


Xi K+ + =0 (2.3.20) 
即 
Xl 0 
X=| :| = 大 三 | (2.3.21) 
xn 0 
(2.3.20) 成 立 仅 当 XX 的 分 量 %， = … = % = 0， 这 说 明了 XX,…,X-, 线 性 无 


关 ， 组 成 解 空间 V 的 一 组 基 ， 这 组 基 由 n -+ 个 向 量 组 成 ， 因 此 

dm =n-r=n-ranakAh 口 

rank 4 就 是 齐 次 线性 方程 组 的 线性 无 关 的 方程 的 最 大 个 数 ， 也 就 是 方程 

的 “真正 个 数 ”. 而 解 空间 的 维 数 dim V, 代表 了 人 解 集 的 大 小 ， 解 空间 维 数 公式 
dim WV =n-rank A 


可 以 理解 为 
解 空 间 的 维 数 = 未 知 数 个 数 - 线性 无 关 的 方程 的 最 大 个 数 

未 知 数 个 数 n 反映 了 未 知 数 取 值 范 围 自由 度 的 大 小 ， 每 一 个 方程 是 对 未 
知 数 取 值 范围 的 一 次 限制 . 线性 无 关 的 方程 越 多 ， 未 知 数 受到 的 限制 就 越 大 ， 
允许 取 值 的 范围 太 就 越 小 . 

当 解 空间 太 关 10 时 ， 它 是 无 穷 集合 . 但 是 V 中 这 无 穷 多 个 的 解 都 可 以 
写成 任意 一 组 基 中 的 mn - r 个 解 和，,… ,站 ,_ ,的 线性 组 合 . 只 要 知道 了 4 的 一 
组 基 ， 就 可 以 写 出 VW 中 全 部 的 解 . 

齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 的 一 组 基 称 为 这 个 方程 组 的 一 个 基础 解 系 (system 
of fundamental solutions ) . i 

定理 2.3.5 不 但 给 出 了 求解 空间 内 维 数 的 公式 dim V4 = n -rank 4， 而 且 
在 证 明 过 程 中 给 出 了 求 方程 组 的 基础 解 系 的 一 个 算法 : 

方程 组 的 通 解 由 n - r 个 独立 取 值 的 参数 :1 ,… ,1,- ,决定 .对 每 个 1<is<n 
-r， 取 第 i 个 参数 ;; = 1， 其 余 参 数 i; = 0(1<j<n-r,jz i 让， 得 到 一 个 解 
于 ,， 得 到 的 这 n -个 解 闭 /,… , 素 , ,就 组 成 一 个 基础 解 系 . 

一 三 一 所 


例如 ,本 节 例 2 (2) 的 方程 x+y+z=0 的 通 解 为 . 分 别 取 


ti 


t2 


( 旺 ,2) = (1,0) 或 (0,1) 得 到 两 个 解 
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一 
十 t2 0 
1 


它们 组 成 方程 的 一 个 基础 解 系 . 
也 可 先 将 通 解 写成 线性 组 合 的 形式 
-i-t -1 
tl = 1 
t2 0 


-1 -1 
| 1 |， | 0 | 就 组 成 一 个 基础 解 系 . 
0 1 


例 2 已 知 扬中 的 向 量 
天 1 三 (1,2,3,4,5) » 在 2 二 (1,3,2,1,2) 
求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 使 ,，X, 组 成 这 个 方程 组 的 基础 解 系 . 
解 设 
Qi Xl1+ Qi2X2 + Qi3X3+ QiaX4+ aisxs=0 
是 方程 组 4X = 0 中 的 任意 一 个 方程 ,将 天 ，X, 的 坐标 代入 得 
Qil 十 2a; + 3 a;3 十 4ai4 十 Sais =0 
| (2.3.22) 


Qii+ 3ai> + 2g;3 + Gi4 十 2 gis =0 


将 (2.3.22) 看 作 以 Qils Qi2, Qi3, Qi4, ais 为 未 知 数 的 线性 方程 来 解 . 此 方 
程 组 的 系数 矩阵 
| 2 3 4 
B= 
1 3 2 1 2 


就 是 以 X!，X, 为 行 向 量 组 成 的 矩阵 .对 B 作 初 等 行 变换 得 
a 2 3 4 | 0 5 10 "| 
0 1 -1 -3 -3 0 1 -1 -3 -3 
方程 组 (2.3.22) 化 为 
al= -S503 -10a -1las 
[2 Qai3 +3a4 +3ais 
因此 
(Gus ai2, 13, 4;0i5) = (—503— 1004 ~- 1lais, a +3a4 +30iss 0i3, Qi4, 0i5) 
= aa( ~5,1,1,0,0) + ga( ~ 10,3,0,1,0) + ais( ~ 11,3,0,0,1). 
方程 组 (2.3.22) 的 一 组 基础 解 系 是 


(-5,1,1,0,0)，(-10,3,0,1,0)，(-11,3,0,0,1). 
以 这 组 基础 解 系 为 各 行 组 成 矩阵 
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-5 1 1 0 0 
-10 3 0 1 中 
-ll1 3 0 0 1 
则 rank 4 =3. 以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 
-5Sxl +%+X=0 


A 和 A= 


— 10xi1+3x + x4=0 (2.3.23) 
—1llxi+3x2+ xs=0 
的 解 空间 的 维 数 为 5- rank 4 =5-3=2.， 而 对 ，X, 是 方程 组 (2.3.23) 的 两 个 
线性 无 关 解 ， 因 此 组 成 (2.3.23) 的 基础 解 系 . 

因此 ,方程 组 (2.3.23) 符 合 要 求 . 

4. 子 集 生成 的 子 空间 

我 们 知道 ， 严 的 任 一 子 空间 WW 由 它 的 一 组 基 的 全 体 线性 组 合 构 成 . 

Fr 的 任 一 子 集 5 不 一 定 是 子 空间 ,但 可 以 添加 一 些 向 量 使 5S 成 为 一 
空间 斑 ， 殉 至 少 应 当 包 含 5 中 向 量 的 所 有 的 线性 组 合 . 我 们 证 明 : 所 有 这 
线性 组 合 组 成 的 集合 已 经 是 一 个 子 空间 ， 这 是 包含 $ 的 最 小 的 子 空间 . 

定理 2.3.6 严 的 任意 非 空子 集 $ 的 全 体 线 性 组 合 组 成 的 集合 Y(S) 是 到 
的 子 空间 ， 严 的 子 空间 如 果 包 含 $， 必 然 包含 Y(S). 

证 明 根据 定义 2.1.2，V(5) 就 是 5 的 有 限 子 集 的 线性 组 合 的 全 体 组 成 的 
集合 、 即 

V(S) = AQ1+… + Aas1k 是 正 整 数 ,@1,… ,QiES,A1,… ,AE FI. 

设 w，vE V(S)， 则 

U=AUi +t + A 9 = M1V1 + + Hm Vm 
其 中 力 了 0， 和 1 Ap pm EF. 于 是 


下 十 站 二 AI Te 二 AR 二 HI 二 二 nm 


与 
Au =AMs +…+AMSE (对 任意 AEF) 

都 是 S 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 ， 含 于 V(S). 这 就 证 明了 V(5) 是 严 的 子 空 
间 . 

如 果 歼 是 严 中 包含 5 的 子 空间 ， 则 由 命 0 题 2.3.2 知 克 包含 $ 中 向 量 的 所 
有 的 线性 组 合 ， 也 就 是 包 售 V(S)， 这 说 明 V(5) 是 严 中 包含 5 的 最 小 子 空 
间 . 口 

定义 2.3.3 ”FF" 的 非 空 子 集 5 的 全 体 线 性 组 合 组 成 的 子 空 间 ， 称 为 $ 生成 
的 子 空间 (subspace generated by S)， 记 作 V(S). 当 S 是 有 限 子 集 |e，…，ox| 
时 ， 也 将 V(5) 记 作 V (Cl ,0 ) ， 口 
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例 3 设 51,，S,，，53 是 严 的 非 空子 集 . 求证 : 

(1) $: 是 $1 的 线性 组 合 舍 V(52) CV(51). 

Si 与 $; 等 价 ( 互 为 线性 组 合 ) 护 V(S1) = V(5,). 

(2) 如 果 5, 是 $1 的 线性 组 合 ， 且 $; 是 5, 的 线性 组 合 ， 则 Ss 是 51 的 线 
性 组 合 . 

如 果 S| 与 5 等 价 ， 且 $: 与 53 等 价 ， 则 5 与 5 等 价 . 

(3) 设 $。 是 3， 的 极 大 线性 无 关 组 ， 则 So 是 了 (Si) 的 基 . rank Si = 
dim Y(S1). 

证 明 (1) V(S1) 包 含 了 5) 的 全 体 线性 组 合 . 因此 ，$: 是 $1 的 线性 组 合 
OS, CV(SI). 

由 于 V(5,) 是 子 空间 ， 如 果 它 包含 5;,， 必 然 包含 5, 的 全 体 线性 组 合 组 成 
的 集合 V(S5,)， 这 说 明 : 5，,， CV(S1) 坟 V(5,)CV(51). 由 3S CV(S,) 知 : 
V(S2) CV(S1)=5, CV(S1). 

这 就 证 明了 V(S,)CV(S1) 避 5, CV(51) 司 $5; 是 Si 的 线性 组 合 . 

由 以 上 结论 知 : 5 与 5, 互 为 线性 组 合 人 各 V(51) 与 V(5,) 相 互 包含 台 V(51) 
= V(S,). 

(2) 设 5, 是 51 的 线性 组 合 ， 且 53 是 5 的 线性 组 合 ， 由 本 题 第 (1) 小 题 
的 结论 知 V(5,)C V(S1) 且 V(53)C V(S,)， 这 导致 V(S3)C V(S1)， 从 而 933 
是 Si 的 线性 组 合 . 

如 果 5 与 $5; 等 价 ， 且 5, 与 5 等 价 ， 由 本 题 第 (1) 小 题 的 结论 知 (Si) = 
V(S,) = V(S3)， 于 是 $, 与 $3 等 价 . 

(3) Si 的 极 大 线性 无 关 组 56 与 5S 等 价 . 因而 V(So) = V(S1). V(S1) 是 
So 的 线性 组 合 ， 并 且 So 线性 无 关 ， 因 此 So 是 V(51) 的 极 大 线性 无 关 组 ，56 是 
V(51) 的 基 ，dim V(S1) = | So| =rank S51, 这 里 | So | 表示 So 所 含 元 素 个 数 ， 口 

定义 2.3.4 fF”"*"* 中 任 一 矩阵 4 的 行 向 量 组 在 严 中 生成 的 空间 称 为 4 的 

行 空间 ，4 的 列 向 量 组 在 F" 中 生成 的 子 空间 称 为 4 的 列 空间 . 口 

由 例 1 的 结论 知道 : 4 的 行 空间 和 列 空间 的 维 数 分 别 等 于 4 的 行 秩 和 列 

秩 ， 因 而 它们 的 维 数 相等 . 


习 题 2.3 


1. 以 向 量 w = (3,1,0)，@s = (6,3,2)，Q3 = (1,3,5) 为 基 ， 求 向 量 B= (2, - 1,2) 的 坐标 . 

2. 设 向 量 w; = (1,0,1,0)，@s = (0,1,0,1), 将 gj，a; 扩充 成 R 的 一 组 基 . 

3. 设 向 量 w = (1,1,1,1), a2= (0,1, -1,-1), 3=(0,0,1, -1), as= (0,0,0,1), 
试 将 标准 基 向 量 e/，e，,，e3，e4 用 xl ，cxz，was，a4 线性 表 出 . 
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4. 求 下 列 每 个 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 并 用 它 表 出 全 部 解 . 
Xl1+ X22+ X3+ Xa —4xs=0, 
XI1+ X22+ Xa3+ Xat+ Xs=0, 
Xl — 2x2 + 3x3—4x4+2xs5 =0, 
(1) $4 x1+2x2+3x3+4x4+5xs =0, (2) 
~ X11+3x2 -Sx3+7x4 -4xs=0, 
Xi1 ~ X3—2x4 -3xs=0; 
xl +2x2 ~ x3+4x4 — 6xs=0. 


5. 已 知 下 中 的 向 量 
Xi1=(1,2,3,4,5), X=(1,-1,1,-1,1), Xs= (1,2,4,8,16). 
求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 使 X,，X,，，X; 组 成 这 个 方程 组 的 基础 解 系 . 
6. 设 $5， 了 T 是 向 量 组 求证; 5 与 7 等 价 eSrank $=rank(SU T) = rank T. 
7. 求证 : 两 个 齐 次 线性 方程 组 (I 工 )，( 了 ) 同 解 的 充分 必要 条 件 是 它们 互 为 线性 组 合 . 
(提示 :利用 第 6 题 的 结论 .) 


$2.4 非 齐 次 线性 方程 组 


在 $2.3 中 讨论 了 数 域 FF 上 nn 元 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 的 构造 ， 发 现 它 是 
F" 的 一 个 子 空间 ， 维 数 为 n - rank 4， 其 中 4 是 系数 矩阵 . | 
现在 我 们 讨论 数 域 上 以 xi ,x2,… ,x 为 未 知 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 
QlX1+ G12X2 + "+ GinXn = b1 
C21X1 + G22X2 + "+ Gaonxn = b2 (2.4.1) 
QmlX1 + Gm2X2 + + CanXn = bm 


线性 方程 组 (2.4.1) 中 各 方程 中 未 知 数 的 系数 组 成 的 和 矩阵 


Ci Ql2 Cln 

G21 CQ22 Q2n 
A= , 

ml Um2 “ Gmn 


仍 称 为 方程 组 的 系数 矩阵 (coefcient matrix) ， 显然， 系数 和 矩阵 4 不 能 完全 决定 
非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1)， 还 需要 添上 由 常数 项 组 成 的 一 列 ， 组 成 下 面 的 
“矩阵 


Ql G12 aln bi 
一 a21 Q22 a2n pb2 
4 = , 

Qml Qim2 省 Qinn bn 


才能 决定 非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1). 矩阵 4 由 非 齐 次 线性 方程 组 的 未 知 数 系 
数 和 常数 项 共同 组 成 ， 称 为 方程 组 (2.4.1) 的 增 广 答 阵 (angmented matrix) . 增 广 
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矩阵 4 完全 代表 了 非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1)， 增 广 和 矩阵 的 秩 就 是 非 齐 次 线性 
方程 组 的 秩 . 

与 齐 次 线性 方程 组 不 同 的 是 : 非 齐 次 线性 方程 组 不 一 定 有 解 . 我 们 先 研究 
非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 条 件 ， 再 研究 它 的 解 集 的 构造 . 

考虑 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 的 各 列 


Cl11 Qa12 Clin bi 
Ql1= "2 Q2 = 的 9 Cn = "? B= 2 
Qml m2 Qimn bn, 
则 方程 组 (2.4.1) 可 以 写成 向 量 形式 : 
XQ1+ X02 + "+ x0n=p (2.4.2) 


它 的 几何 意义 是 ; 已 知 Fr 中 的 向 量 wl ,oo 8， 将 有 表示 成 gil , wz，…， 
on 的 线性 组 合 ， 求 组 合 系数 . 
1. 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 条 件 
记 S= aa ,oa ， 则 
方程 组 (2.4.1) 有 解 全 方程 (2.4.2) 有 解 全 8 是 5 的 线性 组 合 
全 PET(CS) 拓 (CSU18D) =T(S) 
由 于 SuUlpl23S，y7(SU1lp8hDDTYCS)， 
VCSUI1BI)= TS)edimy(SU18D) =dmy(S) 
由 于 S 是 4 的 列 向 量 组 ，dim V (S$) =rank $=rank 4. 而 SUIp = lc， 
ou 有 是 4 的 列 向 量 组 ， 因 此 dim V (SU1B81)=rank (SU181) =rank 4. 
dim Y(SU1p8) = dm V(S),， 即 rank A = rank A. 
这 就 证 明了 : (2.4.1) 有 解 心 rank 4 = rank 4， 这 就 得 到 了 非 齐 次 线性 方程 
组 的 相 容 性 定理 ( 即 有 和 解 条 件 的 定理 ): 
定理 2.4.1 线性 方程 组 (2.4.1) 有 解 全 它 的 系数 矩阵 与 增 广 和 矩阵 的 秩 相 
等 口 1 
例 1 求证 : 如 果 方 程 组 
CHX1+ Cl2X2 十 CGI3%3 = 0] 
C21X1 + 022%2 + G23%3 = by 
Qa31X1+ Q32X2 + 433%3 = bs 
G41X1 + G42%2 + 0Q43X3 = ba 
的 秩 等 于 4， 这 个 方程 组 一 定 无 解 . 
解法 1 方程 组 的 秩 就 是 它 的 增 广 矩 阵 4 的 秩 ， 等 于 4， 方程 组 的 系数 矩 
阵 4 是 4 行 3 列 的 矩阵 . 4 只 有 3 列 ， 列 秩 rank 4 <3<4=rank 4. 由 定理 
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2.4.1 知 方程 组 一 定 无 解 . 


解法 2 令 
QI11 G12 13 bi 
Q21 Q22 Q23 02 
Ql 二 > 人 2 二 3 C3 二 9 Bb 三 
Q31 C32 G33 b3 
41 42 CQ43 ba 
则 原 方程 组 即 


. XiQ1+ x202+ X303=B 
方程 组 的 秩 就 是 它 的 增 广 矩阵 4 的 行 秩 ， 等 于 4 的 列 秩 . 而 S = |@1, 02, 3， 
Pi 就 是 4 的 列 向 量 组 ， 秩 等 于 4， 因 而 线性 无 关 . 因此 P 不 是 xi, wz, os 的 线 
性 组 合 ， 原 方程 组 无 解 . 口 

2. 非 齐 次 线性 方程 组 解 集 的 结构 

现在 假定 非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1) 至 少 有 一 个 解 . 任意 取 定 (2.4.1) 的 一 
个 解 9 = (7 ,m4)， 称 为 (2.4.1) 的 一 个 特 解 ， 我 们 来 研究 方程 (2.4.1) 的 解 
集合 的 结构 . 

仍 将 方程 组 (2.4.1) 写 成 向 量 形式 


XIQ1 + X02 + + xi0n=Bb (2.4.2) 
将 特 解 9 = (7 加 ) 代 和 人 (2.4.2) 得 等 式 
notmoe+t+'+ mar=h (2.4.3) 
设 守 = (x1,…,xi) 是 (2.4.2) 的 任 一 解 , 将 等 式 (2.4.2) 与 (2.4.3) 两 边 相 减 
得 
(x1— Mot(x moat+ + (x mo =0 (2.4.4) 
记 了 = (yi) = 性 ~ 加 = 《xi 一 D1 一 ;Xa 一 94)， 则 (2.4.4) 说 明了 是 方程 
XIQ1+ "+ Xn0, =0 (2.4.5) 


的 解 . 方程 (2.4.5) 也 就 是 n 元 齐 次 线性 方程 组 
QlX1+ G12X2+ "+ anxn=0 
QaX1 + GyX2+ "+ dnxn=0 (2.4.6) 
QmlX1 + amX2 + "+ amnxn =0 
它 的 系数 矩阵 与 (2.4.1) 相 同 ， 只 是 将 (2.4.1) 中 的 常数 项 5b,… ,4b 全 部 换 成 
0， 成 为 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 称 为 与 非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1) 对 应 的 齐 次 线 
性 方程 组 . 
以 上 的 论证 说 明 : 发 = (xi 9 ,%) 是 (2.4.1) 的 解 之 忆 - n 二 (xi 一 21 ;Xn 
- 力 ) 是 (2.4.6) 的 解 ， 而 下 =?+( 王 -1 人) 等 于 (2.4.1) 的 一 个 特 解 4 加 上 


68 第 2 章 线性 空间 


(2.4.5) 的 一 个 解 . 

反 过 来 , 设 了 = (yi,…,Yy,) 是 (2.4.6) 的 任 一 解 ， 从 而 是 (2.4.5) 的 解 ， 
等 式 

yiQ1t+ + y=0 (2.4.5’) 
成 立 . 将 (2.4.3) 与 (2.4.5' ) 相 加 得 
(A 

这 说 明 和 + 了 = 《+ ,y+ 4) 是 (2.4.1) 的 解 . 

由 此 得 到 

定理 2.4.2 任意 取 定 非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1) 的 一 个 特 解 nn， 则 
(2.4.1) 的 通 解 为 下 = 人?+ 了 了， 其 中 了 是 与 (2.4.1) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
(2.4.5) 的 通 解 . 

由 于 齐 次 线性 方程 组 (2.4.5) 的 通 解 为 它 的 一 个 基础 解 系 的 全 体 线 性 组 合 ， 
我 们 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 定理 : 

定理 2.4.3 设 9 是 数 域 尺 上 的 非 齐 次 线性 方程 组 (2.4.1) 的 一 个 特 解 ， 
革 ,… ,于 , ,是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (2.4.5) 的 一 个 基础 解 系 . 则 非 齐 次 线性 
方程 组 (2.4.1) 的 通 解 为 


= 人 + 人 + 
其 中 ,… ,i,- ;是 下 中 的 任意 常数 . 口 
例如 ,第 1 章 § 1.3 的 例 2 中 的 线性 方程 组 


X1 十 2X2 十 3X3 十 4x4= 一 3 


X1 十 2X2 — Sx4=1 
2x1+4x2—3x3— 19x4=6 
3x1+6x -3x3—24x4=7 

是 非 齐 次 线性 方程 组 . 通过 矩阵 消 元 法 化 简 为 


Xi+2x -5x4=1, X1=1 -2x2+Sx4 
得 4 
xz3+3x4= 一 了 本， x3= -3 -3x4 
将 独立 参数 x,，，x4 独立 取 值 t/ ，ts 得 通 解 
1—-21 +51» 1 _2 5 
1 = 1 |, 1 | + 2" |- + 如 大 1 + t2 天 
-4 _34 -了 1 0 ?| _3 N+ tiAl+ 1A. 
4, 0 0 1 


其 中 


$2.4 非 齐 次 线性 方程 组 69 


一 2 


1 
0 
n=| 4|; 革 1 = ， 此 >= 
3 
0 
1 是 原 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 ，{ 站 | ,对 ,| 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 一 
个 基础 解 系 . 
例 2 试 研究 非 齐 次 线性 方程 组 
9x -3y+z=20 (1) 
X+y+z=0 (2) 
—%X+2y+2z= —5 (3) 
及 其 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 在 空间 直角 坐标 系 中 的 图 像 之 间 的 关系 . 
解 ” 求 得 方程 组 的 通 解 为 


bq 0 1 
yy |=| -5|+t 2 
和 5 一 3 


它 的 图 像 是 从 点 Pi (0, -5,5) 出 发 、 沿 着 向 量 (1,2, - 3) 的 方向 及 其 相反 方向 
无 限 延 伸 所 得 的 直线 六 . 
1 
-| 2 
-3 


对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 为 
刀 

图 像 是 从 原点 出 发 、 沿 着 向 量 (1,2, -~3) 的 方向 及 其 相反 方向 无 限 延 伸 所 得 的 
直线 10. 

的 方向 与 lo 相同， 相互 平行 ， 所 不同 的 是 : 齐 次 线性 方程 组 的 图 像 1 
一 定 经 过 原点 ， 非 齐 次 方程 组 的 图 像 ! 不 经 过 原点 . 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 
特 解 (0, - 5,5) 对 应 于 图 像 上 一 点 P1. 将 齐 次 线性 方程 组 的 图 像 lo 保持 方向 不 
变 平 行 移动 ， 将 原点 移动 到 点 已 ， 则 )o 平移 到 六 . 

一 般 地 ， 可 以 想像 严 中 每 一 个 数组 (xi,…, x) 代表 n 维 空间 中 的 一 个 
点 ，F" 是 一 个 n 维 空间 . 下 上 元 方程 组 的 解 集 开 代表 空间 中 的 一 个 图 像 . 
设 F 上 某 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 集合 

T= {m+iRit + EF| 
则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 合 
Uo= {i Rit +t rE ,t,t EF) 

将 IIo 中 所 有 的 解 加 上 同一 个 向 量 9， 也 就 是 将 图 像 工 , 保持 方向 不 变 作 平 行 


了 


2 
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移动 ， 使 原点 (0,…,;,0) 移 动 到 人 所 代表 的 点 ， 则 II 移动 到 了). 
例 3 设 4 元 线性 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 秩 rank 4 =3. al,aa,as3 是 它 的 
3 个 解 ， 其 中 


i 
kt 
oo OO Oh 


求 这 个 线性 方程 组 的 通 解 . 

解 以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 WV 的 维 数 dim V4 =4- 
rank 4=4-3=1. 如 果 原 方程 组 是 齐 次 线性 方程 组 ， 则 gl，5@s - 2as 都 是 它 
的 解 ， 都 在 1 维 空间 V4 中, 但 gl，5@; -2a; 线性 无 关 ， 不 在 同一 个 1 维 子 空 
间 中 . 因此 原 方程 组 是 非 齐 次 线性 方程 组 . 

原 线性 方程 组 的 任意 两 个 解 的 差 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 ， 含 于 Vi. 
因此 V 包含 ws - gil，o3 - oil， 从 而 包含 它们 的 线性 组 合 


2 1 -1 
0 -2 6 
Xi=5(g- 0)-2(03-0)=(50,-203)-301= -3 = 
0 一 3 9 
8 4 -4 
因此 ， 原 方程 组 的 通 解 为 
1 一 1 
一 2 6 
Cl + t= + 
—3 9 
4 一 二 
习 题 2.4 


1. 已 知 5 元 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3， 且 以 下 向 量 是 它 的 解 
i=(1,1,1,1,1), X=(1,2,3,4,5), X=(1,0, -3, -2,，-3). 

(1) 求 方程 组 的 通 解 . | 

(2) Xi+ 于 + 2 是 否 是 方程 组 的 解 ? 

G) 村 (和 + 和 + 和 ) 是 否 是 方程 组 的 解 ? 

2. 回答 下 列 问题 ， 并 说 明理 由 . 

(1) 非 齐 次 线性 方程 组 ( 工 ) ，( 了 ) 同 解 的 充分 必要 条 件 是 否 是 (I) ，( 开 ) 等 价 ( 即 互 为 
线性 组 合 )? 

(2) 如 果 非 齐 次 线性 方程 组 ( 工 )，( 厂 ) 有 人 和解， 它们 同 解 的 充分 必要 条 件 是 否 是 ( 工 )， 
( 卫 ) 等 价 ? 
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3. 已 知 着 ，… ,到 是 数 域 记 上 某 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 线性 无 关 解 ，41,… ,A1EF. 
求 41 率 ,+ … + AY, 是 方程 组 的 解 的 充分 必要 条 件 . | 
4. 已 知 数 域 FF 上 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 生 成 严 ， 求 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 . 
§2.5 一 般 的 线性 空间 


例 1 求 原 函数 |eostdx. 


2 
解 cos4x = cos?r)? = (1 | = (1+ 2cos 2x + cos22x ) 
= 才 (1+2cos 2x+ 方 (1+ cos 4x)) = = 五 + 工 cos 2x + Lcos 4x 
4 8 “2 8 ” 


Jeost dx = | (全 十 半 cos 2x + 于 cos 4x] dx = B+ l in 2x+ 二 sin 4x+C. 


口 
一 般 地 ， 如 果 能 将 ecos"x 写成 1，cos x ,cos 2x , ,cos nx 的 线性 组 合 
COS"X = a0+ Q1c0S %+ Q2c0s 2X 十 … 十 Qncos nx 


的 形式 ， 就 可 以 通过 
| oosmas = | (0 + Qi1COS MX + Q2cos 2X + … + Qncos nx)dx 


= aoxX + Qlsin % 十 sin 2xX 十 … 十 Tsin nm+C 
来 求 原 函数 Jeosrras. 
例 2 (1) 对 任意 非 负 整数 n 是 否 都 存在 常数 a6, ai,… ,a, 使 
COS"X = a0 + a1COs 和 十 Q2C08 2X 十 … + Qncos nx (2.5.1) 
为 什么 ? 
(2) 以 上 表达 式 (2.5.1) 如 果 成 立 ， 其 中 的 系数 ao, al,…，,a, 是 否 由 cos”x 
唯一 决定 ? 为 什么 ? 
解 (1) 对 每 个 非 负 整数 n， 存 在 有 理 常 数 &a0,al,…,a, 使 (2.5.1) 成 立 . 
以 下 对 n 作 数 学 归纳 法 证 明 这 一 结论 . 
当 n=0 时，cos'x =1， 结 论 成 立 . 
设 结论 对 n -1 成立， 即 存在 有 理 数 a0,ai,… ,a,_| 使 
COs” lx= ag+ aicos %+ Q2C08 2x + "+ an-1cos (n—1)x 
此 等 式 两 边 乘 cos x 得 


2 
cos % = Q0cos K+ Q1C0S N+ + Qkcos hxcos x+ + an_1cos (n—1)xcos x 


其 中 
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cos kx cos xz = 六 cos (kl)r+Dcos(k+1)r, VO<hen-1 


因而 


cos"™x = bo + bicos x +***+ becos kx +*** + bacos nx 


其 中 bo= 二 gb = 二 an1s bi = 方 (G41+ dir1)， (1<k<n-1)， 结论 成 立 . 
( 注 : 以 上 的 证 明 可 以 得 出 进一步 的 结论 :a0,al,… ,as 都 是 有 理 数 .) 
(2) 设 cos"x = ao+ aicos xX+ azcos 2X 十 … 十 Qncos nx 
= bo+ bicos x + b2cos 2x + "°° + bicos nx 
则 
(a0— bo) + (a1- bi)cos x+ (as— b2)cos 2x+ "+ (an— bn)cos nx=0 (2.5.2) 


如 果 1,cos x ,cos 2x,… ,cos nx 线性 无 关 , 也 就 是 说 


Ao + AiCOs %+ A2C0s 2x% 十 … 十 Ancos nx =0c2>AM0= AI1=… =A, 
则 : (2.5.2) 成 立 久 ai = b，0<k<n， 这 就 是 说 (2.5.1) 中 的 系数 a0, a1,… ,a， 
由 cos"x 唯一 决定 


注意 1,cos x ,cos2x ,…，,cos"x 这 n+1 个 函数 都 是 1,cos xcos 2x ，…，,cos nx 
这 n+1 个 函数 的 线性 组 合 ， 如果 能 将 集合 S, = {1, cos %,cos*x,… ,cos"x| 与 
Si = |1,cos xy,cos 2x,… ,cos nx 都 看 作 向 量 组 ， 则 5; 是 $1 的 线性 组 合 ， 由 定 
理 2.2.6 知 rank S$? 三 rank Si， 如 果 还 能 证 明 5, 线性 无 关 ， 则 m+1= rank S$2 三 
rank S1. 5; 的 秩 为 n +1， 线性 无 关 . 

现在 证 明 S, = |1, cos x,c08 Xx，"… ,cos"%| 线 性 无 关 . 设 有 常数 A0,41，… An 
使 

Ao + Alcos x + A2cosi r+ + Aicos™x=0 
即 对 自 变量 x 的 所 有 的 值 ，cos x 都 是 方程 f(y) =0 的 根 ， 其 中 
fy) =A0+t ay + A2Y 二 十 

是 多 项 式 . 如 果 4o,41,… ,4 不 全 为 零 ， 则 f(y) 是 次 数 不 超 过 n 的 非 零 多 项 
式 ， 至 多 有 n 个 不 同 的 根 . 但 COS x 显然 可 以 取 无 穷 多 个 不 同 的 值 ， 都 是 f(yy) 
的 根 . 这 说 明 f(y) 只 能 是 零 多 项 式 ，4o = 41 = … = 4, = 0. 这 就 证 明了 5, 线性 
无 关 , 从 而 S) = |1,cos x ,cos 2x,… ,cos nz 线性 无 关 ，(2.5.1) 中 的 系数 ao,al， 
… ,a, 由 cos"x 唯一 决定 . 

( 注 : 这 里 用 到 了 多 项 式 的 性 质 : 次 数 不 超过 n 的 非 零 多 项 式 至 多 有 m 个 不 
同 的 根 . 关 于 这 个 结论 的 证 明 , 详 见 第 5 章 .) 

例 2 中 将 函数 cos*x，coskx (0< 衣 <n) 当 作 向 量 ,讨论 函数 组 的 线性 无 关 
和 秩 ， 并 引用 了 关于 向 量 组 的 秩 的 命题 . 人 但是， 按照 以 前 的 定义 ,向 量 是 n 
维 数组 ， 向 量 空间 由 数组 组 成 . 本 章 前 面 各 节 的 定义 和 命题 都 是 对 于 数组 向 量 
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证 明 的 ， 这 些 定义 和 命题 适用 于 cos*x ，cos kx 这 样 的 函数 吗 ? 例 2 中 引用 定理 
2.2.6 合法 吗 ? 

线性 相关 和 线性 无 关 、 线 性 组 合 、 极 大 线性 无 关 组 、 向 量 组 的 等 价 这 些 概 
念 ， 在 本 章 前 面 各 节 中 确实 是 对 数组 向 量 定义 的 ， 但 定义 中 只 用 到 向 量 的 加 
法 、 向 量 与 数 的 乘法 . 两 个 函数 也 可 以 相 加 得 到 一 个 函数 ， 函 数 可 以 与 常数 相 
乘 得 到 一 个 函数 ， 因 此 对 于 函数 也 可 以 同样 定义 线性 组 合 、 线 人 性 相关 、 极 大 线 
性 无 关 组 这 些 概念 . 

向 量 组 的 秩 定义 为 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 . 在 这 个 定义 之 前 ， 通 
过 定理 2.2.5、 推 论 2.2.3 证 明了 同一 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 个 数 
的 唯一 性 . 虽然 在 那里 将 向 量 组 理解 为 同一 个 Fr" 中 的 数组 向 量 的 集合 ， 但 在 
证 明 过 程 中 并 没有 将 向 量 写成 数组 的 形式 , “向 量 是 数组 ”这 一 已 知 条 件 并 没 
有 用 到 ， 甚 至 被 忘掉 了 ,但 是 证 明 仍 然 成 功 ， 这 说 明 这 个 已 知 条 件 可 以 去 掉 ， 
结论 仍然 成 立 . 证 明 过 程 中 用 到 了 数组 向 量 的 一 些 运 算 性 质 ， 如 加 法 的 交换 律 
和 结合 律 、 乘 法 的 结合 律 、 乘 法 对 于 加 法 的 分 配 律 等 ， 也 就 是 82.3 中 所 列 出 
的 (A1) ~ (A4)，(M1)，(M2)，(D1)，(D2) 等 8 条 运算 性 质 ， 但 这 些 性 质 并 非 
数组 向 量 所 特有 的 ， 其 他 的 一 些 数学 对 象 也 有 这 些 性 质 ， 例 如 几何 向 量 就 有 这 
些 性 质 ， 将 cosix，cos hx 这 些 函 数 认为 是 向 量 ， 它 的 运算 也 满足 这 些 性 质 ， 定 
理 2.2.5， 推 论 2.2.3 的 证 明 也 都 能 通过 ， 结 论 仍 然 成 立 . 实际 上 ， 不 必 限 定 
向 量 是 数组 ， 可 以 允许 向 量 是 别 的 数学 对 象 ， 只 要 这 些 数学 对 象 可 以 以 某 种 方 
式 相 加 、 与 数 相 乘 ， 而 且 加 法 和 乘法 满足 上 述 8 条 运算 性 质 ， 定 理 2.2.5、 推 
论 2.2.3 的 证 明 就 仍然 正确 ， 结 论 就 仍然 成 立 ， 向 量 组 的 秩 的 定义 仍然 合理 . 

例 2 中 用 到 的 定理 2.2.6 也 是 这 样 ， 虽 然 定理 中 的 向 量 说 的 是 数组 向 量 ， 
但 是 定理 的 推理 过 程 ， 以 及 推理 所 用 到 的 定义 和 命题 (关于 向 量 组 等 价 的 定义 
2.2.2, 关 于 线性 组 合 的 传递 性 的 命题 2.2.3, 关 于 向 量 组 与 它 的 极 大 线性 无 关 组 
等 价 的 定理 2.2.4, 以 及 定理 2.2.5, 推 论 2.2.2) 的 推理 过 程 ， 并 不 依赖 于 数组 ， 
将 数组 换 成 cos*x，cos jx 这 样 的 函数 ,推理 仍然 成 立 ， 因 此 结论 也 仍然 
成 立 . 

由 此 可 见 ， 向 量 的 概念 应 当 进行 推广 ， 不 必 拘 泥 于 数组 ， 实际 上 ， 向 量 一 
开始 并 不 是 数组 ， 而 是 由 有 向 线段 表示 的 有 大 小 、 有 方向 的 量 一 一 几何 向 量 . 
只 是 因为 几何 向 量 及 其 运算 可 以 用 数组 作为 坐标 来 表示 ， 数 组 的 运算 比 几何 向 
量 更 方便 ， 我们 才 将 数组 也 称 为 向 量 ， 而 几何 向 量 之 所 以 能 用 数组 表示 ， 本 质 
的 原因 是 因为 数组 与 几何 向 量 有 如 下 的 共同 点 : 

1. 空间 中 的 几何 向 量 可 以 相 加 ， 可 以 与 数 相 乘 . 同 维 数 的 数组 也 可 以 相 
加 ， 可 以 与 数 相 乘 . 

2. 几何 向 量 与 数组 的 上 述 运算 ， 虽 然 参 加 运算 的 对 象 不 同 ， 运 算 的 法 则 
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不 同 ， 但 同样 都 满足 82.3 所 列 的 8 条 运算 律 (A1) ~ (A4) ,(M1),(M2),(D1)， 
(D2) . 

有 鉴于 此 ， 我 们 应 当 将 向 量 的 概念 加 以 扩充 . 凡是 具有 上 述 两 个 共同 点 的 
数学 对 象 ， 都 可 以 称 为 向 量 . 这 样 ， 本 章 中 关于 向 量 的 各 种 定义 和 命题 ， 就 都 
可 以 适用 于 这 些 数 学 对 象 ， 不 需要 另外 加 以 证 明 . 

定义 2.5.1 设 V 是 一 个 非 空 集合 ，F 是 一 个 数 域 ， 如 果 满 足 了 以 下 两 个 
条 件 ， 则 了 称 为 上 的 线性 空间 (linear space) ， 也 称 为 向 量 空间 (vector space)， 
V 中 的 元 素 称 为 向 量 (vector)，F 中 的 数 称 为 标量 (scalar).， 有 了 时候， 为 了 强调 
V 是 Ff 上 的 线性 空间 ， 也 将 V 记 为 V( FF). 

1. 在 了 中 按照 某 种 方式 定义 了 加 法 ， 使 得 可 以 将 了 中 任意 两 个 元 素 we， 
BEV 相 加 ， 得 到 唯一 一 个 多 + PET. 

在 下 中 的 数 与 V 中 元 素 之 间 按 照 某 种 方式 定义 了 乘法 ,使 得 可 以 由 任意 
AEF 和 任意 EV 相 乘 得 到 唯一 一 个 Xa EV. FF 与 V 的 元 素 之 间 的 这 种 乘法 
也 称 为 向 量 的 数 乘 . 

2. V 中 定义 的 以 上 加 法 与 数 乘 两 种 运算 满足 如 下 的 运算 律 : 

(A1) 加 法 交换 律 : & + B= B+e 对 任意 mc，BEV 成立. 

(A2) 加 法 结合 律 : (@ + P)+7Y=a+ (B+7Y) 对 任意 a，B，YETV 成立. 

(A3) 零 向 量 : 存在 86€ V, 使 得 G+@=e@+90=a 对 任意 m EV 成立,，9 
称 为 零 向 量 (zero vector) ， 也 记 作 0. 

(A4) 负 向 量 : 对 任意 wETY， 存 在 BEV 使 kg+B=pt+o=0,B 称 为 a 
的 负 向 量 (negative vector of xc)， 记 作 - ca . 

(M1) 数 乘 对 向 量 加 法 的 分 配 律 : 对 任意 ga，pEV 和 XE FF， 都 有 A(@+ 
Bb) = ia + 2p. . 

(M2) 数 乘 对 纯 量 加 法 的 分 配 律 : 对 任意 aEV 和 和 ^， jEF， 都 有 (A+ 
HA)G = MAC + HG， . 

(D1) 对 任意 ET 和)，AER， 都 有 MA(pux) = (Mu )e. 

(D2) 对 任意 wgETY 和 1EP， 都 有 1c = wa， 

由 以 上 8 条 基本 的 运算 律 可 以 推出 我 们 熟悉 的 其 他 一 些 运算 性 质 . 

例 3 设 了 是 数 域 尺 上 的 线性 空间 ， 则 以 下 命题 成 立 : 

(1) 了 中 的 零 向 量 唯一 . 

(2) 每 个 w 的 负 向 量 唯一 . 

(3) 设 A4EF, 0EV, 则 ; AMx =0e1=0 或 wx =0， 

(4) 对 任意 mE V， 有 (-1)e= -a. 

证 明 (1) 设 0，0 都 是 V 中 的 零 向 量 . 则 0 = 0 +0,=0,. 

(2) 设 B，P, 都 是 w 的 负 向 量 ， 则 
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a+PB=0=a+B B+(o+ph)= P+(o+P,) 


(Bto)+Ph= (B+o)+h 0 +h=0+ P,P,= Pp, 
(3) 首先 , 0g +0g = (0+0)w=0a 人 (0c+0a)+(-0c)=0xc+(-0c) 
00 =0. 
又 10+10=)1(0+0)=10 人 (0+10)+(-10)=10+(-10) 
人 40 =0. 

设 Mac =0. 如 果 4z0, 则 1-1(Mx)=0 全 (1)w=0 人 lc =02a =10. 

可 见 Mg =0 的 充分 必要 条 件 是 =0 或 w =0. 

(4) wg+(-1)xw=lxc+(-1l)xa=(I+(-1))wa=0x=0， 

所 以 (-1)a = - C. 

rr" 中 的 线性 组 合 、 线 性 相关 、 线 性 无 关 、 极 大 线性 无 关 组 、 向 量 组 的 等 
价 等 概念 可 以 毫 不 困难 地 推广 到 任意 的 线性 空间 ， 因 为 这 些 定义 都 只 涉及 到 向 
量 的 加 法 、 向 量 与 数 的 乘法 ， 而 不 管 向 量 本 身 是 什么 ， 向 量 的 运算 怎样 进行 . 

我 们 将 这 些 概念 以 及 相关 的 性 质 对 一 般 的 线性 空间 重新 再 叙述 一 遍 ， 这 些 
性 质 的 证 明 ， 可 以 一 字 不 改 地 照搬 本 章 前 面 各 节 中 对 相应 命题 的 证 明 . 

1. 向 量 组 的 线性 组 合 、 子 空间 

定义 2.5.2 设 V 是 F 上 的 线性 空 s 间 ，S 是 了 的 任意 子 集 ， 则 $ 的 任 一 有 
限 子 集 5S1 = fc ,et 的 任 一 线性 组 合 

AIGCI 十 十 人 NO 
(其 中 41,… ,XEF) 称 为 5S 的 线性 组 合 . 如 果 了 中 的 向 量 太 可 以 写成 了 的 子 
集 $ 的 线性 组 合 ， 也 称 可 以 由 5 线性 表 出 . 

S 的 全 体 线性 组 合 的 集合 记 作 V(S). 口 

定义 2.5.3 设 了 是 数 域 尺 上 的 线性 空间 ， 罗 是 了 的 非 空 子 集 ， 如 果 下 
对 了 中 的 加 法 和 数 乘 运算 封闭 ， 也 就 是 满足 如 下 条 件 : 

(1) a, PEW=a+PEW; 

(2) a EW, AE FoAa€EW, 

就 称 WW 是 V 的 子 空 间 . 口 

命题 2.5.1 设 了 是 数 域 尺 上 的 线性 空间 ， 多 是 了 的 子 空间 . 则 

(1) 下 对 于 VV 的 加 法 和 数 乘 运算 构成 上 的 线性 空间 . 

(2) 对 Vy 的 任意 子 集 5，V(5) 构 成 V 的 子 空间 . 

如 果 的 子 空间 下 包含 S$， 则 下 包含 V(5)， 因 此 ，V(5) 是 a 
的 最 小 子 空间 . V(5) 称 为 由 集合 $ 生成 的 子 空间 ，5S 称 为 子 空间 V(5) 的 一 
生成 元 (generators). 

当 S 只 含 一 个 向 量 a 时 ， 它 生成 的 子 空间 V(@) = {Xe 1XE Fi 由 @ 的 全 体 
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倍 向 量 Xe 组 成 ，(A EF)， 此 时 也 将 V(e) 记 为 Fa. 

如 果 $ 由 有 限 个 向 量 w,…,eox 组成， 它 生 成 的 子 空间 V(5) 由 @1,…, @j 
的 倍 向 量 Aa; (XEF) 之 和 Xei+… + Xi 组 成 ， 此 时 也 将 V(5) 记 为 Fai +… 
+ Fai. 

定义 2.5.4 设 了 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,$ 与 了 都 是 Y 的 子 集 . 如 果 了 中 
每 个 元 素 都 是 5 的 线性 组 合 ,就 称 了 是 $ 的 线性 组 合 .如 果 $ 与 了 互 为 线性 组 
合 ,就 称 $ 与 了 等 价 . 

命题 2.5.2 (1) 7 是 5 的 线性 组 合 人 TY(C7)GETY(CS)， 

(2) 3 与 了 等 价 人 TY(S) = V(7). 

(3) 如 果 5, 是 $; 的 线性 组 合 ,， 且 $3 是 5, 的 线性 组 合 ， 则 $; 是 $, 的 线 
性 组 合 . 

(4) 如 果 51 与 5; 等 价 ， 且 5, 与 5; 等 价 ， 则 5 与 $3 等 价 . 

2. 线性 相关 与 线性 无 关 

定义 2.5.5 设 V 是 Ff 上 的 线性 空间 ，S 是 了 的 任意 子 集 . 如 果 对 5 的 某 
个 有 限 子 集 $1 = fel,… ,Qs1， 存 在 FF 中 不 全 为 0 的 数 4),… ,4 满足 条 件 


AI101+…+AO =0 


就 称 $ 线性 相关 . 

反 过 来 ， 如 果 对 $ 的 每 个 有 限 子 集 S; = | ,，… ,ai ，F 中 满足 条 件 

AM10C1I+… +A = 0 

的 数 41,… ,44 只 有 1 =… = A4=0， 就 称 $ 线性 无 关 . 

我 们 规定 : 空 集合 线性 无 关 . 

线性 相关 与 线性 组 合 有 如 下 关系 : 

定理 2.5.3 设 了 是 数 域 尺 上 的 线性 空间 ，$8 是 Y 的 任 一 非 空子 集 ， 则 

S 线性 相关 全 8 中 某 个 向 量 w; 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

有 限 向 量 组 $ = | xici 线性 相关 全 其 中 某 个 w; 是 它 前 面 的 向 量 w (7 < i) 
的 线性 组 合 . 如 果 这 个 有 限 向 量 组 $ 中 wi 关 0， 并 且 每 个 a, (2< i 有 ) 都 不 是 它 前 
面 的 向 量 w (7 < 让 的 线性 组 合 ， 那 么 5 线性 无 关口 

3. 极 大 线性 无 关 组 与 秩 

定义 2.5.6 设 了 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ，$8 是 了 的 子 集 .， 如 果 $ 的 子 集 
M 线性 无 关 ， 并 且 将 $ 任 一 向 量 a 添加 在 NM 上 所 得 的 集合 S; = MU fa} 线性 相 
关 ， 就 称 族 是 5 的 极 大 线性 无 关 组 . 

命题 2.5.4 设 M 是 5 的 线性 无 关子 集 ， 则 

履 是 5 的 极 大 线性 无 关 组 es$ 中 所 有 的 向 量 都 是 W 的 线性 组 合 忆 M 与 $ 
等 价 ， ” 口 . 
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命题 2.5.5 了 的 任意 子 集 8 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 等 价 . 

Fr 中 的 线性 无 关 向 量 最 多 只 能 有 7 个 ， 严 的 任意 子 集 8 的 极 大 线性 无 关 
组 所 含 向 量 至 多 只 能 有 n 个 ， 但 数 域 尺 上 的 线性 空间 了 中 的 极 大 线性 无 关 组 
M 可 能 包含 无 穷 多 个 向 量 . 

例 4 设 F[Lx]j=fAxz)=ao+ax+…+ai|0<nEZaoal anE 下 | 
是 系数 在 数 域 F 中 的 一 元 多 项 式 的 全 体 组 成 的 集合 ， 则 多 项 式 的 加 法 以 及 多 
项 式 与 中 的 数 的 乘法 满足 线性 空间 的 8 条 运算 律 ，F[x] 是 F 上 的 线性 空 
间 . 

求证 : S= |1,x,x,… ,x","…| 是 F[x] 的 极 大 线性 无 关 组 ， 由 无 穷 多 个 向 
量 组 成 . 

证 明 设 $S = | 和 x ,x ,…, xi"| 是 5 的 任意 有 限 子 集 ， 其 中 0 和 hh < 有 < 和 … 
< 上, 是 两 两 不 相等 的 非 负 整 数 . 设 X,… ,wmE 下 使 

hx5 +TA2x5+ + Anxin =0 (2.5.3) 

(2.5.3) 左 边 的 多 项 式 等 于 零 的 充分 必要 条 件 为 它 的 系数 X41,… ,4 全 为 0. 这 
说 明 $ 的 任 一 有 限 子 集 S; 线性 无 关 ， 从 而 5 线性 无 关 . 

F[x] 中 每 个 多 项 式 f(x) = ao+ alx + … + anx" 都 是 5S 的 有 限 子 集 11,x， 
x,… ,x"| 的 线性 组 合 ， 由 命题 2.5.4 知道 $ 是 F[ x] 的 极 大 线性 无 关 组 . 

由 于 非 负 整数 n 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 ，S 所 含 的 向 量 x* 有 无 穷 多 个 . 

然而 ， 如 果 线 性 空间 了 是 某 个 元 有 限 子 集 的 线性 组 合 ， 则 了 中 的 线性 
无 关 向 量 也 不 可 能 超过 . 

定理 2.5.6 设 了 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,了 了 的 有 限 子 集 S, = | v1,…,»,| 
是 51 = iui,… ,Wu| 的 线性 组 合 ， 如 果 s > n， 则 5, 线性 相关 . 反 过 来 ， 如 果 
5; 线性 无 关 ， 则 s < n. 

如 果 线 性 无 关 向 量 组 5S, = | ww,… ,uw| 与 9 = | oo 等 价 ， 那么 它们 
所 含 向 量 个 数 * 与 上 相等. 

如 果 了 中 的 向 量 组 $ 有 一 个 有 限 的 极 大 线性 无 关 组 1 = a1,…,@,| ,其 
中 所 含 向 量 个 数 为 >， 那么 $ 的 任 一 线性 无 关子 集 $1 所 含 向 量 个 数 | 51 | < r; 
S 的 任 一 线性 无 关子 集 可 以 扩充 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; $ 的 所 有 的 极 大 线性 
无 关 组 所 含 向 量 个 数 都 等 于 r， 口 1 

定义 2.5.7 ”如果 向 量 组 5 有 一 个 极 大 线性 无 关 组 M = 1&1,…, a,| 由 有 限 
个 向 量 组 成 ， 则 M 中 所 含 向 量 个 数 > 称 为 向 量 组 $ 的 秩 ， 记 作 rank S$. 口 

如 果 $ 有 一 个 极 大 线性 无 关 组 由 无 限 个 向 量 组 成 ， 很 自然 应 当 定义 rank 5 为 
无 穷 大 . 但 我 们 约定 ; 本 书 以 后 凡是 提 到 rank $， 只 讨论 rank 5 为 有 限 的 情形 . 

命题 2.5.7 ”如 果 向 量 组 5S, 是 51 的 线性 组 合 ， 则 rank 5; < rank S51， 等 价 
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的 向 量 组 秩 相 等 . “ 口 

4. 维 数 、 基 与 坐标 

定义 2.5.8 设 了 是 数 域 忆 上 的 线性 空间 . 

(1) 如 果 了 可 以 由 某 个 有 限 子 集 $ = 1 ,av 生成 ， 即 了 = (al，…， 
0,)， 就 称 了 是 有 限 维 线性 空间 (finite-dimensional linear space). 此 时 了 中 线性 
无 关 的 向 量 个 数 不 超 过 n，rank Va<n. 

(2) 如 果 V 中 存在 n 个 线性 无 关 向 量 ,， 并且 任意 n +1 个 向 量 线性 相关 ， 
就 称 了 的 维 数 (dimension) 为 n， 记 为 dim V=n. 

(3) 如 果 了 中 存在 一 组 向 量 N= la ,ci， 使 了 中 每 个 向 量 wx 都 能 写 
成 a,… ,a 在 上 的 线性 组 合 

C= X01 + + XO (2.5.4) 
并 且 其 中 的 系数 xi,… 由 ea 唯一 决定 ， 则 1 称 为 了 的 一 组 基 . a 的 线性 组 
合 表达 式 (2.5.4) 中 的 系数 组 成 的 有 序数 组 (xi,…, x,) 称 为 @ 在 基 M 下 的 坐 
标 . 


定理 2.5.8 设 了 是 数 域 尺 上 的 有 限 维 线性 空间 ， 由 某 个 有 限 子 集 $ 生 
成 ， 则 

(1) 5 的 极 大 线性 无 关 组 村 = jwi,…, ww, 是 了 的 一 组 基 . MM 也 是 了 的 极 
大 线性 无 关 组 ，dim 了 = rank V=rank M=n. 

(2) Y 的 子 集合 让 是 V 的 基 心 M 是 了 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

(3) V 的 所 有 的 基 所 含 向 量 个 数 都 相等 ， 等 于 dim W. 

(4) Y 的 任何 一 组 线性 无 关 向 量 $ = 1B,… ,PB,| 所 含 向 量 个 数 m < dim V， 
5 可 以 扩充 为 V 的 一 组 基 .， 口 

例 $ 设 双 是 有 限 维 线性 空间 的 子 空间 . 求证 ; 多 是 有 限 维 线性 空间 ， 
dim We<dim 7Y， 且 dim W= dm VOW=TV. 

证 明 ”下 中 的 线性 无 关 向 量 个 数 <n = dim 了 Y， 多 的 任何 一 组 线性 无 关 向 
量 可 以 扩充 为 丈 的 极 大 线性 无 关 组 8S = {gl,…,Qs|，5S 是 玉 的 一 组 基 ，m = 
dim We dim V. | 

S 可 以 扩充 为 了 的 一 组 基 M = |cali,…，,a,. 当 吏 = VV 时 显然 m=n. 反 过 
来 , 设 m=n, 则 S=M, WW=V(S)= V(M)=V. 口 

例 6 设 C 是 复数 域 ，R 是 实数 域 . 以 C 为 向 量 集合 ， 复 数 的 加 法 作为 向 
量 的 加 法 ; 分 别 以 及 或 C 为 纯 量 集合 ， 按 复数 的 乘法 定义 向 量 与 纯 量 的 乘法 ， 
将 C 看 作 R 上 线性 空间 CR 或 C 上 线性 空间 Cc . 求 Cn 和 Ce 的 维 数 ， 并 各 求 
一 组 基 . 

解 ”首先 证 明 j1, 计 是 Cx 的 一 组 基 ，( 其 中 i= w -1 是 虚数 单位 )， 对 任意 
纯 量 41，A2ER，A11+ XA2i=0 OA =4,=0， 这 说 明 1，i 在 R 上 线性 无 关 . 且 
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任意 复数 a+ bi (a,bER) 是 1，i 在 R 上 的 线性 组 合 a1+ bi. 因此 i1, 计 是 Ck 
的 一 组 基 ，(a,5) 是 a + bi 在 这 组 基 下 的 坐标 ，dim CR = 2. 

对 Cc， 显 然 非 零 的 数 1 单独 组 成 的 集合 11 线性 无 关 . 每 个 复数 w 可 以 与 
为 1 的 a 倍 : wx=a':1， 其 中 等 式 左 边 的 w 看 作 向 量 ， 等 式 右边 的 @ 看 作 纯 
量 、1 是 向 量 . 因此 ，11| 是 Cc 的 一 组 其 ，w 就 是 w 在 这 组 基 下 的 坐标 ， 
dim Cc=1. 

注意 将 C 看 作 实 数 域 R 上 的 线性 空间 时 ， 虚 数 i 不 是 纯 量 ， 不 能 看 成 1 
的 i 倍 ， 因 此 1， i 线 性 无 关 . 但 将 C 看 作 复 数 域 上 的 线性 空间 时 ， 虚 数 i 是 纯 
量 , 可 以 看 成 1 的 i 售 ，1， i 线性 相关 可见， 即使 是 同样 一 个 集合 作为 向 量 
集合 ， 如 果 纯 量 集合 不 同 ， 向 量 的 线性 相关 、 线 性 无 关 性 就 可 能 不 同 ， 空 间 的 
维 数 也 可 能 不 同 . 

定义 2.5.9 如 果 数 域 上 线性 空间 了 中 存在 无 限 多 个 线性 无 关 的 向 量 ， 
就 称 了 是 无 穷 维 空间 (infinite-dimensional space). 

例如 ， 例 3 所 举 的 数 域 尺 上 一 元 多 项 式 组 成 的 线性 空间 FLx] 中 包含 无 穷 
多 个 线性 无 关 的 向 量 1,x,x?,… ,x",…， 因 此 是 无 穷 维 空间 .事实 上 ， 这 些 向 
量 组 成 F[x] 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 $5，F[x] 中 每 个 向 量 ( 即 多 项 式 )f(%x) = ao 
+ aix+ asx +…+as 都 是 $ 中 一 部 分 向 量 1,x,x?,… ,x" 的 线性 组 合 ， 从 而 
是 整个 $ 的 线性 组 合 ， 线 性 组 合 中 的 系数 组 成 的 无 穷 维 数组 w = (ao, al, a2， 
…,an;0,…) 由 f(x) 唯 一 决定 ，S 称 为 F[ x] 的 一 组 基 ，@ 称 为 f(x%) 在 这 组 基 下 
的 坐标 . 注意 这 里 的 坐标 w 虽然 由 无 穷 多 个 数组 成 ， 但 其 中 至 多 只 有 有 限 个 
分 量 不 为 0， 其 余 分 量 都 是 0， 


习 题 2.5 


1. 在 区 间 ( - R,R) 上 的 全 体 实 函 数组 成 的 空间 中 ，1,eos?t,cos 2! 是 否 线性 无 关 ? 并 说 
明理 由 . 

2. 在 全 体 实 系数 多 项 式 组 成 的 实数 域 上 的 线性 空间 及 [x] 中 ， 以 下 子 集合 是 否 构成 子 
空间 : 

(1) 对 给 定 的 正 整数 nn， 次数 小 于 n 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 以 及 零 多 项 式 组 成 的 集合 . 

(2) 对 给 定 的 正 整数 n， 次 数 大 于 n 的 实 系 数 多 项 式 的 全 体 . 

(3) 对 给 定 的 实数 a， 满 足 条 件 f(a) =0 的 实 系 数 多 项 式 f(x) 的 全 体 . 

(4) 对 给 定 的 实数 a， 满足 条 件 f(a) 关 0 的 实 系数 多 项 式 f(x) 的 全 体 . 

(5) 满足 条 件 /(x) = f(x) 的 实 系数 多 项 式 f(x) 的 全 体 . 

3. 设 整数 2， 数 域 上 的 线性 空间 V 中 的 向 量 w,,… ,ai 线性 相关 . 证 明 : 存在 不 
全 为 0 的 数 41,… ,A41E FF ， 使 得 对 任何 &;,1， 向 量 组 fal + 和 oo + Mo 线性 
相关 . 

4. 设 向 量 组 $= | a,…, a,| 线 性 无 关 ， 并 且 可 以 由 向 量 组 了 = 1 记 ,…, 甩 线性 表 出 . 
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求证 : 

(1) 向 量 组 7 与 SUT 等 价 . 

(2) 将 $ 扩充 为 SUT 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 71 = A ， 则 2 与 了 
等 价 ， 且 s + 天 二 上 

(3) (Steinitz 蔡 换 定理 ) 可 以 用 向 量 @1,… ,a, 兰 换 向 量 p,，,…, p, 中 某 。 个 向 量 让 ，… ,及 ， 
使 得 到 的 向 量 组 i ,…,&,,B ，，,… ,1 与 1B1,…,B! 等 价 . 

5. 设 向 量 组 $5,， 7 的 秩 分 别 为 8s，:， 求证: 向 量 组 SUT 的 秩 二 + 1 

6. 设 向 量 组 a1,…,a, 的 秩 为 r， 在 其 中 任 取 m 个 向 量 wi ,…, a; 组 成 向 量 组 S， 求证; 
S 的 秩 光 r+ ms. 

7. 证明 : 在 所 有 次 数 不 大 于 n 的 实 系数 多 项 式 构成 的 n+1 维 实 线性 空间 中 ，1,x-c， 
(x 一 c)”，…， (x -ec)" 构 成 一 组 基 . 并 求 /(x) = ao+ alx+… + asx" 在 这 组 基 下 的 坐标 . 

8. 设 V 是 复数 域 上 n 维 线性 空间 ， 将 它 看 成 实数 域 R 上 的 线性 空间 Vh， 对 任意 a,，pE 
Va 按 复线 性 空间 V 中 的 加 法 定义 a+ BB， 对 a € Ve 及 实数 XER 按 VV 中 向 量 与 4 (看 作 复 
数 ) 的 乘法 定义 Xa. 求实 线性 空间 Vi 的 维 数 ， 并 由 复线 性 空间 V 的 一 组 基 求 出 从 的 一 组 基 . 

9. 设 了 是 数 域 上 的 线性 空间 ，V 中 向 量 a，B,，Y 满足 条 件 w+ 有 +y=0. 求证: 
(epB) = V(B,Y). 

10. 将 数 域 上 n 维 (n>2) 数 组 空间 严 中 的 每 个 向 量 @ = (oil, as,…，,oa,) 看 作 一 个 具 
有 nn 项 的 数列 ， 如 下 集合 四 是 否 组 成 严 的 一 个 子 空间 ? 如 果 是 ， 求 出 它 的 维 数 及 一 组 基 . 

(1) Fr 中 所 有 的 等 比 数列 组 成 的 集合 . 

(2) 到 中 所 有 的 等 差 数列 组 成 的 集合 . 


§2.6 同 构 与 同 态 


本 章 一 开始 ,我 们 就 讨论 线性 方程 的 线性 相关 与 线性 无 关 ， 以 及 线性 方程 
组 的 极 大 线性 无 关 组 . 在 讨论 时 都 是 将 每 个 线性 方程 ci xi + … + anx = b; 用 数 
组 (aii, ,anybi) 来 代表 ， 通 过 讨论 数组 向 量 之 间 的 线性 关系 来 讨论 方程 之 间 的 
线性 关系 ， 之 所 以 可 以 这 样 做 ， 是 因为 我 们 认为 数组 可 以 “全 权 代表 ”方程 ， 数 
组 的 加 法 与 数 乘 代表 方程 的 加 法 与 数 乘 ， 数 组 的 线性 相关 或 无 关 代表 方程 的 线性 
相关 或 无 关 ， 数 组 集合 的 极 大 线性 无 关 组 代表 方程 集合 的 极 大 线性 无 关 组 . 

不 仅 方程 可 以 用 数组 来 代表 ， 各 种 各 样 线性 空间 中 的 向 量 都 可 以 用 数组 来 
代表 . 

设 了 是 数 域 尺 上 有 限 维 线性 空间 ， 则 存在 了 的 基 M = | eli,…，,as}， 使 每 
个 wxE7 可 以 唯一 地 写成 基 向 量 的 线性 组 合 

QC= X01 + + XO 

其 中 的 系数 组 成 的 数组 向 量 下 = (x1,… ,x,)€ Fr 由 @ 了 唯一 决定 ， 就 是 w 在 基 
对 下 的 坐标 . 
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将 VV 中 每 个 向 量 @ 的 坐标 对 记 为 s(w)， 则 

o:am>¥ 
定义 了 线性 空间 了 到 严 的 一 一 映射 4。， 且 满足 条 件 

(1) ol(@ +PB)=o(@)+o(p), Ya, BEV; 

(2) ol2h0)=A0 (0), YoaEV, AEF. 

这 样 ，V 中 所 有 的 向 量 都 用 坐标 ( 即 严 中 的 数组 ) 人 代表， 向 量 的 运算 也 由 
坐标 的 运算 代表 : 向 量 的 和 的 坐标 等 于 坐标 之 和 ， 向 量 的 4 倍 的 坐标 等 于 坐 
标的 * 倍 ， 如 果 我 们 只 关心 由 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 导出 的 性 质 ， 比 如 线性 组 
合 、 线 性 相关 与 线性 无 关 、 极 大 线性 无 关 组 、 基 、 维 数 等 性 质 ， 则 线性 空间 V 
与 坐标 组 成 的 空 间 严 可 以 等 同 起 来 ， 称 它们 为 同 构 的 线性 空间 . 

定义 2.6.1 设 Vi，V, 是 数 域 上 两 个 线性 空间 . 如 果 存 在 一 一 映射 6: 

太一 到 ， 满 足 条 件 

(1) ol(@ +B)=o(0a)+o(B), Ya,PEV; 

(2) o(A0)= N00(0), YaEV, AEFR, 
就 称 线 性 空间 Vi 与 万 同 构 (isomorphic),， 称 o 是 Vi 到 Vy 的 同 构 上 映射 (isomor- 
phism). 特别 ， 如 果 Vi = V,， 则 o 称 为 VV 的 自 同 构 (automorphism). 

例如 ， 以 上 从 向 量 到 坐标 的 对 应 oz:V 一 Fr 是 同 构 映射 . 反 过 来 ， 由 坐标 
于 = (x1,… ,Xs) 到 向 量 @ 的 对 应 

fi:iFr>V, (x Xa) @ = X10 + + XQ 

也 是 同 构 映射 . 实际 上 ， 这 里 的 了 是 ce 的 逆 映 射 . 可 以 写 f=o 1!, oc=f1. 
显然 ， 廊 (w) =@ 和 of( 对 ) = 下 对 所 有 的 gcEY 和 于 E 到 成立. 也 就 是 说 ， 万 = 
1y，of=1r， 这 里 1y 是 V 上 的 恒 等 变 换 ( 也 称 单位 变换 , 它 将 每 个 元 素 变 到 自 
身 )，1m 是 严 上 的 恒 等 变换 . 

同 构 映射 建立 了 两 个 线性 空间 之 间 的 向 量 及 其 加 法 、 数 乘 运 算 之 间 的 对 
应 .同时 也 就 建立 了 由 这 两 种 运算 导出 的 其 他 许多 性 质 之 间 的 对 应 关系 . 

命题 2.6.1 设 o:Vi 习 VV 是 上 线性 空间 之 间 的 同 构 映 射 ， 则 

(1) o 将 Vi 的 零 向 量 0, 映 到 V, 的 零 向 量 0,. 

(2) c 将 每 个 e 的 负 向 量 映 到 co (@ ) 的 负 向 量 ; o(-@)= -cc(a); 

(3) Vi 的 子 集合 5 线性 相关 (无 关 )o(5) 线 性 相关 (无 关 ); 

(4) M 是 Vi 的 基 必 co(M) 是 万 的 基 ; 

(5) 同 构 的 空间 维 数 相等 ， 如 果 Vi 是 有 限 维 线性 空间 ， 则 dim Vi = dim 用. 

证 明 (1) o(01)=o(0;+0)=0o(0)+o(0)=0(0,)=0,. 

(2) a+(-a)=00(0)+o(-0)=o(0+(-0))=0(0)=0, 


一 ao(-w)= -aa). 
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(3) 如 果 $ 线性 相关 ， 则 5 含有 有 限 子 集 5 = ia!l,… ,Qs| 线 性 相关 ， 存 

在 不 全 为 0 的 4,…,AiEF 使 4Gy+… X04 =0 从 而 
Alo (1) + rt AGG = oA0 + +A0) = 0(0) = 0, 

这 说 明 a(@1),… ,ol(@i;) 线 性 相关 ， 从 而 ol 5) 线性 相关 . 

反 过 来 ，o( 5S) 线性 相关 二 co-'o(5) = 5 线性 相关 . 

因此 ，5 线性 相关 心 o(5) 线 性 相关 ， 从 而 5 线性 无 关 名 ol(5) 线 性 无 关 . 

M 线性 无 关 ol 及) 线性 无 关 
14) 有 是 VV 的 基 [ y 是 MM 的 线性 组 合 | [VD 是 5( i) 的 线性 组 全 | 
全 ac(0M) 是 V, (也 就 是 o( V1)) 的 基 . 

(5) 设 dm 下 =n，MMH= el,…,0,| 是 Vi 的 基 . 则 so(M)= ol(@i),…， 
ol@,) 1 是 VV 的 基因 此 dim V,= n= dim Vi. 

例 1 了 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 . 已 知 了 中 的 向 量 组 xi, ws, wu 线性 
无 关 . 

(1) 试 判 断 向 量 组 wj + w>，Us+ U3，U3+ Wi 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 ? 

(2) 对 不 同 的 4 值 ， 求 向 量 组 5 = | -~ MAz2z ua -~ 03，23 - AU 的 秩 . 

证 明 设 友 =YCayzyzt)， 则 za,zsl 是 丈 的 一 组 基 . 将 WW 中 每 个 
向 量 & 在 这 组 基 下 的 坐标 记 作 c(c)， 则 c: 有 一 了 R 是 线性 空间 之 间 的 同 构 
映射 . 


(1) 向 量 CI 二 8KI+E2， 人 2 二 Us 十 U3, QQ3= U3+ Ui 含 于 WW， 在 上 述 基 下 
1 
1 


的 坐标 分 别 为 
0 
» o(@,) 三 中 ol 03) = 
0 1 


解 关 于 Ai1， A2， A3 的 方程 组 


jh 


1 
0 
得 41=42=X3=0， 可 见 o(@1)，o(@s)，o(03) 线 性 无 关 ， 从 而 w+ Us，W2+ 
U3，U3+ Ui 线性 无 关 . . 
(2) 记 PB=w -Au, Bo= uAu3, B= ww- Au. 则 oe(pBi)= (1, -7, 
0) ， o(p,)= (0,1, -4), o(B3)=(-A,0,1). S = {Bi, Ps, Pi 的 秩 等 于 它 在 
玉 中 的 像 {(1, -A,0),(0,1, -2),(- 和 ,0,1)1 的 秩 ， 也 就 是 矩阵 


1 一 从 0 
4=| 0 一 人 


o(01)= 


41 
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1 -A 0 
0 1 -A 
0 0 1-2 


当 1- 和 3=0,， 即 和 =1 时 ， rank B=2， 从 而 rank S$ =rank 4 =2. 

当 1-A3 关 0， 即 A 关 1 时 ， rank B=3， 从 而 rank S=rank A4=3. 口 

这 里 的 例 1(1) 就 是 $2.1 例 1， 我们 用 同 构 的 观点 将 向 量 的 线性 相关 性 变 
成 数组 的 线性 相关 性 来 判断 . 

例 2 设 V 是 F 上 有 限 维 线性 空间 ，M; = | xi, az,asl 是 了 的 一 组 基 ， 
M, = 11 ,5 ,8 是 了 的 另 一 组 基 . 已 知 B1,B,PB; 在 MI 下 的 坐标 分 别 是 | = 
(1,1,; 一 1)，II=(1, -1,1),， JI;=(-1,1,1). aEV 在 Mi 下 的 坐标 是 (1,3,5). 
求 在 M, 下 的 坐标 . : 

解 设 @ 在 M, 下 的 坐标 为 (x,y,z)， 则 

0 = xP1+ yb + zB; (2.6.1) 
将 了 中 每 个 向 量 有 在 Mi 下 的 坐标 记 作 o (8B)， 则 oc:V 一 到 是 线性 空间 之 间 的 
同 构 映 射 ， 在 等 式 (2.6.1) 两 边 用 o 作用 ， 也 就 是 将 (2.6.1) 中 所 有 的 向 量 用 它 
们 在 基 Mi 下 的 坐标 代替 ， 得 到 
o(@)= xo(Bi) + yo (PB,) + 20(Bp,) 


1 1 1 -1 

pO 

5 -1 1 1 
(x,y,2) = (2,3,4) 口 

例 2 的 方法 可 以 推广 到 一 般 的 情况 ,解决 以 下 的 重要 问题 : 

数 域 上 线性 空间 V 中 同一 个 向 量 w 在 两 组 不 同 的 基 Mi = | cl，…，,an|， 
M; = 1B1,… ,P| 下 的 坐标 是 = (xx 并 与 了 =(y yo 六 之 间 有 什么 关系 ? 
(这 里 (x ,…, xa) 人 (yi1,… ,Ys)' 分 别 表示 将 行 向 量 (x1，,…,x,)，(y1,…,Y) 转 置 
得 到 的 列 向 量 .) 

将 了 中 每 个 向 量 记 在 第 一 组 基 Mi 下 的 坐标 记 作 oc(B)， 则 o:V> 18"*! 是 线 
性 空间 的 同 构 映射 ， 


A(1) + (3) ，12(2) + (3) 


A B= 


即 


解 此 线性 方程 组 得 


o(@)= 时 = (ri , Xa) (2.6.2) 
设 第 二 组 基 M, 中 的 基 向 量 B (1<j<n) 在 第 一 组 基 Mi 下 的 坐标 
ob;) = JI = (pi p2js°"* spy )™ (2.6.3) 
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由 于 a 在 第 二 组 基 ,下 的 坐标 为 了 Y= (y1,…,y,) ， 有 
oe=yBi+t + ybB+t + yp, (2.6.4) 
用 o 作用 于 等 式 (2.6.4) 两 边 ， 也 就 是 将 (2.6.4) 中 所 有 的 向 量 用 它们 在 
Mi 下 的 坐标 代替 ， 得 到 
ol(@)= yo(B) + + yo(B) + + yr lp,) 
也 就 是 
X=yI+t + y+ + yl (2.6.5) 
这 就 是 坐标 天 与 了 之 间 的 变换 公式 .或 写成 


1 Pu py Pln 
:= tt ty 
Xn Pnl Pn Pn 


= pnyit' + PY; t+ "+ Pinyn 


X2 = pay1t + pa t + Panyn 


即 


(2.6.6) 


Xn = PnlY1 + "+ Pay + "+ Pnnyn 
在 $2.5 中 ， 我们 将 向 量 空间 的 定义 从 数组 推广 到 了 任意 的 非 空 集合 7. 
但 是 ,我 们 发 现 ， 有 限 维 向 量 空间 了 中 的 向 量 都 可 以 由 数组 来 代表 ，FY 与 某 
个 严 同 构 . 在 同 构 的 意义 上 ， 数 组 空间 严 并 不 只 是 线性 空间 VV 的 一 个 特殊 例 
子 ， 而 是 可 以 代表 所 有 的 n 维 线性 空间 . 同一 数 域 上 同一 维 数 n 的 线性 空 
间 V， 不论 组 成 7V 的 集合 多 么 不 同 ， 其 中 定义 加 法 和 数 乘 运算 的 方式 多 么 不 
同 ， 它 们 都 同 构 于 严 ， 因 此 它们 应 当 相互 同 构 . 在 这 个 意义 上 ， 同 一 数 域 上 
同一 维 数 只 有 一 种 线性 空间 . 
定理 2.6.2 同一 数 域 F 上 同一 维 数 %n 上 的 任何 两 个 线性 空间 相互 同 构 . 
证 明 设 Vi,V, 是 同一 数 域 FF 上 的 维 空间 . 则 它们 各 存在 一 组 基 Mi = 
te on 和 Ma = 1p1,…,P,|， 每 个 gE Vi 可 以 唯一 地 写成 M 的 线性 组 合 
Q= X01 + + x0, 
定义 
oi(@)= (x , Xn) EF p(x, Xs) = 1B + + XB, 
则 c :太一 严 ，wh>ao(o) 与 p: 严 一 三， Xp( 都 是 线性 宰 s 间 的 同 构 映射 . 
定义 
o:Vi>V, Gro(o(g)) 
则 co 是 Vy 到 Vy 的 一 一 上 映射 且 对 任意 ,BP EV 及 AEF, 有 
olw+B)= 9p(ol(0@+B))= pol(a) +o(B))= 9p(o(0)) + (oi(B)) 
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=o(a)+o(B) 
ce)=p(ol(hMa))=p(il(w))=aMp(c(w))=hM(Ca) 
这 说 明 o: Vi 一 V 是 同 构 映 射 ,Vi 与 万 同 构 ， 
例 3 设 S,= vl,…,v, 1 是 S1= {wi,…,w,| 的 线性 组 合 ， 并且 >r. 求 
证 : S, 线性 相关 . 
证 明 对 每 个 宗 = (xi,…,x,)EF ,i 记 f()= w+ + wl,. 
容易 验证 
fCKI)+f(K2) = + 2), Af(XI) = f(A1K) 


从 而 
AI (KI)+ + Af (KR)= f(A K+ + AT,) 

对 所 有 的 素 !,… ,着 ,€ 产 和 和 1,… ,A,EF 成立. 

由 于 

Vj= QU + + au, (1<j<;s) 
对 每 个 1<j<s, 取 wi=(a ar)E 严 ， 则 
vj=f(@;) 
从 而 对 任意 X41,…,4,EF， 有 
A1vit + A 0 =Af(o) + +A fa,) 
= /f(AQ1 + + A0,) (2.6.7) 
由 于 s>r, 已 经 知道 严 中 * 个 数组 向 量 w;,… ,ec, 线性 相关 ,存在 F 中 不 全 为 
零 的 41 ,… ,4, 使 
AIQ1+'** +A0,=0 
代入 (2.6.7) 即 得 
Avi+'"+Av =/(0)=0 

这 证 明了 vw,… ,wv, 线性 相关 . 口 

例 3 就 是 $2.2 中 的 定理 2.2.5， 我 们 在 这 里 另外 给 了 一 个 证 明 ， 直 接 用 
数组 来 表示 向 量 v),… ,wv, ,将 这 些 向 量 的 线性 相关 性 转化 为 数组 的 线性 相关 性 
来 证 明 . 

例 3 中 的 wi,… ,wu 并 不 一 定 线性 无 关 ， 不 能 将 每 个 向 量 w = ajjul + …+ 
aju, 对 应 于 数组 w = (a1;,… ,ay)， 但 是 却 可 以 反 过 来 将 数组 w 对 应 于 向 量 v， . 

一 般 地 ， 对 数 域 上 任意 线性 空间 V 中 任意 一 组 向 量 $= {ui,…,u,}， 由 
于 5 不 一 定 线性 无 关 ，V(5) 中 的 向 量 w 表示 成 5 的 线性 组 合 的 表达 式 不 一 定 
唯一 ， 可 能 出 现 

QC = XU t+ XU = YU t+ yd 


但 是 (xi ,… , x;) 天 (y1, ”9 y; ) 的 情况， 因此 不 能 定义 o(xiwi 十 十 x ) = 
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(x1，"…,%;). (如果 这 样 定义 ,就 不 知道 a(xiwi + … + Ui) 应 当 等 于 (x ，,…, x;) 
还 是 等 于 (yi;,…,y,).) 但 是 ， 反 过 来 ， 可 以 对 每 个 着 = (x1,…,%,) 定 义 f( 卫 ) = 
XIUl+… + xU,， 这 样 定 义 的 f: 产 >V 不 是 一 一 映射 但 是 仍然 满足 条 件 

(1) fF(X+Y)=/(X)+/(Y), YX,YEF'; 

(2) f(AX) = A(X), VXEF', AEF,. 

仍然 可 以 用 数组 代表 向 量 来 进行 运算 或 推理 . 这 样 的 不 是 同 构 ， 我 们 称 

定义 2.6.2 设 Vi,V, 是 数 域 六 上 两 个 线性 空间 . 如果 存 在 映射 pq: Vi 一 
V,， 满 足 条 件 

(1) pg(@ +B)= po)+ p(B), yo,BEYV; 

(2) op(Aha)=A9(a), YaEV, AEF, 
就 称 yg 是 Vi 到 V 的 同 态 上 映射 (homomorphism). 

命题 2.6.3 设 p: 太 一 凡是 尺 上 线性 空间 之 间 的 同 态 映射 ， 则 

(1) 9 将 Vi 的 零 向 量 0 映 到 V, 的 零 向 量 0,; 

(2) 9 将 每 个 ea 的 负 向 量 映 到 gp(@) 的 负 向 量 : p(-w)= -ep(a)i 

(3) Vi 的 子 集合 $ 线性 相关 二 p(5) 线 性 相关 . 

证 阴 与 命题 2.6.3 的 证 明 完 全 相同 . 口 

利用 命题 2.6.3 可 以 将 例 2 中 的 证 明 进一步 简化 如 下 . 

例 3 的 又 一 个 证 明 

对 每 个 着 = (x1 yx)E FF 记 f()= x + + wu 则 f: Fr—>V(Si) 
是 同 态 映射 ， 每 个 v,E V(S)(1<i<s)， 存 在 XEF 使 f( 站:) = vv;. 由 于 s> 
r，F 扬 中 s 个 数组 向 量 X, ,… , 久 , 线性 相关 ， 因 而 (对 /),…,f(X,) 线 性 相关 ， 也 
就 是 v | ,… ,vv ,线性 相关 . 

命题 2.6.3 说 明了 命题 2.6.1 中 有 一 部 分 结论 对 同 态 映射 成 立 ， 但 其 他 部 
分 则 不 成 立 . 

例如 ， 任 取 上 不 等 于 零 的 线性 空间 VV， 取 V, =0， 定义 g: 太一 用 ， 
xch>0. 则 yp 是 同 态 映 射 , 它 将 整个 Vi 映 到 0， 及 的 线性 无 关子 集 5 映 到 
p(5) =0， 不 再 线性 无 关 ; 基 1 映 到 p(M) =0, 不 再 是 基 ; dim Vi >0= dim yy， 


习 题 2.6 


1. 设 复数 域 上 线性 空间 了 了 中 的 向 量 wcl,…，,an 线性 无 关 . 对 复数 4 的 不 同 值 ， 求 向 量 
组 i + 4G2… ,Gi_1+ AQi,0n + AG1| 的 秩 . 

2. 将 复数 集合 C 看 成 实数 域 上 的 线性 空间 Ca. 求 Cx 与 实数 域 上 2 维 数组 空间 R? = 
1(x,yY) |x,y,E RI 之 间 的 同 构 映 射 c， 将 1+i，1 -i 分 别 映 到 (1,0)，(0,1). 

3. 设 了 是 由 复数 组 成 的 无 穷 数列 { oj = 1a1,az,…, a,，,…j] 的 全 体 组 成 的 集合 ， 定 义 了 
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中 任意 两 个 数列 的 加 法 | oj + 15,) = 1as+ 56,| 及 任意 数列 与 任意 复数 的 乘法 4ia,} = ion| 
之 后 成 为 复数 域 C 上 线性 空间 . 

(1) 求证 : 了 中 满足 条 件 w = on -+ on-x(Ynz>3) 的 全 体 数 列 | ae 组 成 了 的 子 空间 驳 ， 
及 的 维 数 是 多 少 ? 

(2) 对 任意 (al ,aa)EC， 定 义 c(alyaz)= icon am E 克 求证: c 是 C2 到 
丈 的 同 构 映 射 . 

(3) 求证 ， 丈 中 存在 一 组 由 等 比 数列 组 成 的 基 ij. 

(4) 设 数列 { 已 } 满足 条 件 R= fF,=1 且 FF,= 请 .1+ FF,.2. 求 1F,| 在 基 放下 的 坐标 ， 
并 由 此 求 出 i,} 的 通 项 公式 . 

4. 设 R* 是 所 有 的 正 实数 组 成 的 集合 .对 任意 a ,bER'! 定 义 a@b= ab (实数 a,b 按 通 
常 乘法 的 乘积 )， 对 任意 aE R+ 和 AER 定 义 4。°4 = a. 求证 : 

(1) R* 按 上 述 定义 的 加 法 四 上 和 数 乘 X*。a 成 为 实数 域 R 上 的 线性 空间 . 

(2) 实数 集合 R 按 通 常 方式 定义 加 法 和 乘法 看 成 及 上 的 线性 空间 ， 求 证 : 通常 的 这 个 
线性 空间 RR 与 按 上 述 方式 定义 的 线性 空间 R+ 同 构 . 并 给 出 这 两 个 空间 之 间 的 全 部 同 构 
映射 . 
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§ 2.6 中 用 到 关于 集合 的 映射 的 一 些 概念 ,下面 对 集合 的 映射 的 有 关 概 念 
作 一 介绍 ， 以 便于 现在 与 将 来 的 应 用 . 

1. 设 S1，5, 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 给 定 了 一 个 规则 c， 它 将 5, 中 每 个 元 
素 a 对 应 到 S$, 中 一 个 由 a 唯一 决定 的 元 素 ， 记 为 c(w). 就 称 c 是 5 到 5, 的 
一 个 映射 (mapping) ， 记 为 

0:9S1 一 Saho(a) 
(注意 :我 们 用 一 表示 集合 51 与 5, 之 间 的 映射 关系 ,而 用 Fr> 表 示 两 个 集合 的 元 
素 之 间 的 关系 .) 

集合 5S1 到 自身 中 的 映射 c: Si 一 Si 称 为 5S; 上 的 一 个 变换 (transformation ) . 

设 o :S15, 是 映射 ， 对 每 个 cE S1，c(a) 称 为 a 在 o 下 的 像 (image)，a 
称 为 rc(a) 在 c 下 的 原 像 (inverse image). 每 个 PE 5S, 在 下 的 全 体 原 像 组 成 的 

合 记 作 o-1(8). 

Si; 称 为 映射 c 的 定义 域 (domain)， 5, 中 所 有 的 元 素 的 像 组 成 5S, 的 子 集 
ca(S)= lol(a)|aE S|， 称 为 o 的 像 (image)， 也 称 为 o 的 值 域 (range). o(5S)) 
也 记 作 Im oc. 对 每 个 8€ S,，BEo (Sec 1(B) 不 是 空 集合 . 

2. 设 o:51 悦 52 是 映射 . 如 果 每 个 BE S, 至 多 有 一 个 原 像 a€ Si 使 s (a) = 
B， 也 就 是 说 so(aj) =o(a,)Sal = ea， 就 称 c 是 单 射 (injection). 

如 果 每 个 PE 5, 至 少 有 一 个 原 像 a€ Si 使 s(a) = 8， 也 就 是 说 o (S|) = 
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S$, ， 就 称 o 是 满 射 (surjection),，(“ 满 射 " 就 是 说 o 的 像 充 满 了 5,.) 

如 果 每 个 BE 5, 恰 有 一 个 原 像 a€ Si 使 s(a) = 8， 也 就 是 说 o 既是 单 射 又 
是 满 射 ， 就 称 o 是 双 射 (bijection) ， 也 说 o 是 一 一 上 映射 (1-1correspondence). 

3. 对 映射 ci:S$Si 习 5S, 和 6o,: S, 一 9， 定义 映射 c:Si 一 5; 使 s(a)= 
or (oila)),， 则 vc 称 为 o1/，os 的 合成 (composition)， 也 称 为 ci ，cx 的 乘积 
(product) ， 记 作 6o = 6201. 

映射 的 乘积 满足 结合 律 (associative law): 

设 cl:S 一 9?，o:9S 一 3S3，03:93 一 94， 则 co3(oascl) = (0302)01. 

证 明 如 下 : 对 任意 aE€5., 记 B=ol(a), 7Y=0o(B), 6=o3(7). 则 
o3 (0201)(a)=03(7)=6, (0302)o01(a)= (0302)(B)=6 ， 可见 o3 (0201)(a) 
= (go302)o1(a) 对 任意 aE€ Si 成立 ，o3 (go201)=(0302)o1. 口 

对 每 个 集合 $， 定 义 上 映射 16:5 一 S$ ，a rt> a 将 5 的 每 个 元 素 映 到 自身 . 1。 
称 为 S$ 上 的 单位 变换 (unit transformation) 或 恒 等 变 换 (identity transformation)， 则 
对 任意 映射 o:51 ->5，， 有 o*(1s) = (ls)"a， 可 见 ， 恒 等 变 换 在 映射 乘法 中 
相当 于 1 在 数 的 乘法 中 的 作用 . 

设 o :5S1 王 $s 是 一 一 映射 ， 对 每 个 PE S,， 存 在 唯一 的 a€ 5 使 s(a)=8B， 
因而 可 以 定义 [68) = a . 这样 就 定义 了 上 映射: 5,> S51， 对 所 有 的 aE 5; 满足 条 
件 户 (ae) = a， 对 所 有 的 PE 5, 满足 条 件 of(B8) = 68. 也 就 是 说 : 刻 = ls 且 of= 
ls 我 们 称 这 样 的 映射 0 为 可 逆 觅 射 (invertible mapping)，f 称 为 o 的 逆 (in- 
verse) ， 记 为 = c !， 当 然 ,，o 也 是 可 道 映 射 ，f=o-1. 

由 刚才 的 讨论 中 知道 : o 是 可 逆 上 映射 o 是 一 一 映射 . 

设 ci :Si 一 3? 与 om :SS 一 S$3 是 可 道上 映射， 则 它们 的 乘积 a201: S1 一 5 是 可 
道上 映 射 . 且 (czcl)- = orloz ,这 是 因为 

of oz oaol= 07 01=1s ,0201°07 07! = 02°027 =1s, 
由 此 也 可 知道 :一 一 映射 o1 ,os 的 乘积 oo01 仍 是 一 一 映射 . 

有 限 集合 S; = fal,…,as1 上 的 可 道 变 换 o 称 为 51 的 一 个 置换 (permu- 
taion) ， 也 称 为 $1 的 一 个 排列 (arrangement). 置换 o 可 以 将 对 应 关系 用 列表 的 
方式 来 表示 . 例如 ， 集合 51 = 11,2,…,n} 上 的 置换 o 就 可 以 写成 


| 2 "| 
o= . . 四 
i 
或 直接 写成 (ii2…i,)， 表示 co(k) = 六. 
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例 1 (1) 设 本， 邢 : 分 别 是 数 域 上 的 线性 方程 组 
Xl1+ X23+X3— X4— xs=0 Xx1+2x2+7Tx3+5x4—-4xs=0 
人 一 | 
的 解 空间 . 求 Wi 站 W,. 
(2) 设 ri 是 建立 了 空间 直角 坐标 系 的 3 维 几 何 空间 RB 中 过 点 (0,0,0)， 
(1, ~1,0)，(1,2, -3) 的 平面 ，x? 是 过 点 (0,0,0)，(1, -1 -1)，(2,3,1) 的 
平面 ， 求 这 两 个 平面 的 交集 x 门 ey. 
解 (1) 将 两 个 方程 组 的 4 个 方程 共同 组 成 一 个 方程 组 ， 求 得 的 通 解 
(34 34 一 + tis 
即 
al - 方 ,3,- 廊 ,1,0] +t2 (3, -3,1,0,1) 
组 成 的 集合 就 是 王 | 门 W,， 容 易 看 出 ，Wi 门 W, 是 由 两 个 线性 无 关 向 量 生 成 的 
2 维 子 空间 . 
(2) 用 3 维 几 何 空 间 中 坐标 为 (x,y,z) 的 点 表示 Ri 中 的 向 量 (x,y,z)， 则 
xl 是 向 量 wi = (1, -1,0)，o2z = (1,2, - 3) 生成 的 子 空间 ，xs 是 pj = (1, - 1， 
-1) 与 fp, = (2,3,1) 生 成 的 子 空间 . 
gE nN ER 
(2.7.1) 
-1 2 -1 3 


0 
-| 本 
0 -3 -1 1/ \0) 


这 是 以 xi, xz,yl,y2 为 未 知 数 的 线性 方程 组 ， 求 得 通 解 为 ， 


19 和 
Caan 区 ,本 ,0， 1 


将 = 也 人 ， “4= 闻 t 代入 (2. 7.1) 得 


条 件 X101+ X202 = yi1B1+ yzp2， 即 
XiQ1+ x202 ~ y1B1 - yb =0 
将 @],@,, P,P; 的 坐标 代入 得 


1 1 1 2 


Xl + %2 一 Yi 一 yY2 


soe 0 1 (1,2, -3)=t(8,-3,-5) 


因此 友人 站 zs,=11(8, -3,-5)|1:ER} 是 (8, -3,--5) 生 成 的 1 维 子 空间 ， 图 像 
是 过 原点 和 点 (8, -3, -5) 的 直线 .， 口 
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例 1 的 两 个 小 题 中 的 子 空间 的 交 下 | 门 W, 与 x 站 x 都 是 子 空 间 . 这 不 是 
偶然 的 ， 一般 地 ， 线 性 空间 了 中 任意 多 个 子 空间 的 交 仍 是 子 空间 . 

定理 2.7.1 设 WW (i€ 7) 是 FF 上 线性 空间 V 的 任意 一 组 子 空间 ， 

U= (m=| ala€ W,Vi€l) 
是 这 些 子 空间 的 交 . 则 U 是 V 的 子 空 s 间 . 

(注意 :这 里 的 [是 用 来 给 出 子 空间 WW 的 “编号 ”i 的 集合 ,可 以 是 无 穷 
集合 .) 

证 明 对 任意 ww,v EU，AEF，U,v 舍 于 们 ;ejW; =>u,v 含 于 每 个 村. 
由 于 于 是 子 空间 ，w +v 所 了 可，MzE 防 . 这 又 导致 w+r 与 i 含 于 UVU= 
站 je 到 .这 就 证 明了 7 是 子 空间 . 

2. En 

空间 的 交集 是 子 空间 . 但 是 子 空间 的 并 集 一 般 不 是 子 空 间 ， 例 如 ， 将 建 

六 了 直 朋 至 慰 系 的 几何 宝 间 中 下 全 国人 7y;z) 的 点 4 与 从 原点 到 4 的 有 向 线段 
代表 的 向 量 04 = (x， y,z)ER 对 应 起 来 ,用 几何 空间 表示 向 量 空间 Ri、， 则 过 
原点 的 直线 表示 一 维 子 空间 . 但 对 任意 两 条 相交 于 原点 的 直线 L)，L，,， 从 工 ， 
六 中 分 别 取 出 的 非 零 向 量 04 ，05 之 和 既 不 在 L 中 ， 也 不 在 L 中 ， 这 说 明子 
空间 L1，L 的 并 集 LiU L, 对 向 量 加 法 不 封闭 ， 不 是 子 空间 : 事实 上， 包含 
LiU L 的 最 小 的 子 空间 就 是 过 Ll，L 的 平面 x， 这 个 平面 上 任意 一 个 向 量 [下 


都 能 分 解 为 0P = 04 + O08 的 形式 使 04 € 万， OBE L. 


一 般 地 ， 我 们 有 : 
定义 2.7.1 设 V 是 上 线性 空间 ，W,…, WW 是 VV 的 子 空间 .定义 
Wi+**+ W= {P+ +h IPE WVl<isit 

称 为 子 空 间 现 ) ,…, W, 的 和 (sum). 口 

命题 2.7.2 设 了 是 数 域 尺 上 线性 空间 ， 歼 ，，… 本 是 Y 的 子 空间 . 则 

(1) 有 +…+ 且 是 子 空间 . 

(2) 下 +…+ 到 ,是 包含 下 UU…U 到 的 最 小 子 空间 . 

(3) 取 每 个 本 (1sisb) 的 一 组 基 ， 则 M1U…U MM 生成 的 子 空 间 等 于 
W; +… + W,. 
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(4) dim (Wi + + W)<dim Wt + dim W,. 
证 明 记 到 = Wit…+ WWW,，M= MIU…UM,. 
(1) 任 取 w=wt 下 +EW v=vt +v, EW AEF, 其 中 w,, v2; 
EW, yl<sis<st. 则 
Utv =(U+v0) + +(u,+v,) 
Au = (AU1) + + (A) (2.7.3) 
对 每 个 1<i<t1， 由 于 W 是 子 空间 ,wi,v,EW 坟 U+viEW 且 Xu;€ 
， (2.7.3) 说 明了 w+v 所 ，Au 下， 这 证 明了 多 是 子 空间 . 
(2) 对 任意 wE WU… 了 UT， 存在 1<isgt 使 WE WW， 对 每 个 1<j<1， 
当 ji 时 取 w;=0€ WW， 当 j= 时 取 w = wiEW, 则 w= wit"+wEW. 
这 就 说 明了 下 包含 WU…U TW. 
设 U= VAWIU…U 了 WV) 是 WU…U 到 生成 的 于 空间 ， 也 就 是 包含 WU 
U W 的 最 小 子 空间 . 则 UV 包含 任何 一 组 w;, EW (lgisi) 之 和 wi +… + w,， 
也 就 是 包含 下 .由 W 是 子 空间 知 到 = U. 
(3) 每 个 材 (1<ist) 是 M, 的 线性 组 合 ， 因 而 WIU…U 殉 是 M= MiU… 
U M, 的 线性 组 合 . 而 WW 是 WU…U WW 的 线性 组 合 ， 因 此 WW 是 M 的 线性 组 合 
等 于 MM 生成 的 子 空间 . 
(4) 多 由 M 生成， 其 维 数 dim 到 不 超过 M 所 含 向 量 个 数 |M| ， 每 个 M， 
所 含 向 量 个 数 | M | = dim W,， 因此 dim We | Mi| + + |M,| = dim Wi+ 
dm W,. 口 
根据 命题 2.7.1 (3)， 如 果 知 道 了 每 个 子 空间 月 (1 < i<i) 的 一 组 基 M,， 只 要 
求 出 M1U…U MM 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 S， 则 $ 就 是 WW +… + 取 的 一 组 基 . 
显然 ， 子 空间 的 和 满足 交换 律 和 结合 律 : 
Wi+ W, = W, + WI; 
(Wi+ W) + Ws= Wi+(W,+ W); 
Wit+**+W=(W++ Wi1)+ W,. 
3. 于 空间 和 的 维 数 
我 们 知道 了 子 空间 WW ,…, W, 的 和 W 的 维 数 dim (W, + + WW) edim WI 
“+ dim WWW， 很 自然 就 关心 什么 时 候 dim (WW +… + 到)=dim Wi+…+dim 取 . 
先 来 看 两 个 子 空间 下 ，W 的 和 多 = 到 | + WW 设 dim Wi = m，dim W,= 
， 分别 取 到 ， 瑟 的 基 Mi = fei ,an 和 1 = {1B,…,pB},， 则 下 由 m+s 
不 向 是 m 0n ,有 ,及 生成 如 果 这 m +s 个 向 量 线性 无 关 ， 它们 就 组 成 
Wi + WW 的 一 组 基 ， 此 时 就 有 dim (Wi + WW) = dim Wi + dim W,. 
如 果 本 站 瑟 =r 关 0， 就 可 以 取 Wi 门 W 的 一 组 基 Mo = {a1,… ,| 扩充 


92 第 2 章 线性 空间 


为 Wi 的 基 Mi = a1,… ,0;,… ,Qn|， 同 样 也 由 Mo 扩充 为 Ws 的 基 M, = | Qi， 
… ,0,,B,,1，…,P.1， 此 时 Mi 与 Ms 中 有 7 个 重复 的 向 量 g1,…,@, ， 它 们 的 并 
集 导 = MIU M2 = ai cn 8 有 | 仍 生成 到 + W。， 但 只 包含 m+s-r 
个 向 量 ，dim (Wi + WW,) 就 达 不 到 m + s， 最 多 只 有 m+ s ~ r， 我 们 证 明 由 这 m 
+s-r 个 向 量 组 成 的 集合 W 线性 无 关 ， 组 成 WW + 到 的 基 . 
定理 2.7.3 设 ,WW 是 5V 的 子 空间 ， 则 
dim ( Wi + W) = dim W, + dim W, — dim (Wf W,) 

证 明 取 了 瑟 有 了 配 的 一 组 基 Mo = | xi,a: ， 扩 充 为 | 的 一 组 基 Mi = 
[ee cr on 又 将 Mo 扩充 为 W, 的 一 组 基 Ma = | ol， …，a，， 
及, 及. 则 

M= MIV M2= canon 有 
生成 Wi + WW ， 所 含 元 素 个 数 
IM|= |M|+|M| -|Mo| = dim Wi+tdim Wi- dim (WifNW)=m+s-r 
我 们 证 明 M 线性 无 关 ， 是 下 | + WW; 的 一 组 基 . 
设 
XIQL+ + XO +t nn + yriBiit+'+y,B,=0 (2.7.4) 
其 中 xi,y EF(llsigm,r+lsjss). 
将 (2.7.4) 移 项 得 
XQ t+ XO +…+Mnon = -rip 一 (2.7.5) 

将 等 式 (2.7.5) 左 边 的 向 量 记 为 ag， 右边 的 向 量 记 为 pp. 则 @ 是 Mi 的 线性 
组 合 ， 含 于 W; B 是 MM, 的 线性 组 合 ,， 含 于 本 ,等 式 (2.7.5) 说 明 w = 同时 
含 于 了 本 与 殉 ， 因 而 @ = PE Wi 门 W. B 应 是 Wi 门 W, 的 基 Mo 的 线性 组 合 ， 
即 : 存在 y,€EF (ls<isgr) 使 

yiol+…+yo = 有 = -yb — yb, 
即 
7y1CI1+…+Jor+yrrlpi+…+》 有 =0 (2.7.6) 

由 于 M2= 1al 0 及, 有 是 于 的 基 ，(2.7.6) 仅 当 所 有 的 和 =0 

(1<is<s) 时 成 立 . 代入 (2.7.5) 得 
MX1C1+ 二 MO + =0 (2.7.7) 
而 Mi = | xi,…，,onl 是 现 | 的 基 ，(2.7.7) 仅 当 所 有 的 =0 (1< i m) 时 成 立 . 

这 就 说 明了 (2.7.4) 仅 当 所 有 x;= y=0(1<ism,rt+1sgj<s) 时 成 立 ，MM 

= fo,pllsism,r+t+1lsjs<s| 线 性 无 关 ， 确实 是 WW + 歼 ? 的 基 ， 从 而 
dim (Wi+W)=m+s-r=dim Wi+dim W,-dim(WNW,) 口 
推论 2.7.1 设 玉 ,WW 是 的 子 空间 ,: 则 
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dim (Wi W) > dim Wi + dim W, - dim V. 
特别 ， 当 dim 名 + dim WW, > dim VV 时 有 Wi 门 Ws0. 
例如 ， 在 3 维 几 何 空 间 V = R 中， 过 原点 的 两 个 平面 W, W, 的 维 数 之 和 

dim Wl + dim 多 ,=2+2>3= dim V， 因 此 这 两 个 平面 的 交 Wi 门 天 0， 是 一 条 
直线 ( 当 Wi 歼 ; ) 或 一 个 平面 ( 当 Wi = W,). 

推论 2.7.2 dim (Wi+ W,)= dim Wi+dim WSOW NW=0. 0 

推论 2.7.3 dim (Wi+t + W)= dim W + +dim We(W+ + W)N 
Ws1=0 对 1<ist-1 成 立 . 

4. 于 空间 的 直 和 

机 = WW +… + 邢 , 中 每 个 向 量 w 都 能 写成 w = wi + … + w, 的 形式 ， 使 Wi 
EW (YI1igisgt). Nn 果 每 个 w; 由 w 唯一 决定 ， 就 可 以 将 w; 看 作 是 w 在 了 
中 的 分 量 . 这 自然 有 一 个 问题 : 什么 时 候 w; 由 w 唯一 决定 ? 

例 2 (1) 在 3 维 几何 向 量 空间 怕 中 , 取 W=|(x,y,0)|x,y€Ri 为 x0y 
平面 ，W, = 1(0,0,z)|zE RI 为 z 轴 ， 则 R? 中 每 个 向 量 g = (x,y,z) 可 以 写成 
a = (x,y,0)+ (0,0,z) 的 形式 ， 其 中 @j = (x,y,0)E WI, 0; = (0,0,2z)E€ W,. 
因此 R3 = Wj + 元 ;， 易 验证 gl，o2 由 @ 唯一 决定 ， 可 以 分 别称 为 w 在 WW， 
WW 中 的 分 量 ， 比 如 w 是 一 个 力 ， 则 wi 是 wx 在 水 平方 向 上 的 分 力 ，a2z 是 w 在 
竖 直 方向 上 的 分 力 . 

(2) 仍 考虑 3 维 几何 向 量 空间 BB， 取 WW = 1(x,y,0)|x,yERI 为 xOy 平 
面 ，W,= 1(0,y,z)|y,zE Rj 为 y0z 平面 则 了 中 每 个 向 量 w 仍 可 写成 & = 
Qi+ 02 使 QE WI，Q2€ 了 因此 仍 有 R= Wi+ 配 . 但 此 时 @ 不 能 唯一 决 
定 @1，@;. 例如 w =(*,y,z) 既 可 写成 (x*,y,0) + (0,0,z)， 也 可 写成 (x,0,0) 
+ (0,y,z)， 还 可 写成 (x,t,0) + (0,y -1,z)， 其 中 1 ER 可 以 任意 选取 . 口 

一 般 地 ， 如 果 两 个 子 空间 殉 /，W 的 交 不 为 0， 则 w€ Wi + Ws 的 每 个 分 
解 式 w= wit+ wa (wi€ WW) ,wi WW;) 都 可 以 改写 为 w= (wi+ wo) + (wa wo)， 
其 中 woE WW 门 WW, 可 以 任意 选取 ， 而 wi + woE WW，w2 - woE Wi 总 是 成 立 . 
由 于 wo 的 不 同 选择 ， 就 得 到 w 的 不 同 分 解 式 . 这 说 明 当 配 站 号 关 0 时 分 解 
式 w= wt wy (wiE Wl,w et W,) 不 唯一 . 

定义 2.7.2 设 殉 ,…, WW, 是 线性 空间 VV 的 子 空 间 ， 到 = 色 +…+ 了 配 . 如 
果 下 中 每 个 向 量 w 的 分 解 式 

w= wit +w, wiEW, Visisgt 
是 唯一 的 ， 就 称 下 为 下 | ,… ,多 的 直 和 (direct sum)， 记 为 W 旬 … 甸 WV,. 
不 难 发 现 ， 直 和 与 线性 无 关 有 类 似 之 处 : 
子 空间 罗 , ,…, 歼 | 的 和 是 直 和 : w EE€ Wl +… + WW 的 分 解 式 w = wi+*…+ 


94 第 2 章 线性 空间 


w, 中 每 个 wiE 了 村 由 w 唯一 决定 . 

向 量 组 w ,…，a, 线性 无 关 : wgEY (ai,…，,oa') 的 分 解 式 gw = xl + … 上 + 
X04 中 每 个 系数 x;E FF 由 @ 唯一 决定 . 

我 们 知道 ， 只 要 零 向 量 分 解 为 gl ,… ,@, 的 线性 组 合 0 = xiol +… + xQ 的 
系数 x ,… , x, 具有 唯一 性 ， 只 能 都 是 0， 就 决定 了 向 量 组 gi,…,@&, 线性 无 关 ， 
也 就 决定 了 VCe1,…,@,) 中 任何 一 个 向 量 0 的 分 解 式 xi@l +… + xie, 中 的 系数 
x1,"…,% 的 唯一 性 . 

类 似 地 ， 可 以 猜想 到 : 如 果 零 向 量 的 分 解 式 0 = wi+ +w(wEW,l<i 
夺 外 中 的 wi,…,w, 具有 唯一 性 ， 只 能 都 是 0， 是 否 也 能 决定 WW + … + W, 中 任 
何 一 个 向 量 的 分 解 式 的 唯一 性 ， 从 而 决定 本 ,…，, 陵 的 和 是 直 和 ? 

稍 加 研究 ， 发 现 确 实 如 此 : 

定理 2.7.4 ”WW +…+ WW 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 : 

wit'"+w=0wEW, Vl<i<i)Ow = = w=0 (2.7.8) 

证 明 显然 ， 零 向 量 可 以 分 解 为 0 = wi + … + wu,， 其 中 每 个 u, = 0E€ WW， 
Vl<i<it， 如 果 WW +…+ WW, 是 直 和 ， 则 由 零 向 量 的 分 解 式 的 唯一 性 知 所 说 
条 件 (2.7.8) 成 立 . 必要 性 得 证 . 

现在 设 (2.7.8) 成 立 ， 求 证 WW +…+ 多 是 直 和 . 设 wE 到 +…+ 了 有 两 
个 分 解 式 

WwW= wt + Ww, w=uUt+ + 其 中 wi,uwEW, Vvl<i<t 
将 两 个 分 解 式 相 减 得 
O=w -w= (Wi -0) + + (wv,) (2.7.9) 
其 中 w; - v; EW(Y1lsgis<t). 由 于 假定 了 条 件 (2.7.8) 成 立 ，(2.7.9) 成 立 仅 
当 w; -v=0 即 w;=v; 对 所 有 1<i<i 成 立 ， 这 就 证 明了 写法 w = wit+*…+ 
w, 的 唯一 性 ， 吏 :+ … + 歼 ) 是 直 和 . 

由 例 2 中 看 出 ， 两 个 子 空间 WWW,，W,; 的 和 是 直 和 的 必要 条 件 是 Wi 站 WW = 
0. 我 们 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 

定理 2.7.5 Wi+W,= W@W, SW WwW,=0. 

证 明 先 设 Wi+ Ws= W@W,. 任 取 wEW Wp， 则 0=w+(- w) 且 w 
€ WW ，-wE WWW， 由 零 向 量 分 解 的 唯一 性 得 w=0， 可见 Wi 门 WW =0. 

再 设 Wi 门 WW,=0. 设 0 = wi+ wa (wiE Wi, wi€E WW), 则 wi= - w EW 
们 丈 ; =0， 从 而 wi = ws =0. 这 说 明了 丈 ,+ 有 是 直 和 . 口 

由 定理 2.7.5 和 推论 2.7.3 立即 得 出 : 

推论 2.7.4 Wi+ WW= Wi®BW, dm (W+ WW)= dim Wi+dim W. 口 

这 个 结论 也 适用 于 任意 有 限 个 子 空间 的 和 : 
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定理 2.7.6 设 W,…, WW, 是 数 域 记 上 有 限 维 向 量 空间 V 的 子 空 间 . 则 
Wit+ WW= WORBW Odim(W t+ WW)= dim Wi+… + dim W, 
各 歼 ; 的 基 M; (1<isg1) 中 的 向 量 共同 组 成 的 集合 就 是 WW + … + W, 的 一 组 基 . 
证 了 明 取 每 个 子 空间 于 的 一 组 基 M,= |w was wial(lsist), 其 中 4a; =. 
dim W;， 则 所 有 的 M; 中 的 基 向 量 组 成 的 集合 
M= Iwllsisit,lsjsdil 
生成 到 = 了 酌 +…+ 取 . 帮 包 含 的 向 量 个 数 &= dj+…+ d=dimW+…+dim 瑟 . 
dim 下 = d = dim WW +… + dim 多 合计 线性 无 关 ， 是 丈 的 一 组 基 . 
设 


Dp xiw; = 0 (2.7.10) 


其 中 所 有 的 xyE FF. 对 每 个 1<isi; 记 p= Da E 于 , 则 (2.7.10) 成 为 
5 +…+ 有 =0 (2.7.11) 
先 设 丈 是 歼 ; ,… , 克 的 直 和 ， 则 (2.7.11) 成 立 仅 当 所 有 的 B=0(1<is 


2). WD 3) sv =0. 再 由 M; = | wa ,…, wia | 线性 无 关 知 道 所 有 的 xy = 0， 这 


就 证 明了 加 线性 无 关 ， 是 下 的 基 ,， 从 而 dim WW= qd = dim Wi+… + dim 了 用， 
反 过 来 ， 设 dim WW= d 成 立 ， 则 MM 线性 无 关 ， 如果 有 w;EW (la<is<t) 
使 
wi+'*+w,=0 (2.7.12) 


d 
=1 


Sm =0 


M 线性 无 关 追 使 所 有 的 y; = 0 从 而 所 有 的 Wi =0， 这 证 明了 WW= Wi+*…+ WW, 
是 直 和 . ” 口 
由 定理 2.7.6 和 推论 2.7.3 得 出 : 
推论 2.7.5 Wi+…+ WW 是 直 和 (Wit…+W) 站 Wi1=0 对 1<ist- 
1 成 立 ， 口 
定义 2.7.3 设 下 是 V 的 子 空间 .如 果 V 的 子 空间 UU 满足 条 件 W@@U=V， 
就 称 忆 是 到 在 了 中 的 补 空间 (complement space). 口 
命题 2.7.7 设 WW,U 是 V 的 子 空 间 . 则 以 下 命题 等 价 : 
(1) U 是 WW 在 V 中 的 补 ; 
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(2) dim W+dim U=dim VE WN U:=0; 

(3) 下 的 基 与 U 的 基 的 并 集 是 V 的 基 . 

由 此 得 到 构造 补 空间 的 方法 : 将 丈 的 任何 一 组 基 Mi = | gl1,…, Qa;| 扩 充 为 
7 的 一 组 基 M = | or 0 0,|， 则 所 添加 的 向 量 &, ,1,…,@ 生成 的 
子 空间 上 0 就 是 下 在 V 中 的 一 个 补 空间 . 

将 补 空间 U 的 每 个 基 向 量 @; (r+1<ig<n) 加 上 WW 中 的 任意 向 量 w;， 得 
到 的 一 组 向 量 w + w (r+1<isn) 生 成 的 子 空间 Ui 仍 是 多 的 补 空间 ， 且 当 
玉兰 VV 时 可 以 至 少 选择 一 个 wi 头 0， 此 时 Uz Ui， 这 说 明 : 当 玫 zzV 时 ， 下 在 
V 中 的 补 空间 不 唯一 . 

注 : 设 记 ,… ,VV 是 同一 数 域 r 上 的 线性 空间 ，( 不 一 定 是 同一 个 线性 空间 
的 子 空间 ). 我 们 可 以 利用 Vi,…,V, 构造 一 个 新 的 集合 

= {vv vw EV,VYI<iagil. 

称 为 Vi，,…,V 的 笛 卡 玫 积 (Cartesian product) (就 好 像 Descartes 利用 实数 作为 坐 
标 构造 实数 组 一 样 . ) 在 V 中 可 以 定义 加 法 和 数 乘 运 算 : 


(Wy tv 0 = Ut vo, + 9); 
a (vis sD) = av , av). 
这 样 VV 就 成 为 上 的 线性 空间 ， 称 为 让 ,… ,WV 的 直 和 . 对 每 个 1<is1， 
将 每 个 € 大 对 应 于 ci (vw;) = (01,…,0; -1,0 ,0i41,…,0,)EV， 其 中 0 是 WW 的 


零 向 量 . 则 集合 o; (VY.) = {ov )|1v EVl 是 VV 的 一 个 子 空间 ，o,: Vm> al (VV,) 
是 同 构 映射 则 了 是 子 空间 c; (V.)(1<isgt) 的 直 和 . 


习 题 2.7 


1. 给 定 到 的 子 空间 Wi 的 基 | &1, as] 和子 空间 W, 的 基 | ,Pp,}， 其 中 
xi=(1,1,0,0)， [pi= (1,2,3,4) 
(Moro 人 
分 别 求 中 + 歼 ， 卫 站 形 : 的 维 数 并 各 求 出 一 组 基 . 
2. 设 下， 分 别 是 数 域 上 的 线性 方程 组 
X11+ X22+ xX3=0 xXx1+2xX2+4x3+2x4=0 
人 | 
的 解 空间 . 分别 求 WW + 隔 及 配 站 号 的 维 数 并 各 求 出 一 组 基 . 
. 设 WW ，W 分 别 是 数 域 上 齐 次 线性 方程 组 zi + x2+… + x=0 与 xi= Xx2= = 和 
的 解 空 间 . 求证 : 严 = W@W. 
4. 举 出 满足 下 面条 件 的 例子 : 子 空间 WW!,…, WW, 的 两 两 的 交 是 06, 但 歼 )+…+ 肌 不 是 
直 和 . : 
5. 设 F[xj] 是 以 数 域 FF 为 系数 范围 、x 为 字母 的 全 体 一 元 多 项 式 f(x) 组 成 的 上 的 线 


xX2+4x3+3x4=0 
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性 空间 . 求证 : 
(1) S= f(x)E FEx]|f(-x)=f(x)H 和 KK= f(x)|f(-x)= -f(x)|1 都 是 F[x] 的 子 
空间 . 


(2) F[x]=S@K. 
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例 1 已 知 平面 ri/:x%x+y+z=0，xs:2x+ y+5z=0 相 交 于 一 条 直线 1. 
过 1 及 点 4 (2,5,1) 作 平面 x， 求 r 的 方程 . 

解 ” 易 验证 平面 x 不 过 点 4， 对 任意 实数 4， 

A(x+y+z)+(2x+y+5z)=0 (2.8.1) 

是 3 元 一 次 方程 ， 它 的 图 像 是 平面 . 显然 , 方程 x+y+z=0 与 2x+y+5z=0 
的 公共 解 是 方程 (2.8.1) 的 解 . 因此 ， 方 程 (2.8.1) 所 表示 的 平面 x 一 定 经 过 平 
面 xl ，x2 的 交 线 . 只 须 适 当选 择 X 的 值 使 x 经 过 点 4(2,5,1). 为 此 ， 将 x = 
2,，y=5,，z=1 代 人 方程 (2.8.1) 得 


8A4+14=0 OA= -二 


将 1 = - 才 代 入 方程 (2.8.1) 得 二 zx 于 7+ 卫 =0， 即 


X-3y+13z=0 
此 方程 的 图 像 是 过 1 及 点 4 的 平面 ， 而 满足 此 条 件 的 平面 是 唯一 的 ， 因 此 这 就 
是 所 求 的 方程 。 口 | 
一 般 地 ， 设 平面 ri:4ix + Biy+ Ciz+ Di=0 与 zp: 4sx + Byy + Cyz + DD, 
=0 有 公共 点 ， 因 而 交 于 一 条 直线 1， 则 x;，x; 的 方程 的 非 零 线性 组 合 
Ai(Aix+ Bly+ Ciz+ D1)+A(Asx+ Bay+ Csz+D,)=0 ((41,4,)#(0,0)) 
的 全 体 组 成 的 集合 就 是 过 i! 的 平面 的 方程 的 全 体 的 集合 . 


例 2 求 方 程 V +x+1+V2x2+%+5=V -3x+13 的 实数 解 . 


解 令 w=vVxi+t+x+t+1l, v =V2x +r+5, w= x* -3x +13， 则 原 方程 
成 为 


ut+v=w (2.8.2) 
设法 求 常数 X41,， As 使 Mt(z+x+l)+h (2x2+x+5)= x -3x+13 
即 A (1,1,1) + a2 (2,1,5) = (1, -3,13) 
XA1+242=1 ， ， 
mya 3 得 人 因而 
Al1 + 5A,=13 
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-7(x2+xY+li)+4(2x2+x+S) = 和 一 3x+13 


即 -7z2+4D2= w (2.8.3) 
将 (2.8.2) 代 人 (2.8.3) 得 -7 妇 +49 ?=(u+v)? 
整理 得 3v7-2uv -8u =0 
左边 因 式 分 解 得 
(v-2u)(3v+4u)=0 (2.8.4) 


易 见 当 x 为 实数 时 ，x?+x+1，2x?*+%x+5 痢 是 正 实数 ， 而 ww,o 分 别 是 它们 的 
算术 平方 根 ， 恒 为 正 ， 因 此 3o+4z>0， 只 能 -2 =0， 即 vv=2， 即 


V2x2+x+5=2Vx+x+l 


两 边 平 方 ， 整 理 得 


2x2+3x-1=0 人 xx = 


二 3 六 也 


-3+V3+8g8 -3+V17 
4 =- 14 


经 检验 ，x = 
解 . 口 

例 2 解答 的 关键 是 多 项 式 x* +x+1，2x*+x+5，x2 -3x+13 线 性 相关 ， 
利用 了 它们 之 间 的 线性 关系 式 求 得 了 方程 的 解 . 

例 3 (Fibonacei 数列 ) 数列 FF ,FF ,… ,FF,,… 满 足 条 件 

= =1; 下 = [1+ -2( 对 所 有 的 正 整 数 n>>3) 

求 这 个 数列 的 通 项 公式 . (这 个 数列 称 为 Fibonacci 数列 . ) 

解 ” 对 任 一 固定 的 正 整 数 n 二 3， 将 任 一 n 项 数列 = (a1,as,…, a) 看 作 

复数 域 C 上 n 维 数组 空间 C" 中 的 向 量 . 记 了 为 C" 中 满足 递 推 关系 
ai=a-ita- (Y3 三 is) 

的 向 量 (al, as,…, a) 的 全 体 所 组 成 的 子 集 ， 则 Fibonacci 数列 的 前 ”项 组 成 的 
向 量 g = (Fi, 了 ,… ,了 了,) 仿 于. 

易 验 证 了 对 向 量 的 加 法 以 及 向 量 与 复数 的 乘法 两 种 运算 封闭 ， 是 C" 的 子 
空间 . 并且， 了 中 每 个 w = (al,as，…, a) 由 前 两 项 a)，a, 决定 ， 可 以 记 为 
w = aiya)， 特别 Fibonacci 数列 g = f(1,1). 

映射 


一 一 -一 确实 是 原 方 程 的 解 ， 因 此 就 是 原 方程 的 全 部 实数 


f:C>V, a, oa) f (a1, a2) 
是 复线 性 空间 之 间 的 同 构 映射 由 dim CQ = 2 知道 dim 了 =2， 只 要 找到 C2 的 
任意 一 组 基 {X 2 ， 则 1f(XX1),f(X,)| 是 V 的 一 组 基 . 
考虑 VV 中 包含 哪些 首 项 为 1 的 n 项 等 比 数列 p=(1,g,g’,…,g"1). PpE 
V 的 充分 必要 条 件 是 
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-1 i-2 i~3 
Qi=a;_1+a;-_2 即 g =q + oa 


gq , V3<i<n 
也 就 是 gf=g+1, 即 g2?-g-1=0， 解 之 得 9 =， 

、 1 -V5 1 +V5 

记 9= 一 7， 492= 5 ， 
列 ， 


则 f(1,gq1)，f(1,g2) 是 V 中 所 含 的 两 个 等 比 数 
由 于 gi 92，(1,91)，(1, gq;) 组 成 C 的 一 组 基 ，f(1, gl)，f(1, gs) 组 成 
V 的 一 组 基 . 


我 们 来 求 Fibonacci 数列 p = f(1,1) 在 这 组 基 下 的 坐标 (x,y)， 即 求 x，y 
使 


f(1,1) = xf(1,g1) + yf(1,g2) = /f(x+y,g1%+ gq2y), 


_ -1 
x+y=1， ”gg 

即 | 解 之 得 
qx+qy=1, 1- gi 
7 = 一 一 一 

从 而 


4d2— qi1 
onlinl 对 (gq-1)+g "(1- gq) 
F,=xg +yg3 = gg 
由 于 q+g2=1, g.-1= ~qg, 1- gi= gq;, 又 qa - gl =V5. 因此 
1+Y5Y” _ 11-V5 
,gaa 2 ) 2 ) 
n VS 站 
一 般 地 ， 对 任意 复数 5 ，c， 满 足 条 件 o = ba, _; + cao。，;(n 3) 的 数列 jc,} 组 
成 复数 域 C 上 的 线性 空间 YY， 了 中 每 个 {a,1 由 前 两 项 cl ，o 决定 ， 可 以 记 为 f(ai， 
02)，f:C->V 是 复数 域 C 上 线性 空间 的 同 构 上 映射， 因此 dm V = dim C =2. 
公 比 为 g 的 等 比 数 列 含 于 Vg*- bg -c=0. 


如 果 方 程 g9? - bq - c =0 有 两 个 不 相等 的 复数 根 gy，g,， 则 f(1, gq1)， 
f(1,92) 组 成 V 的 一 组 基 . 可 以 采用 例 3 的 方法 ， 通过 解 方程 组 


{i 


qiX+ 927 = Q2 


求 出 f(a1,a2) 在 基 |/(1,g1),f(1,g2)| 下 的 坐标 (x,y)， 从 而 求 得 fa, = f(a， 
az) 的 通 项 公式 


an = xg1” + 9 

例 4 设 x1,…,x, 是 个 不 同 的 复数 ， 7 ，… ,Yn 是 任意 个 复数 . 求证; 
存在 唯一 一 个 次 数 低 于 nm 的 多 项 式 f(x) = ao + aix + azx + …+a ix il 使 
As)= 和 对 1<is<n 成立. 并 求 出 这 个 f(x). 
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解 ” 将 次 数 低 于 ” 的 复 系数 多 项 式 的 全 体 组 成 的 集合 记 为 Y. 则 了 中 任意 
两 个 多 项 式 方 ， 户 之 和 仍 在 了 中 ,， 且 了 中 任意 太 的 任意 复数 倍 MKE TY， 并 且 ， 
多 项 式 的 加 法 和 数 乘 满足 8 条 运算 律 . 因此 VY 是 复数 域 上 线性 空间 . 显然 11， 
xx 是 了 的 一 组 基 ， 因 此 dim V=n. 

对 每 个 fEV, 记 of = (f(z0),…,f(x4))EC". 则 是 了 到 C" 的 映射 ， 显 然 ， 

cf+j)=c)+rc， 且 cj) =aic() (VETAEC) 
(2.8.5) 
所 求 的 是 满足 条 件 of = (yi1,…,y,) 的 fET. 

对 每 个 1<is<sn， 记 ej€ Fr" 是 第 i 分 量 为 1 其 余 分 量 为 0 的 n 维 数组 向 
量 . 则 = {fel,…,e,l 是 C" 的 自然 基 . 如 果 能 对 每 个 ; 找到 一 个 g;€ 使 og; 
= e;. 则 对 任意 复数 y,,…,y, 有 

oO(yig1 + + yngn) = Yo(81) + + yn (Bn) = yi1E1+ "+ ynen 


= (ya) = 7181+ + Yn gn 
符合 要 求 . 


现在 需要 对 每 个 1< i< n， 和 寻找 g; 使 og; =e， Be(s)=| 
x (j 关 让 都 是 gi(%) 的 根 ， 因 此 可 取 
gi(x)=2: | (x-x) 


lsjsn,jzi 


0,， 当 jz i， 
1,， 当 j=i. 


和; 是 待定 常数 ， 再 由 
gi(xi)=2 | C(x-%)=1 


lasign,j*i 


求 得 
1 i 
Ai = 3 从 而 i 二 一 
11 (a — wi) gi( x) ll — 入 
于 是 
g(x)= Ze = > [1 | (2.8.6) 
是 满足 条 件 的 多 项 式 . 


假设 还 有 f(x)EV 满足 所 说 条 件 of = (yi，…,y,)， 则 
sf- 8)= -og= (pp) (00) 
记 有 =f-gE€EV, 则 fo(xi)=0 对 所 有 的 1<isn 成 立 ，x1,…,x。s 是 方程 
fo(x)=0 的 nn 个 不 同 的 根 . 如 果 有 hz0, 设 及 是 m 次 多 项 式 . 则 0<msn- 
1, 一 元 m 次 方程 f(x) =0 至 多 有 m 个 不 同 的 根 ， 不 可 能 及 个 不 同 的 根 . 
矛盾 . 这 说 明 只 能 fh=0，f = g， 满 足 条 件 的 低 于 n 次 的 多 项 式 只 有 了 唯一 的 一 
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个 


就 是 (2.8.6) 中 的 g. 
表达 式 (2.8.6) 称 为 Lagrange 插值 公式 ， 
一 般 地 ， 对 任意 数 域 ,将 系数 在 严 中 、 以 x 为 字母 的 、 次 数 低 于 mn 的 
多 项 式 的 全 体 所 组 成 的 集合 记 为 [x]. 按 例 4 所 说 ， 对 FF 中 个 不 同 的 数 
x1,… ,Xn 定义 映射 

o:F lx]j>F", fm>(f(x1), ,f(x,)). 
则 o 是 同 构 映射 . Lagrange 插值 公式 说 的 就 是 : 


oli:F"—>F,[x], oo Dr ll | 


sisajzi 一 条 

例 5 (中 国 剩余 定理 ) 对 任意 非 负 整数 y, <3，y, <5，y3 <7， 求 证 : 存 
在 最 小 的 非 负 整 数 使 它 除 以 3，5，7 的 余数 分 别 是 yl; ，7a ，y73， 

解 ” 对 每 个 整数 x*， 设 x 除 以 3,5,7 的 余数 分 别 是 m ,rr ， 则 记 o(x) = 
(rryr)， 如果 能 分 别 找到 整数 xi, xz, x3 使 

ao(x1)=(1,0,0), o(%x2) = (0,1,0), o(x3) = (0,0,1) (2.8.7) 

则 

oyix1+ yax2+ ya3x3) = y1(1,0,0) + ya(0,1,0) + y3(0,0,1) = (y1,72,73) 
取 *= yixli+yaxz+ysx3， 则 x 除 以 3,5,7 的 余数 分 别 是 yi ,yi,y3.3,5,7 的 最 
小 公 倍 数 是 105. 将 x 除 以 105 求 余数 + = x - 105g4， 其 中 9 是 整数 且 0<r < 
105， 则 > 是 满足 条 件 的 最 小 非 负 整数 . 

以 下 求 满足 条 件 (2.8.7) 的 非 负 整数 xi, x2 ,x3. 

由 c(xi) = (1,0,0) 知 xi 除 以 5,7 的 余数 都 是 0，xi 是 5, 7 的 公 倍 数 ， 
x1 =35k,， 为 整数 . 依次 试验 k=1,2,… 使 35k 除 以 3 余 1. 发 现 上 =2 时 的 
x1 = 70 符合 要 求 . 

类 似 地 ，o( ws) = (0,1,0) 意 味 着 中 是 3，7 的 公 倍 数 ，x2a =21k，k=1 时 
的 x =21 除 以 5 余 1. ol(x3) = (0,0,1) 意 味 着 xs 是 3，5 的 公 倍数 ，x3 = 15k， 
k=1 时 的 x3=15 除 以 7 余 1. 

于 是 ，x =70yi +21y; + 15y3 除 以 105 所 得 的 余数 > 是 满足 条 件 的 最 小 非 
负 整 数 . 口 

虽然 例 5 中 的 * 与 (yi,yz,ys) 都 不 组 成 数 域 上 的 线性 空间 ，c 也 不 是 向 量 
空间 的 同 构 ， 但 例 5 的 主要 思路 明显 地 与 例 4 有 共同 之 处 . 

例 6 ( 幻 方 ) 试 将 正 整 数 1,2,… ,25 填 人 5 x5 的 方 格 中 ， 使 每 行 、 每 列 、 
每 条 对 角 线 上 的 5 个 数 之 和 都 取 同 一 个 值 . 

解 将 0,1,， 2，3，,， 4 重复 $ 次 填 人 表 中 ， 使 每 行 、 每 列 、 每 条 对 角 线 上 
的 5 个 数 之 和 都 取 同 一 个 值 ， 得 到 如 下 两 张 表 : 
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0 21314 0[1[21314 
上 一 十 hE 一 一 | 
3|4l0l1 2 21314|loll 
门 | | EE EE i 
4=|1121314|10| 8B-l1410111213 
| | | | 
4|0|11213 !|2|3|4|0 
2|13|14[ol1 3|4|0|1112 


两 张 表 中 ， 每 行 、 每 列 、 每 条 对 角 线 上 的 5 个 数 都 是 0，1，2，3，4 的 一 个 排 
列 ， 其 和 当然 取 同 一 个 值 0+1+2+3+4. 而 且 ， 在 第 一 表 中 取 值 相同 的 5 个 
位 置 ， 在 第 二 张 表 填 的 都 是 5 个 不 同 的 数 . 将 第 一 张 表 所 有 的 数 同 乘 以 5， 再 
与 第 二 张 表 中 同一 位 置 的 数 相 加 ， 得 到 的 表 C = 54 + 8 的 每 行 、 每 列 、 每 条 
对 角 线 上 的 5 个 数 之 和 仍 都 取 同 一 个 值 . 且 C 的 各 个 位 置 的 整数 两 两 不 同 ， 
取 遍 从 0 到 24 的 25 个 不 同 的 整数 ， 再 将 表 C 中 所 有 位 置 的 整数 同时 加 1， 得 
到 的 表 的 每 行 、 每 列 、 每 条 对 角 线 上 的 5 个 数 之 和 仍 都 取 同 一 个 值 ， 而 表 
中 出 现 的 整数 是 从 1 到 25 的 25 个 不 同 整数 . 


1 

可 | | 加 站 | | | | 
十 一 二 一 
C=54+B=|9 110|1612|13| D=c+rpgz=|liol1ll17|1231 4 

21|12 | 8|141515 22|3|9 1315|16 
13|19|120|11|37 14|20|21| 2 |8| 

(其 中 万 是 所 有 元 全 为 1 的 表 ). 

例 6 的 主要 思路 是 ， 


将 满足 条 件 “ 每 行 、 每 列 、 每 条 对 角 线 上 的 5 个 数 之 和 取 同 一 个 值 ”的 所 
有 的 5x5 方 格 表 ( 实 际 上 是 5 x5 算 阵 ) 
Nil “” X15 
ee 
Xsl “” Xs5 
的 全 体 组 成 的 集合 记 作 Y. 对 任意 两 个 5 x5 矩阵 下 = (xy)sxs 和 Y= (yj)sxs， 
可 以 将 它们 同一 个 位 置 的 两 个 元 相 加 ， 得 到 一 个 5x5 答 阵 守 + Y= (xy + 
yy)sxs， 还 可 以 将 六 与 任 一 数 4 相 乘 得 到 一 个 5x5 撼 阵 1 下 = (2y)5xs， 易 见 
和 下， 了 GE 了 一 五 + 了 ETY，)XEETYCVAER)， 因此 了 是 下 上 的 一 个 线性 空间 . 
例 2 中 实际 上 是 将 0 到 24 的 每 个 整数 a 用 它 除 以 5 的 商 g 和 余数 > 来 代 
表 : a =5g+r, 其 中 0<g,， r<5. 将 0，1，2，3，4 重 复 5 次 构造 了 中 的 两 
个 表 4，B， 以 4，B 中 的 数 分 别 作为 a，r， 得 到 由 0 到 24 的 整数 组 成 的 C = 
54+B. 青 加 上 VV 中 全 由 1 组 成 的 表 豆 就 得 到 由 1 到 25 的 整数 组 成 的 幻 方 . 
用 类 似 的 方法 可 以 构造 n 等 于 其 他 值 的 n 阶 幻 方 ， 例如 ，3 阶 和 4 阶 幻 
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34+B+H=|3|5 


44+B+H= 


习 题 2.8 


1. 在 平面 上 建立 了 直角 坐标 系 ，4，B 是 两 圆 *+y-x+2y-10=0 及 x?+y +3x- 
4y ~ 1=0 的 交点 . 求 过 4，B 及 C(2,0) 的 图 的 方程 ， 

2. 数列 1a,} 满 足 条 件 a, = 5a,.1-6a,_，，，Y n 之 3， 且 a1= as=1. 求 通 项 公式 . 

3. 求 多 项 式 f(x) 使 1(1) =1，/(2) = 2，f/(3) = 4 这样 的 多 项 式 f(%) 是 否 可 能 是 整 系 
数 多 项 式 ? 

4. 设 f=(x-1)(x-2)(x-3), fp=x(x-2)(x-3), f=x(x-1)(x-3), f=x(x- 
1)(x -2), 试 将 1，x，x?，x? 分 别 表示 为 六， 户 ， 睛 ， 太 的 线性 组 合 . 

5. (1) 对 任意 奇数 n 二 3， 说 明 可 以 仿照 § 2.8 中 设计 3 阶 幻 方 的 方法 ， 作 出 一 个 n 阶 
幻 方 . 

(2) 按照 下 面 的 步 又， 利用 4 阶 幻 方 X 构造 8 阶 幻 方 X: 
1 1 | 8 8 


十 一 


tu 一 | 一 iibliio mi iD 


WW OD mm OO 
BW OO ww 


-DID 一 | 一 bl ~ 
wm olco 


OO 


Xs= As + 16Bs 
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(3) 按照 下 面 的 步 又， 利用 3 阶 幻 方 X, 构造 6 阶 幻 方 X6: 


4 4|9 9|2 2 
4 4|9 9|2 2 
419|2 
3 3|5 5|7 7 
X=|31517| = 4h46= 
sTiTs 3 3|5 5|7 7 
8 8|1 1|6 6 
8 8|1 1|6 6 


设计 一 个 由 2 阶 块 组 成 的 6 阶 方 阵 ， 使 它 的 各 行 、 各 列 、 两 条 对 角 线 上 6 个 数 之 和 都 等 于 
同一 个 值 6， 且 每 个 2 阶 块 由 0，1，2，3 组 成 ; 


0 1|2 313 0| 

3 2|10|2 1 

0 3|0 1|2 3 
Bo= 

1 2|2 3|1 0 

2 1|3 of1 2 

3 0|1 2|0 3 


将 B6 的 9 倍 与 4 相 加 ， 就 得 到 一 个 满足 条 件 的 6 阶 幻 方 X6 = he + 9B。. 

(4) 一 般 地 ， 对 任意 m 宇 3， 如 果 已 经 构造 出 了 m 阶 幻 方 X,， 可 以 仿照 以 上 (2)，(3) 
的 方法 由 X; 构造 2m 阶 幻 方 : 

将 X 中 的 每 一 个 数 xy 换 成 由 zj 重复 4 次 排 成 的 2x2 方 格 表 得 到 2m x2m 表 


X11 X11 Xim Xlm 
X11 X11 Kim Xlim 
42m = : » : > 
| 
Xml Xml Xmm Nmm 
区 ml 和 ml Ymm 区 mm 


设计 由 2x2 方 格 表 Bj(1<i,j<m) 组 成 的 2m x2m 方 格 表 
[Bu | Bi 
“| 
使 其 中 每 个 2x2 小 方 格 By 由 0，1，2，3 四 个 数字 排列 而 成 ， 且 B,, 的 每 行 、 每 列 、 每 条 
对 角 线 上 各 个 数 之 和 等 于 同一 个 值 ， 则 庆 ,= m? Bs + hzym 是 一 个 2m 阶 幻 方 . 
由 m 阶 幻 方 (m =4 或 m 为 奇数 ) 出 发 ,不 断 重复 这 个 过 程 就 能 对 任意 正 整 数 上 得 到 
2tm 阶 幻 方 ， 这 样 就 能 对 任意 的 m=>3 得 到 n 阶 幻 方 . 


试 利用 (2)，(3) 的 结果 ， 对 任意 的 m 构造 满足 要 求 的 8,,. 
试 分 别 构造 12 阶 幻 方 和 14 阶 幻 方 . 
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我 们 知道 ， 线 性 方程 组 
CI11X1 十 Q12X2 十 十 CI1nXn 二 bi 


CQC21X1 十 Q22X2 + "+ CQ2nXn = b>» 


(I) 
QnlX1 i+ Gm2X2t + amaXn = bn 
可 以 写成 向 量 等 式 的 形式 
XQI+ X02 + + XQ, = 有 ([) 
其 中 
Ql1i Q12 Cln bi 
G21 QZ22 CQ2n 6b2 
ol = o2 = ,= ,p= 
CQml Gm?2 Cmn bn 


都 是 上 的 m 维 列 向 量 . 等 式 ( 卫 ) 的 几何 意义 是 : 已 知 上 的 m 维 向 量 @) ， 
02，…, 0s， , 要 将 PB 写成 aj ,02,…,Q 的 线性 组 合 的 形式 ， 求 线性 组 合 的 系数 
X19 N29 Nn . 

一 类 重要 的 特别 情形 是 : m = n,， 且 Qi, 6,…,Q 组 成 n 维 列 向 量 空间 
Fr"*! 的 一 组 基 ， 此 时 Fr"*! 中 每 一 个 向 量 有 都 能 够 唯一 地 写成 gc , 0;,…, 0, 的 
线性 组 合 ， 也 就 是 说 方程 组 ( 工 ) 对 常数 项 六 ,…, 刀 的 任意 一 组 值 都 有 唯一 解 . 

我 们 希望 知道 : 当 wi ,Qs,,… ,a 的 坐标 a; (1 < i， 
j 志 nn) 满足 什么 样 的 条 件 时 ， 它 们 构成 空间 严 <1 的 一 
组 基 ， 从 而 方程 组 (I) 对 于 任意 b1,6,,…,b, 都 有 唯一 
解 ? 并 且 希 望 在 这 样 的 情况 下 得 出 求 这 组 唯一 解 的 
“ 求 根 公式 ”， 也 就 是 由 方程 组 (了 的 系数 a;，b;(1<i， 
j 万 n) 求 出 唯一 解 (xi,xs,…,%; ) 的 表达 式 . 

当 n=2 时 ,可 以 在 2 维 空间 中 计算 以 @l, es 图 3-1 
为 一 组 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 A， fi ai ,ozs| 是 基 心 面积 Aszx0， 如 图 3- 1. 

当 n=3 时 ,可 以 在 3 维 空间 中 计算 以 @] ,as ,3 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 
As. ial,oaa,a3ii 是 基 仿 体积 A; 关 0. 

对 一 般 的 正 整 数 rn， 我 们 也 希望 在 n 维 空间 中 计算 以 gq1,…,@, 为 “ 校 ” 
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的 “n 维 立体 ”的 “n 维 体积 ”A,， 使 得 ;| a ,…,@, | 是 基 SA, 夫 0. 
这 样 的 “n 维 体积 ”A, 就 是 行列 式 . 
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1. 二 元 一 次 方程 组 的 求解 公式 
例 1 实 系数 二 元 一 次 方程 组 
ax + Diy= cl 
人 + p27y=c2 
何 时 有 了 唯一 解 ” 当 它 有 唯一 解 时 求 出 它 的 解 来 . 
解 ” 将 方程 组 (3.0.1) 写 成 向 量 形式 : 


国电 四 昌国 (3.0.2) 
C2 b> C2 

在 平面 直角 坐标 系 中 取 点 4(ai,as),，B(bi,b), Cl(cei,c2). 则 向 量 04， 
08, | | 四 | | 


Q1 1 
a2 2 C2 


(3.0.1) 


C 


| 方程 (3.0.2) 即 


x Of +y OB=0C (3.0.3) 
解 此 方程 ， 就 是 要 将 06 表示 成 04，08 线 性 组 合 ， 7 
求 组 合 系数 x，y. 

(3.0.1) 有 唯一 解 所 (3.0.3) 有 唯一 解 避 4， 六 
不 共 线 所 oil，a 与 三 ， 咏 不 成 比例 ， 即 aib, zz 
a2b1， 也 就 是 4a1b, - ab 天 0. 

将 0B 绕 0 沿 顺 时 针 方 向 旋转 直角 得 到 有 向 线 


段 08' ， 如 图 3 - 2. | | 将 0B 与 方程 
v1i 


图 3-2 
(3.0.3) 两 边 同时 作 内 积 ， 由 于 05. 08 =0， 可 消去 
未 知 数 y， 得 
x Of.08 = 0C.08 (3.0.4) 


当 04:0B = a1b;- asb1 产 0， 即 08，0B 不 共 线 时 ， 由 (3.0.4) 得 
0€.08 ci1b2 一 cab1 
2 102 ~ cb 


~ OA:08 6b2- oa2b 


类 似 地 ,将 04 绕 0 滑 逆 时 针 方 向 旋转 直角 到 04'， 三- 人 将 


C1 
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它 与 方程 (3.0.2) 两 边 同时 作 内 积 消去 *， 得 到 
yaibz- a2b1) = dc azcl 从 而 了 = 全 人 一 022 


因此 方程 组 (3.0.1) 的 唯一 解 为 


Qa1b2 - ca2pi 


了 cib2 — c2b! 
ab2 -ab 
四 (3.0.5) 
加 CGI1C2 一 Q2C1 
7 二 aib2 一 azp1 
这 就 是 由 方程 组 (3.0.1) 的 系数 求 方程 组 的 解 的 公式 . 
2. 平行 四 边 形 的 面积 与 二 阶 行列 式 
在 二 元 一 次 方程 组 的 求解 公式 (3.0.5) 中 ，x，y 的 表达 式 有 共同 的 分 母 


A= ao- azb1， 它 就 是 04. OP ， 如 图 3-3， 由 于 | 0B'| =10B|,， B08B' = 
TT ~» 
~ 2) 我 们 有 


—¥ > 元 
A= 04.0B' = |04|108' |cos 一 40B8' = | 04 | 10B|eos( 408 - 于] 


= | O04|10B|sin/ AO0B 
A 的 绝对 值 就 是 以 04，08 为 一 组 邻 边 的 平行 四 边 形 
04PB 的 面积 Soypg， 信 的 符号 就 是 sin 人 A40B 的 符号 . 


—> Ql —> bi 
esi | 五 -|， | 定义 
C2 2 


det (O04,08)= | 04|108|sin 一 408 
也 记 作 


ai bi 


图 3-3 


a2 5b2 


称 为 二 阶 行列 式 (determinant of order 2). 将 它 理 解 为 平行 四 边 形 04PB 的 有 向 
面积 ， 取 值 既 可 以 为 正 实数 ， 也 可 以 取 负 实数 或 零 ， 它 具有 如 下 基本 性 质 : 


性 质 1 det(xziol + x202, yiPi + y2B2 ) = > xiyjdet( i, B,). 


也 就 是 说 : 可 以 将 det(w ,有 ) 看 作 向 量 a 与 有 的 某 种 乘积 ， 按 乘法 对 于 加 
法 的 分 配 律 和 与 数 乘 的 结合 律 展开 

性 质 2 det (@,@)=0, det(@ ,Pp)= -det(P,a)， 

也 就 是 说 : 两 条 楼 重合 ， 面 积 为 0; 两 条 楼 互相 交换 位 置 ， 有 向 面积 变 号 
(因为 夹 角 \c ,8)? 的 正弦 变 号 ， sin(@,B) = - sin(p ,a)). 

性 质 3 det(el ,ez) = 1， 
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其 中 “| “2 om y 轴 正 方向 上 的 单位 向 量 ， 组 成 R 


的 自然 基 . 

前 面 已 经 通过 04. 08 计算 出 
det( OF2,08)=)" bh (3.0.6) 
a2 202 

为 了 推广 到 任意 n 阶 行列 式 ， 我 们 直接 利用 上 面 的 三 条 基本 性 质 来 计算 
二 阶 行列 式 : 


al bi 


三 det( ailel + C282， biel + be,) 


02 2 
= aibidet(e1,e1) + aibsdet(e1,€2) + asbidet(e,,e1) + a2b2det( es, es) 
=aibix0+aibrxl+abix(-1)+ab x0 
= a1b; ~ azsb! (3.0.7) 
显然 ， 有 向 面积 det( 04 ,08) =0c 04，08 共 线 . 

反 过 来 ，04 ，0 了 组 成 平面 上 的 一 组 基 e>det( 04 ,08) 0. 

3. n 阶 行列 式 的 引入 

与 二 阶 行列 式 类 似 ， 对 于 3 维 几 何 空间 R 中 的 任意 3 个 向 量 @ = 04, Bb 
= 0B，y = 0C， 混合 积 a.(B x 7) 就 是 以 04，0B，0C 为 三 条 楼 的 平行 六 面 
体 的 有 向 体积 ， 我们 将 它 记 为 det(@ ,BP,Y)， 称 为 三 阶 行列 式 . 它 也 具有 3 条 
基本 性 质 : 

性 质 1 可 以 看 作 m，B，Y 的 某 种 乘积 ， 按 照 乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 及 
与 数 乘 的 分 配 律 展开 : 

det( 2 ri 2 St) = ordet( ai, 7 ) 

性 质 2 如 果 三 个 向 量 a, B, 7 中 有 两 个 相等 ， 则 平行 六 面体 退化 为 平 
面 图 形 ， 有 向 体积 det(a ,8,y) =0， 如果 将 其 中 任何 两 个 互相 交换 位 置 ， 则 有 
向 体积 det(@,B,Y) 变 号 . 

性 质 3 以 RB 的 自然 基 向 量 ej]，e,，e3 为 棱 的 正方 体 体积 det(el,e>， 
e3)=1. . 


对 任意 数 域 上 向 量 空间 严 中 的 mn 个 向 量 w =| “|(1<j<n)， 也 可 以 


类 似 地 定义 n 阶 行列 式 
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Ql 12 Qln 
C21 CC22 1 OQ2n 
A=det(al,oaz 0)= | . . ~ |， 


Qnl Qn2 ”Qnn 
看 作 以 @,…,@ 为 棱 的 m” 维 体 积 ， 满 足下 面 的 基本 性 质 : 
性 质 1 det(@i,0;,…,@,) 可 以 看 作 向 量 @j, 0s,…, 6, 的 某 种 乘积 ， 可 以 
按 加 法 对 乘法 的 分 配 律 和 与 数 乘 的 结合 律 进行 展开 . 即 
det( ,Qi_1, XQ + YE Cit1,'*) 
= xdet(%% ,Qi 1 Oi Oi41,'") + ydet( ,Qi 1 Ei, O41,°*) 
对 1<i<n 成立. 
性 质 2 ”如果 存在 1<i<j<n 使 a;=@， 则 det(@i,02,… ,0,)=0. 
如 盯 将 @i ,a2,… ,a 中 的 某 两 个 向 量 互 换 位 置 , 则 det(@1, 602,…, 0) 变 为 
原来 值 的 相反 数 . 即 
det(%7 ,is Os) det 
性 质 3 Fr 的 自然 基 el,…,e, 决定 的 “n 维 体积 ”det(el ,es,，…，e,) = 工 . 
将 每 个 @j(1<j<n) 了 唯一 地 写成 e1 ,… ,e， 的 线性 组 合 


n 
oj = Qjel1 + C2jE2 十 ”十 Anen 二 > ayet 
i=1 


则 按 以 上 基本 性 质 1 展开 得 


A = det(@1,02,° ,0,) 
n n n 
= det( 2 Qi16i， 2 Qi2Ci ss'"", 2 ai nei ) 
ii=1 i=1 1 


二 了 >， Qi i012 Qindet( Ci , C1» , Ci ) (3.0.8) 


lai i En 
人 


每 一 组 i, 认 ,…, i, 决定 一 项 ， 如 果 i,io,…, 记 中 有 某 两 个 相同 ， 由 行列 
式 基本 性 质 2 有 det( e; ,ei ,… ,ei ) = 0， 这 一 项 就 要 从 求 和 的 式 子 (3.0.8) 中 去 
掉 . 因此 只 须 考 虑 斑 , 冯 六 两 两 不 同 的 项 ， 此 时 站 ,六 是 1,2,3,…，m 
的 一 个 排列 ， 记 作 (iiio… 启 ). 这 样 的 排列 共有 n! 个 . 于 是 (3.0.8) 成 为 
A = ， 2 ,el ip Qindet( ei » ei, ss 0 ) (3.0.9) 
其 中 的 总 是 对 所 有 的 排列 (4io…i) 求 和 ， 只 需 再 对 每 个 排列 (i… 吉 ) 求 行列 
式 det(@; , ei, , €i ). 
对 每 个 排列 (ii… i,)， 如 果 将 其 中 某 两 个 数 ii，ii 互 换 位 置 、 其 余 的 
n -2 个 数 不 变 ， 就 称 为 进行 了 一 次 对 换 ， 此 时 det(ei ,ei,，…, ei) 中 的 ei， 
相应 地 互 换 了 位 置 ， 行列 式 的 值 变 成 原来 值 的 -1 倍 ， 进 行车 干 次 对 换 可 以 将 
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排列 (io… 忆 ) 变 成 (12…n)， 而 原来 的 det( e; , ei ,…, e; ) 也 被 乘 上 了 若干 个 
-1 变 成 det(e1,e,,…,e,) =1， 如 果 由 (i…) 变 成 (12…n) 需 要 经 过 s 次 对 
换 ， 则 
(一 1) "det(ei ,€i ,***, Ci) = 1， det(el ,ei ,Ci) =(-1): 
如 果 * 是 偶数 ， 就 称 (iiio… i) 是 偶 排 列 ， 记 sgn( iis 加 ) = 1， 此 时 det(ei， 
osei ) = 1; 如 果 s 是 奇数 ， 就 称 (1 记 … 纪 ) 为 奇 排列 ， 记 sgn( 宙 i… 启 ) = 
-1,， 此 时 det(ei ,ei ，"…, ei ) = ~1. 在 两 种 情况 下 都 有 
det(ei ,ei €; ) =SgnCPi2 i,) 
于 是 A= > sgn( ilia in) Qi 1 Qi2""" in (3.0.10) 
(| " 
(3.0.10) 可 以 作为 n 阶 行列 式 的 定义 ， 
4. n 阶 行列 式 与 2 元 线性 方程 组 
将 数 域 下 上 n 个 n 元 线性 方程 cj xl + … + Qinxn = bi(1<i 过 nm) 组 成 的 方程 
组 写成 向 量 形式 
x+…+xnon = 有 (3.0.11) 
当下 = 及 是 实数 域 且 ”=3 时 ， 取 65,=osxa， 则 opi=oi' 6,=0， 且 
ai pi=A=det(ol,a2z,o3) .方程 (3.0.11) 两 边 与 61 作 点 对， 可 以 消去 x，,，x3， 


6 
得 到 xJA= .61， 当 Az0 时 就 有 ms. 类 似 地 ， 将 (3.0.11) 两 边 与 5, = 
6 6 
mx ol，5; = Qix os 作 点 乘 ， 可 以 分 别 得 到 “=, m= 从 而 在 


Az0 时 得 到 唯一 解 
有 0 15 1.03 


» 


(x1 ,X22 X3) 二 


A A A 
类 似 地 ， 对 任意 正 整 数 n»， 我 们 将 看 到 ， 可 以 对 每 个 1<j<n 找到 一 个 
A 
0， 当 开拓 7 


21 0 二 Ci41 十 Q2pd2) + … 十 CQnk4 二 | a ) 当 k = 了 


将 (3.0.11) 两 边 与 每 个 6 作 “ 点 乘 *"， 可 以 消去 除了 之 外 的 其 余 未 知 
数 ， 在 A = det(@1,…, 0) 闫 0 时 得 出 唯一 解 


oo 
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8$3.1 nn 阶 行列 式 的 定义 


1. 排列 

定义 3.1.1 由 个 不 同 的 自然 数 1,2,…,n 按照 任何 一 种 顺序 排 成 的 一 个 
有 序数 组 (jij,。… 有 ) 称 为 一 个 n 元 排列 (permutation). 口 

n 元 排列 的 总 数 是 nn!. 

将 1,2,…,n 按 从 小 到 大 的 顺序 得 到 的 排列 (12…n) 称 为 标准 排列 (standard 
permutation ) . 

在 任意 一 个 排列 (7 产 … 六 ) 中 ， 广 , 疡 …, 六 顺序 可 能 与 标准 排列 不 同 ， 不 
一 定 是 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 的 ， 可 能 有 排 在 前 面 的 某 个 i, 比 排 在 后 面 的 某 
个 j 更 大 的 情况 出 现 . 每 出 现 一 对 这 样 的 (j, ,j,)， 称 为 一 个 逆序 . 

定义 3.1.2 排列 (jijo… 声 ) 中 每 出 现 一 对 p < gq 使 j, > j,， 就 称 (j, ,j,) 是 该 
排列 的 一 个 逆序 (reverse order) 排列 (jij,… 记 ) 中 道 序 的 个 数 称 为 这 个 排列 的 
逆序 数 (number of reverse order)， 记 为 rz( 广 产 … 产 ). 如 果 逆 序数 r( 方 产 … 户 ) 为 奇 
数 ， 就 称 这 个 排列 (jj,… 元 ) 为 麻 排 列 (odd permutation); 如 果 逆 序数 为 偶数 ， 
就 称 这 个 排列 为 偶 排列 (even permutation). 口 

例如 ， 在 排列 (3142) 中 ， 共 有 (3,1)，(3,2)，(4,2)3 个 逆序 . 因此 
r(3142) =3， 是 奇数 ，(3142) 是 奇 排列 . 又 如 ， 标 准 排 列 (12…n) 的 道 序数 为 
0， 是 偶数 ， 因 此 标准 排列 是 偶 排 列 . 

定义 3.1.3 在 一 个 n 元 排列 (jij…j) 中 ， 将 某 两 个 数码 j, ，j, 的 位 置 互 
换 、 其 余数 码 位 置 不 变 ， 就 称 为 这 个 排列 的 一 次 对 换 (transposition). 口 

定理 3.1.1 任 一 个 排列 经 过 任 一 次 对 换 ， 必 改变 奇偶 性 . 

证 明 如 果 对 排列 ( 广 产 … 户 ) 进 行 相 邻 两 个 数码 j;，j ,1 的 对 换 ， 则 当 j, > 
jx+1 时 减少 了 一 个 逆序 ( 户 , 户 :1 ， 赣 序数 减少 1， 奇 偶 性 改变 ; 当 户 < 户 ,1 时 增 
加 了 一 个 道 序 (j ,i, 训 )， 逆 序数 增加 1， 奇偶 性 改变 . 

设 要 对 排列 (ji1jo… 记 ) 进 行 任意 两 个 数码 j,，j 的 对 换 ， 其 中 p < g， 则 可 
先 将 吉 依次 与 它 后 面 的 2(g - p) 个 数码 j, ,1 ,… ,js 对 换 ， 再 将 j 依次 与 它 前 面 
的 g -p11 个 数码 j,i,…,j-1 对 换 ， 最 后 的 效果 就 是 将 j,，j, 进行 了 对 换 . 
一 共 作 了 (g-p)+(g-p-1)=2(g~p)-1 次 相 邻 数码 的 对 换 ， 每 次 都 改变 
奇偶 性 ， 总 共 改 变 了 2(9 - p) -1 次 . 由 于 2(qg - p) -1 是 奇数 ， 因 此 奇偶 性 改 
变 .。 口 

定理 3.1.2 每 个 排列 (jijp… 记 ) 都 可 以 经 过 有 限 次 对 换 变 成 标准 排列 
(12…n). 同一 个 排列 (jj…j) 变 成 标准 排列 所 经 过 的 对 换 的 次 数 s 不 唯 一 ， 
但 是 :的 奇偶 性 是 唯一 的 ， 并 且 与 排列 的 奇偶 性 相同 . 
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证 明 对 n 作 数 学 归纳 法 证 明 每 个 排列 (jj,… 记 ) 都 可 以 经 过 有 限 次 对 换 
变 成 标准 排列 (12…n). 

当 n=1 时 显然 . 设 n 宇 2， 且 每 个 n -1 元 排列 都 可 以 经 过 有 限 次 对 换 变 
成 标准 排列 . 对 n 元 排列 (jjp… 训 )， 如 果 训 关 nn， 必 有 某 个 j=n, 1l1<p< 
n 一 1， 将 吉 ， 记 对 换 可 以 将 排列 变 成 (i…i_i1n)， 其 中 (i 计 记 … 说 -1) 是 1， 
2,…,n 一 1 的 一 个 排列 ， 由 归纳 假设 ，n -1 元 排列 (i…i;_1) 可 以 经 过 有 限 
次 对 换 变 成 n -~ 1 元 标准 排列 (12…(n -1))， 这些 对 换 也 就 将 (ij… 鹿 .1n) 变 
成 n 元 标准 排列 (12:…(n -1)n). 

设 排列 ( 广 … 广 ) 经 过 * 次 对 换 变 成 标准 排列 . 每 一 次 对 换 改 变 排 列 的 奇偶 
性 ， 而 标准 排列 是 偶 排 列 ， 因 此 ， 当 (j…j) 是 偶 排 列 时 它 的 奇偶 性 与 标准 排 
列 相同 ， 奇 偶 性 经 过 s 次 改变 之 后 没有 改变 ，* 为 偶数 . 而 当 (j i… 记 ) 是 奇 排 
列 时 ， 奇 偶 性 经 过 s 次 改变 之 后 改变 了 ，s 为 奇数 . 

对 每 个 排列 (jj… 记 )， 规 定 它 的 奇偶 性 符号 
1， 当 ( 户 … 户 ) 是 偶 排 列 
-1， 当 (j1…j) 是 奇 排列 
设 (j… 记 ) 可 以 经 过 :次 对 换 变 成 标准 排列 ， 则 也 有 

sgn(J1'"jn) = (— 1) 


sgn( 亡 … 记 ) = (— 1) 0 = | 


2. n 阶 行列 式 的 定义 
将 n? 个 数 a;(i,j= 1,2,. 9 n) 排 成 n 行 n 列 的 形式 ， 按照 下 式 


Ql 412 Qin 
a 02 “a2n 
A = , , , = >) (— 1) "hi 1 2 (3.1.1) 
: ‘ : Ci) ” 
Qnl dn2 Qnn 


计算 得 到 的 一 个 数 ， 称 为 n 阶 行列 式 (determinant of order n). 

n 阶 行列 式 定义 中 的 号).…) 表 示 对 所 有 的 n 元 排列 (有 js… 记 ) 求 和 ， 求 
和 时 在 每 一 行 各 选取 一 个 元 a1; ,aa ,… ,aw ， 使 它们 各 在 不 同 的 列 (分 别 为 第 
记 ; 访 ，… ,加 列 )， 将 它们 乘 起 来 得 到 a az …aw ， 前 面 再 磁 上 反映 排列 (jj。… 
广 ) 的 奇偶 性 的 数 ( - 1 人) ， 


0 0 0 al 
例 1 求 行列 式 | ” ” “| 的 值 
水 们 J 值 . 
“|o oo 0 


Qa 0 0 0 
解 ”每 行 中 只 有 一 个 元 可 以 不 为 0， 分 别 为 a:/，a，,，，a3，a4， 从 各 行 中 各 
取 一 个 元 来 相 乘 ， 只 有 将 这 4 个 元 相 乘 ， 乘 积 才 可 以 不 为 0. 因此 行列 式 中 只 
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有 一 项 为 
(-1)504321) aaaada =(-1)3+2+1alaaaad= alaaa3d4 
这 就 是 这 个 行列 式 的 值 . 
例 2 求 ” 阶 行列 式 
Ql 412 Qln 
0 0Q22 Q2n 
0 0 Qnn 


的 值 . 

解 行列 式 是 形 如 ( 1)" 加 a&1; oz … a 的 所 有 的 项 之 和 ， 每 一 项 中 

第 n 行 的 元 ov 仅 当 广 = 即时 可 以 不 为 0. 取 定 j=n 之 后 , 第 -工行 的 前 n 

-1 工 列 元 除了 ao -外 仅 当 产 -1=m -工时 可 以 不 为 0. 依 此 类 推 ， 可 以 知道 ， 
乘积 ou oj… aw 只 有 当 ( 间 jp… 训 ) = (12…n) 时 可 以 不 为 0。 因此 ， 
原 行 列 式 = (- 1 Yalan am= on02'"am. 口 

行列 式 可 以 看 作 它 的 局 个 元 ay(1<i,j<n) 的 函数 ， 也 可 以 看 作 所 有 这 些 

CI YY” Qln 


元 所 组 成 的 n 阶 方 阵 ( 即 n x n 矩阵 )4 =| : : | 的 函数 ， 记 作 det 4 


Qnl a a 


或 |4 |. nm 阶 方 阵 4 中 从 左上 角 到 右 下 角 连 成 的 对 角 线 称 为 主 对 角 线 (principal 
diagonal) ， 处 于 主 对 角 线 上 的 元 a11,…， am 称 为 主 对 角 线 元 ， 如 果 方 阵 中 主 对 
角 线 左下 方 的 元 都 是 0， 这 样 的 方 阵 称 为 上 三 角形 矩阵 (upper trianlge matrix). 
例 2 的 行列 式 就 是 上 三 角形 矩阵 的 行列 式 . 例 2 说明: 上 三 角形 矩阵 的 行列 式 
等 于 它 的 主 对 角 线 元 的 乘积 . 这 是 计算 行列 式 的 一 个 简单 的 特殊 情形 ， 然 而 相 
当 重要 和 有 用 . 我 们 将 看 到 ， 计 算 一 般 的 行列 式 的 基本 方法 之 一 就 是 将 它 化 为 
上 三 角形 矩阵 或 下 三 角形 和 矩阵 的 行列 式 来 计算 . 

如 果 方 阵 4 中 主 对 角 线 右上 方 的 元 都 是 0， 就 称 为 下 三 角形 矩阵 (lower tri- 
angle matrix) ， 与 例 2 同 理 可 证 明 : 下 三 角形 矩阵 的 行列 式 也 等 于 主 对 角 线 元 的 
乘积 : 


他 11 0 0 
Q21 4 0 

。 = QII1C22 Onn 
Cnl Qn2 机 Qnn 


如 果 一 个 方 阵 4 除了 主 对 角 线 以 外 的 其 他 元 都 为 0， 这 样 的 方 阵 称 为 对 角 
阵 (diagonal matrix) ， 它 既是 上 三 角形 和 矩阵， 也 是 下 三 角形 矩阵 ， 它 的 行列 式 当 
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然 等 于 主 对 角 线 元 的 乘积 : 


Ql1l 0 
0 也 22 
: = QI1Q22 Qnn: 
0 0 Gnn 
例 3 证 明 
Q11 Qir 0 0 
Crl Crr 0 0 
Qr+l,1 机 Cr+rlr QGr+lr+l 机 Cr+ln 
Qnl 洲 抽 Qnr Qn,r+tl 及 抽 Qnn 
Ql ”alr rtlrtl YQr+l,n 
Ql 四 dyr Cn,r+l 机 Qnn 
证 有 明 记 等 号 左边 的 行列 式 为 A. 则 
A =- > (- Di gj Grr a (3.1.2) 


人 
行列 式 A 中 右上 角 的 元 ay(1<is<srr+l<j<n) 全 是 0. 因此 ，(3.1.2) 
等 号 右边 的 求 和 式 的 某 一 项 的 前 r 行 元 的 列 指标 疡 ,…, 广 如 果 有 某 一 个 大 于 r， 
这 一 项 就 是 0， 应 当 从 求 和 式 中 去 掉 . 剩 下 的 项 全 部 满足 1 三 广 ,……, 广 二 r ， 从 
而 r+1 芭 广大 过 站 ， 因 而 廊 ,…, 广 是 1,2,…，,r 的 一 个 排列 ,1… 记 是 
r+1，…， nn 的 一 个 排列 . 为 了 说 明 户 ,…, 广 是 由 1,2,…，,r 排列 而 成 ， 而 


1 0. r 
广 x1，"”…， 记 是 由 r+1,…,n 排列 而 成 ， 我 们 分 别 写 上 中 
1 了 


r+1 … in 
全 过 人 


Jr+l 


1 … rr rtl … nn 
210- 矶 5 的 到 | | jeamaz 


JI  ” 关 
和 : 


， 可 . 1 … > r+l … nn 
rjdrrl jn)=7|. ,|+rl. . 
J1 机 Jr Jr+l 轩 Jn 


从 而 


§3.1 nn 阶 行列 式 的 定义 115 


| 1 oe 了 r+l 四 n 
(Ch) = sgn| . . | "sgn| . 
万 六 Jrrl ”四 


因此 ，(3.1.2) 成 为 


1 … 7 rtil … nn 
A = ( 病 TT 本 , Ml ‘er Jrrl 上 中 
及 


OD On, Orr Om, 


(六 Jr+l J 
trl 
QZ1l Clr Cr+lir+l ”CQr+ln 
Crl 出 Crr Qn,rt! 抽 Qn 
例 3 有 一 个 重要 的 特例 r=1: 
all 0 .。 0 
C22 Q2n 
Q21 222 G2n| _ : 
: = Ql » 
os Qn2 Qnn 
Qnl Un2 Qnn 


利用 例 3 的 结论 ,可 以 将 高 阶 的 行列 式 化 为 低 阶 的 行列 式 来 计算 . 
例 4 计算 行列 式 


-1 0 0 00 
a 2 3 00 
A=1b 4 5 00 
cl cc 1 3 
d! dd, ds 2 5 
解 
-1 0 0 
A-|。， 23 | 3 -CD ?| | 
» 4 5 125 4 5| |2 5 


=(-1):(2x5-3x4):(l1x5-3x2)= -2 口 
注意 例 4 中 最 后 的 答案 与 行列 式 中 的 字母 的 值 没有 关系 . 实际 上 ， 前 面 的 
例子 中 也 有 类 似 的 现象 : 例 2 的 行列 式 的 值 与 主 对 角 线 右上 方 的 元 没有 关系 ， 
例 3 的 行列 式 的 值 与 左下 角 的 (n - r) xr 矩阵 中 的 元 没有 关系 . 
例 5 计算 下 列 行列 式 的 值 : 
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a bc d e 1 2 3 4 5 
b cc d e da 2.0 .00 4 
(1) A=10 0 0 0 0|， (2) A=14 0 0 0 3 
de a bc 2.0 0 0 2 
ee ab d 8 6 4 2 1 


解 (1) 行列 式 A 的 每 一 项 a a2j oaj a4j,45, 要 从 每 一 行 各 取 一 个 元 相 
乘 ， 其 中 必 有 一 个 元 cj 在 第 3 行 . 而 A 的 第 3 行 的 元 全 部 是 0， 无 论 取 哪 一 
个 oaj 都 是 0， 因 此 A 的 每 一 项 都 是 0， 各 项 相 加 得 到 的 行列 式 值 A =0. 

(2) 行列 式 A 的 每 一 项 a1j 92j,43j, 44j,05j, 要 从 不 同 的 行 中 取 不 同 的 列 的 元 相 
乘 . 而 A 的 第 2，3,4 行 都 只 有 第 1，5 列 的 元 不 是 0， 从 这 3 行 中 要 取出 不 同 的 
3 列 的 元 cj.03j. 04. 相 乘 ， 这 3 个 不 同 的 列 疡 ， 方 ， 疡 中 必 有 某 一 列 ， 从 这 一 列 
中 取出 的 元 ay(2<i<4,j 多 {1,5} ) 等 于 0， 因 此 乘积 Qj Q27 03j, 04j, 5), =0. 所 有 
的 项 都 是 0， 将 它们 相 加 得 到 的 A=0. 

显然 ， 例 5(1) 的 结论 可 以 推广 到 任意 的 n 阶 行列 式 : 如 果 行 列 式 的 某 一 
行 的 元 全 部 是 0， 则 行列 式 值 为 0. 

虽然 可 以 根据 行列 式 的 定义 计算 任何 一 个 n 阶 行列 式 的 值 ， 但 这 样 要 计 
算 n! 个 这 样 的 乘积 的 和 ， 其 工作 量 随 着 n 的 增加 急速 增长 . 如 果 能 将 方 阵 经 
过 适当 的 变形 变 为 上 三 角 或 下 三 角形 ， 而 能 够 保持 行列 式 的 值 不 变 ， 再 作 一 次 
乘法 (将 主 对 角 线 元 相 乘 ) 就 得 到 了 行列 式 的 值 . 

为 解决 这 个 问题 ， 需 要 知道 方 阵 怎 样 的 变形 能 够 保持 行列 式 的 值 不 变 ， 或 
者 知道 引起 怎样 的 变化 ， 这 就 需要 研究 行列 式 的 性 质 . 

在 第 1 章 中 我 们 知道 ， 利 用 初等 行 变换 可 以 将 矩阵 化 为 阶梯 形 ， 也 就 可 以 
将 方 阵 化 为 上 三 角形 . 如 果 能 够 知道 矩阵 的 初等 变换 对 于 行列 式 的 值 产 生 怎样 
的 影响 ， 就 可 以 将 方 阵 化 为 三 角 阵 来 求 它 的 行列 式 . 


习 题 3.1 


1. 在 直角 坐标 系 中 ， 已 知 4，B 的 坐标 4(al, aa)，B(b 思 )， 试 利用 几何 图 形 的 等 积 
变换 求 A= det( 04 ,0 ) = Sowpa: 
(1) 如 图 3-4， 利 用 Sonps = Socos ~ Scopa = Soce, a, 一 Sco :Pi4， 
(2) 如 图 3-5， 利 用 Sa os = Seopg+ Sopcip - Se oc4， 
(3) 如 图 3-6， 利 用 Soips = So Ps 说 明 行列 式 的 性 质 
det( 04 , OB ) = det( Of + 4 OB , 0B) 
并 计算 A. 
2. (1) 求 r(n(n -1)…21)， 并 讨论 排列 n(n -1)…21 的 奇偶 性 . 
(2) 求 r(678354921) ，r(87654321) 的 奇偶 性 . 
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图 3-5 图 3-6 
(3) 确定 i，j 使 得 (1245i6j97) 分 别 为 奇 、 偶 排列 . 


3. 证 明 : 在 所 有 的 n 级 排列 中 (n=2)， 奇 排列 与 偶 排 列 的 个 数 相等 ， 各 为 全 个 
4. 排列 (n(n ~1)(n 一 2)…321) 经 过 多 少 次 相 邻 两 数 对 换 变 成 自然 顺序 排列 ? 


x 1 2 3 
1 2 
5. 写 出 行列 式 | 中 含 人 和 x? 的 项 . 
2 3 x 1 
XX 2 3 x 


6. n 阶 行列 式 A(x) = | ay(x)|,、 ,的 每 一 个 元 ay(%) 都 是 x 的 可 导 函 数 ， 则 A(x) 也 是 x 
的 可 导 函 数 . 求证 : A(x) 的 导 函 数 
A'(x)= DA) 


其 中 A,(%) 是 对 A(x%) 的 第 i 行 各 元 求 导 、 其 余 各 行 不 变 得 到 的 行列 式 . 
7. 将 x 作为 变量 ，ay(1< i,j<n) 作 为 常数 ， 则 


A— a 7&12 加 ~ Qin 
~ a2l 4-a2 人 … 一 Q2n 

f/(4)= 
~ Qnl 一 Qn2 及 抽 和 一 Cnn 


是 4 的 多 项 式 . 求 这 个 多 项 式 的 n 次 项 和 n -1 次 项 系数 . 
8. 计算 行列 式 
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al az 0 0 0 0 0 0 al 

0 oa 0 0 0 0 0 Q2,n-l a2 
(1) | 0 0 by 0 0 (2) 

0 0 pb b2 0 0 ar-1,2 Qn-lin-l Cn-1 

0 0 by ba bs Qnl Cn2 Qn,n~l Qnn 
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行列 式 A 是 它 的 元 所 组 成 的 方 阵 4 的 函数 ， 可 以 看 成 4 的 n 个 行 向 量 的 
函数 ,也 可 以 看 成 4 的 n 个 列 向 量 的 函数 . 

$ 3.1 中 的 行列 式 的 定义 (3.1.1) 是 按 行 定义 的 依次 从 每 一 行 中 各 取 一 个 
元 ov ,…, aw ， 使 它们 在 不 同 列 中 ， 将 这 些 元 相 乘 得 到 一 个 乘积 ou oz …ow ， 
再 乘 上 反映 排列 (j1… 记 ) 奇 偶 性 的 符号 ( - 1)'01i) ， 得 到 行列 式 的 一 项 .将 所 
有 这 样 的 项 相 加 得 到 行列 式 的 值 . 

在 (3.0.1) 中 我 们 引入 行列 式 时 是 按 列 定义 行列 式 的 ， 依次 从 每 一 列 中 各 
取 一 个 元 ai1,…, ai。， 再 乘 上 ( - 1) "hi; 将 所 有 这 样 的 乘积 相 加 得 到 行列 
式 的 值 . 

我 们 证 明 ， 这 两 种 定义 是 相同 的 ， 也 就 是 说 ， 


命题 3.2.1 
Ql 02 ”qin 
A - ‘2 “2 ，， 2 _ 》， (Db) ga rn (3.2.1) 
: : : Ci) ” 
Cnl Cn2 ”Qnn 
证 明 $3.1 中 的 行列 式 的 定义 为 
Ql CD2 ”Qln 
A 2 “2 本 2 _ >) (— DH) gj oa Gy (3.1.1) 
: : : 人 n 
Qn2 


Qnl ”Cn 
我 们 证 明 (3.2.1) 与 (3.1.1) 右 边 相等 . 
1,2,…,n 的 每 个 排列 ( 广 … 广 ) 决 定 (3.1.1) 右 边 的 一 项 
(- Di a 027 aw, 
其 中 ov ,…,aw 来自 不 同 的 列 ， 将 它们 按 所 在 列 的 指标 从 小 到 大 重新 排列 顺 
序 ， 得 到 


Qi 二 QT 
ul ew 1 WY, 
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其 中 每 个 i(1<j<n) 是 使 列 指标 j=j 的 行 指标 i. 

乘积 cu a2j… aw 中 的 各 因子 的 排列 顺序 对 应 于 它 的 列 指标 的 排列 (j1…j) 
与 行 指标 的 排列 (12…n). 列 指标 的 排列 (ji… 训 ) 可 以 经 过 有 限 次 对 换 变 成 标 
准 排列 (12…n)， 每 当 将 列 指标 j,，j, 作对 换 时 ， 将 乘积 中 相应 的 因子 oj 与 
o 互 换 位 置 ， 这 同时 就 引起 行 指标 p，g 的 对 换 . 设 列 指标 的 排列 (ji… 训 ) 经 
过 * 次 对 换 变 成 标准 排列 (12…m)， 乘 积 中 各 因子 的 顺序 相应 地 重新 排列 为 
ai…aoin， 各 因子 的 行 指标 的 排列 相应 地 由 标准 排列 经 过 。 次 对 换 变 为 ( 王 记 … 
启 )， 当 为 偶数 时 ，(j4… 记 ) 与 (ji2o… 记 ) 与 标准 排列 同 为 偶 排列 ; 当 * 为 奇 
数 时 ，( 广 … 广 ) 与 (二 大吉 ) 的 奇偶 性 都 与 标准 排列 相反 ， 同 为 奇 排列 . 总 之 ， 
有 

(~ 1) i) =(-1):=(- 1) i) 
于 是 
( — 1) 0) G1 22 Um, = (1) Qi10i2""" Qin 

当 (j 间 jp… 记 ) 取 遍 所 有 的 n 元 排列 时 ，( 计 i… 启 ) 也 取 遍 所 有 的 n 元 排列 ， 因 
此 ， 等 式 (3.1.1) 与 (3.2.1) 右 边 的 项 对 应 相等 ， 从 而 (3.1.1) 与 (3.2.1) 右 边 相 
等 . 命题 得 证 . 口 

定义 3.2.1 将 mxn 和 矩阵 


1l Q12 Qln 

G21 C22 CQ2n 
4 = , 

Gml Gm2 Gmn 


的 行列 互 换 ， 也 就 是 将 4 的 各 行 元 依次 作为 各 列 元 ， 得 到 的 n x mm 矩阵 


Ql U2 ”Cnml 


Qin Q2n 
称 为 矩阵 4 的 转 置 (transpose)， 记 为 41. 
设 行 列 式 A=det 4， 则 det 47 称 为 A 的 转 置 ， 记 作 AI， 口 
性 质 1 det 4 =det 4I. 即 ; 行列 式 经 转 置 ， 其 值 不 变 . 


证 明 设 
CI 02 ”Qn 
U21 0222 ”02n Cp} 
A= detAh = . . ， | = >， (- 1) "i Maj aaj Gn 


(i) 
四 
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则 其 转 置 行 列 式 
Ql 421 Qnl 
Ql2 022 1 Qn2 pe 
AI = det 47 =- , , " = >， (~ 1) "ii 1 gi oi" Gin. 
: : : (ED ” 
Qln CQG2n Cnn 


由 命题 3.2.1 立即 得 出 AI = 人 人. 
命题 3.2.1 和 性 质 1 说 明 行 列 式 的 行 和 列 具 有 平等 的 地 位 ， 对 行 成 立 的 结 
论 对 列 也 都 成 立 . 例如 ,将 8$3.1 例 3 中 的 行列 式 转 置 ， 可 以 得 到 ; 


all Qlr Cl,r+l 机 Qin 
Crl Qrr Cr,r+l 四 Crmm 
0 机 0 Cr+lr+fl ”CQr+rlan 
0 0 Qn,r+l Gnn 
人 11 Qir Cr+tr+l Qril,n 
Crl Grr Qn,r+l Qnn 
特别 ， 当 r=1 时 有 - 
Ql 02 ”Gin 
. 222 Q2n 
0 CQ22 G2n 。 
。 = Q11 
0 。 Qn2 nn 
Qn2 Qnn 


行列 式 A 是 形 如 + aii os … an 的 项 之 和 ， 如果 将 A 看 作 它 的 所 有 的 元 a， 
(1<i,j<n) 的 函数 ， 则 A 是 所 有 这 nn 个 元 的 n 次 多 项 式 . 而 且 ， 每 一 项 都 
是 其 中 ”个 自 变 量 的 乘积 的 +*1 倍 ， 都 是 n 次 项 ， 没 有 低 于 n 次 的 项 ， 这 样 
的 多 项 式 称 为 n 次 齐 次 多 项 式 (homogeneous polynomial of degree n)， 这 样 的 多 项 
式 函 数 称 为 n 次 齐 次 函数 (homogeneous function of degree n).(“ 齐 次 ”是 说 它 的 
所 有 的 项 的 次 数 “ 整 齐 划一 ” ,都 是 同一 个 值 n). 

有 了 时候 需 要 专门 考察 A 与 它 的 某 一 行 ( 设 为 第 行 )@; = (an ，…,am) 的 关 
系 . 此 时 我 们 让 A 的 其 余 n - 1 行 的 元 固定 不 变 , 将 A 看 作 第 行 的 nn 个 元 
Qn ,amn 的 函数 , 记 作 A( a ，… am)， 则 和 的 每 一 项 + ay oo 都 是 某 一 
个 自 变 量 aj 的 常数 倍 ， 都 是 一 次 项 ， 将 所 有 各 项 相 加 得 到 的 A 也 就 是 各 自 变 
量 的 常数 倍 之 和 : 

Al ps, Gin) = An1 Gn 二 十 人 mi (3.2.2) 
其 中 hn1，,… ,hm 是 由 人 A 中 第 行 以 外 的 元 决定 的 常数 . A 是 ai … ,a 的 一 次 
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函数 ， 而 且 每 一 项 都 是 一 次 项 ， 没 有 常数 项 ， 这 样 的 一 次 函数 称 为 一 次 齐 次 项 
数 (homogeneous function of degree 1 ) ， 也 称 为 线性 函数 (linear function)， 它 具有 如 
下 性 质 : 
(1) ACB+ca ybm+cm)= Apik bir + ck1) + +4aCan+ecin) 
= (Anbrr + + Apnbin) + ( Aricit + °° + Apncin) 
= A( bis , bin) + A ck, , chn) 
(2) A(Aei hai) = A (Man1) F *** + A (Mar ) 
= A(Aniarn t+ + Aiain) 
= A(Ca am) 
如 果 将 A(ai，…，,am) 看 作 整 个 这 一 行 wy 的 函数 ， 记 作 A(a;)， 则 以 上 两 
个 性 质 就 是 : 
(1) A(Bi + ¥1)=A(B:) +A(Y,); 
(2) A(A@1) = AA( 0 ) . 
也 就 是 : 
性 质 2 将 行列 式 A 的 某 一 行 ( 设 为 第 行 )@; 拆 成 两 个 行 向 量 之 和 ou = 
B+ Y:， 则 人 可 以 相应 地 写成 两 个 行列 式 A，A 之 和 ，Al，A 的 第 上 上行 分 别 
等 于 PB，7Y;， 其 余 各 行 与 A 相同 : 


G12 


Qnl Qn2 Cnn 
CH Cl2 Gln Ql G12 Cin 
= | pb br bin| + | ci ci Chn 
Cnl Cn2 Gnn nl dn2 Gnn 


性 质 3 将 行列 式 的 任意 一 行 乘 以 常数 *， 则 行列 式 值 变 为 原来 的 4 倍 . 


QI11 Qi2 Qln Ql a12 Qln 
Aapl Aax2 Aatm| =Alar ab Qn 
Qnl Qn2 nn Qni Cn2 Qnn 
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也 就 是 说 : 行列 式 中 任 一 行 ( 列 ) 的 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 的 外 面 . 
行列 式 A 的 转 置 行列 式 A' 的 行 同样 具有 以 上 性 质 ， 而 Ar 的 行 就 是 A 的 
列 ， 内 此 ，A 的 列 也 具有 同样 的 性 质 : 


性 质 2 
Qn YY bigtcCikg Qin 
a2l i bart+ Cok a2n 
Qnl bn + cng 轩 Qnn 
Q&11 六 Cln Q11 Clk Cln 
CQ21 六 2 C2n CQ21 C2k Q2n 
= + 
Qnl a Dn or Qnn Qnl ene Cnk eae Qnn 


性 质 3” 将 行列 式 的 任意 一 列 乘 以 常数 1 ， 则 行列 式 值 变 为 原来 的 4 售 ， 
行列 式 中 任 一 列 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 的 外 面 . 口 


注意 : 

b+cl bintcein bl 2 bn Cl ”Cin 
一 般 不 等 于 : : | + 

butcn “bant+ cm bn ?brn Cn “Cnn 


这 正如 aj… (bs 十 Ce) a = a bi an + Qi Ce Gn 成 立 ， 但 (bi 十 c1)*: 
(4b, + c, ) 一 般 不 等 于 bi b,+ ci Cn. 

如 果 将 行列 式 的 所 有 的 元 都 乘 以 同一 个 常数 *， 则 相当 于 行列 式 的 n 行 分 
别 乘 以 *. 每 一 行 都 提出 一 个 公 因 子 *， 共 提出 n 个 *. 行列 式 的 值 不 是 变 为 
原来 的 4 倍 ， 而 是 变 为 原来 的 1" 倍 . 

Aall … MAaln Ql ”Qiln 
一 A” 
Aanl Aann Qnt 机 Cnn 

当 n=2,，3 时 ， 行 列 式 分 别 是 平行 四 边 形 面积 、 平 行 六 面体 体积 ， 此 时 
性 质 3 具有 如 下 几何 意义 ; 将 平行 四 边 形 或 平行 六 面体 的 某 一 条 边 或 棱 乘 以 
4， 则 面积 、 体 积 变 成 原来 的 倍 . 
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性 质 4 行列 式 两 行 互 换 ， 行 列 式 的 值 变 为 原来 值 的 相反 数 . 即 : 


Ci 0Q2 ”Qin Ci Cl ”Qin 
Cp1 Cp2 Cpn Qagl Qog2 Con 
Ugl Gg2 Ogn | Upl 0p2 Qpn 
Qnl Qn2 Qnn Qnl Qn2 Qnn 


证 明 


左边 = >， (- DO gj ay “ag ay (3.2.3) 


Ce P 3 
将 排列 ( 产 … 访 … 广 … 户 ) 中 的 万， 广 互 换 位 置 ， 得 到 的 排列 (万 … 太 … 态 … 疡 ) 的 厅 
偶 性 与 (j1… 有 j…j… 记 ) 相 反 . 因此 
( DAU A ( _ TO 
代入 (3.2.3) 式 的 右边 ， 并 将 其 中 的 两 个 因 于 a ，oy 互 换 位 置 ， 得 到 
原 式 左边 =。 如 加 a ag ey aw = 有 边 ， 品 


人 7 

由 以 上 4 条 性 质 可 以 推出 以 下 性 质 : 

性 质 5 如 果 行 列 式 某 行 ( 列 ) 元 全 为 0， 则 行列 式 值 为 0. 

证 明 设 行列 式 A 第 有 行 元 全 为 0. 将 A 的 第 大 行 乘 以 0，A 不 变 ， 另 一 
方面 ， 由 性 质 3 知 A 应 变 为 OA=0. 可 见 A=0. 口 

性 质 6 如 果 行 列 式 某 两 行 ( 列 ) 相 等 ， 则 行列 式 值 为 0. 

证 明 设 行 列 式 A 的 第 p 行 与 第 g 行 相等 . 将 这 两 行 互 换 ， 由 性 质 4 知 和 A 
应 变 为 -A. 但 另 一 方面 ， 由 于 这 两 行 相等 ， 将 它们 互 换 之 后 A 不 变 . 因此 
A=-A, A=0.， 口 

性 质 7. 如果 行列 式 某 两 行 ( 列 ) 成 比例 ， 则 行列 式 的 值 为 0. 

证 明 设 行列 式 A 的 第 p，g 两 行 成 比例 ， 第 p 行 是 第 4 行 的 ) 倍 . 将 第 
Pp 行 的 公 因 子 4 提出 来 ， 得 到 的 行列 式 Ai 的 第 p，g 两 行 相等 ， 由 性 质 6 知道 
Al =0， 由 性 质 3 知道 A=AAI=0. 口 

性 质 8 将 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 4 倍加 到 另 一 行 ( 列 ), 行列 式 的 值 
不 变 . 

证 了 明 
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Q11 Q12 机 Cln 
pl ap2 so apn 
Gol 十 Adapl Gg + AQp2 Qan + Aapn 
Qnl Qn2 Qnn 
Ql AQ12 Qin Ql 212 Cln 
Cpl CQp2 CQpn pl Cp2 Cpn 
= 十 从 
Qal Qog2 Gan pl Gp2 Gpn 
Qnl Cn2 Qnn Qnl Qn2 Qnn 
Ql a12 ln Ql1 412 Gin 
Gpl CGp2 Qpn Cpl CGp2 Qpn 
=|: : : |+A0=|: : : 口 
aol ao ao aql ar2 和 … aon 
Qnl Qn2 a Onl Qn2 机 a 


性 质 3， 性 质 4， 性 质 8 说 明了 3 类 初等 行 变换 对 行列 式 的 值 的 影响 ， 因 
而 可 以 利用 初等 行 变 换 化 简 行列 式 . 由 于 行列 式 的 行 与 列 的 地 位 平等 ， 这 3 个 
性 质 对 列 也 成 立 ， 可 以 对 行列 式 进 行 初等 列 变换 来 化 简 行列 式 . 

例 1 求 行列 式 


1 2 3 4 

1 2 0 -5 
A= 

3 -1 -1 0 

1 0 1 2 
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解 

1 2 3 4 
-(D+(0),-300+(), (+ 10 0 -3 -9 
^ 0 -7 -10 -12 
0 -2 -2 -2 
， 10 1 2 
-4) ,2,4),7(2) + (3), ~- 2(2) + (1) 0 1 1 1 
00 -3 -5 
0 0 -3 -9 

10 1 2 

- (3) + (4) 0 1 1 1 

-0 0 -3 -5 


00 0 -4 
=(-2)xlxlx(-3)(-4)= -24 
例 1 中 通过 初等 行 变换 将 行列 式 化 成 了 上 三 角形 ， 从 而 计算 出 了 它 的 值 . 
初等 行 变换 的 方法 与 第 1 章 中 解 线性 方程 组 的 矩阵 消 元 法 相同 . 实际 上 ， 这 里 
的 行列 式 就 是 第 1 章 8$1.3 例 1 中 的 方程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 ， 所 采用 的 初 
等 行 变换 也 与 $1.3 中 完全 相同 . 
在 等 号 上 方 标注 出 了 所 用 的 初等 行 变换 ， 记 号 与 第 1 章 中 的 相同 : 
A(i) +( 门 表示 将 第 i 行 的 4 倍加 到 第 j 行 ， 此 时 行列 式 不 变 . 
(i,7) 表 示 将 第 i;，j 两 行 互 换 ， 此 时 行列 式 前 面 添 一 个 负 号 (注意 不 要 忘 
记 添 这 个 负 号 ). 
1 -1(i) 表 示 将 第 i 行 的 公 因 子 4 提 到 行列 式 外 面 . 
除了 采用 初等 行 变换 化 简 行列 式 ， 也 可 以 采用 初等 列 变换 .我 们 约定 在 等 
号 的 下 方 标注 所 用 的 列 变换 : 
等 号 下 方 的 4(i) + ()) 表 示 将 第 i 列 的 X 倍加 到 第 j 列 ， 此 时 行列 式 不 变 . 
等 号 下 方 的 (i,j) 表 示 将 第 i，j 两 列 互 换 位 置 ， 此 时 行列 式 前 面 加 负 号 . 
等 号 下 方 的 +-1(i) 表 示 将 第 i 列 的 公 因 子 4 提出 来 . 
也 可 以 不 用 上 述 符号 ， 而 直接 用 文字 叙述 所 用 的 初等 行 变换 或 列 变换 ， 从 
上 到 下 写 在 等 号 两 旁 ， 
例 2 计算 n 阶 行列 式 


多 a a a 
a 多 a a 
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解 
x+(n-l)a x+(n-l)a x+(n-l)a x+(n-l)a 
a x a 二 和 a 
和 -其 佐 各行 加 到 第 ! 行 _ 1 2 x ... 2 
a a a x 
1 1 1 1 
i a x a a 
第 1 行 提 公 因 子 x*+(n-1)a [itln_Dallae a % . a 
a a a x 
1 0 0 0 
a YX 一 0 0 
-直人 各 列 碟 第 1 列 [+ (nn -1)a] a 0 xX-a 人 0 
a 0 0 Xx-a 


=[x+(n-l)aj(x-a)"-! 
例 3 求 n 阶 行列 式 


2 3 n-l n 
2 3 n 
A=|3 4 5 1 2 
n 1 2 n-2 n-l 
解 
1 2 3 n-l n 
1 3 4 n 1 
和 A 一共 全 各 列 加 到 第 1 列 n(n+1)| | 4 5 1 2 
第 1 列 提 公 因 于 (az 2 |. . : 
1 1 2 n-2 n-l|l,xn 
1 2 3 n-l n 
nm 0 1 1 li-n 
由 下 而 上 每 行 减 去 上 一 行 "n+ 0 1 1 1-m 1 
0 1-n 1 1 1 nxn 
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例 4 求 ” 阶 行列 式 
1 
Xl 
Vx, X22, ,Nn) = x? 
X21 


( 注 :这 个 行列 式 称 为 Vandermonde 行列 式 .) 


解 


Vx, x2 


1 
0 


— x D+(,i=n,n-1, 


, Xn ) 
1 
X2 一 和 1 


X2(X2 一 Xx1) 


X32 (x 一 x1) 


1 


NX3™ Xl 


xa( x3 一 x1) 


3 


(zx3 一 2X11) 


$3.2 行列 式 的 性 质 
一 1 一 1 -1 -1 
降 为 n-1 阶 n(n+1) 1 1 l—-n 1 
其 余 各 行 加 到 第 1 行 2 
il-n 1 1 1 |(n-1)x(n-1) 
一 1 -1 一 1 -1 
和 1 到 MF 各行 nt) 0 0 … -nm 0 
2 
-n 0 0 0 ln-Dx(n-D 
一 上 -1 一 -1 
第 2 至 n 列 nn+ hb) rat + —n 0 0 
与 左边 各 列 互 换 2 
0 0 0 一下 obDxn-D 


_ at 1)+2+ + (a -2)( _1)(- nz-2= nt 1) 口 


1 
Xn Xl 


xa( Xn — Xi) 


(xn 一 x1) 
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X2— Xl X3— Xl " Xn Xl 


降 为 a-1 阶 x2(X2 ~ xl) Xa( x3 — X1) 加 Xn Xn — X1) 


X37 (x2 一 xi) x3 2(x3 一 Xi) 机 x ?xs — %1) 


1 1 1 
MX2 M3 Xn 
各 列 提 公 因子 
(x XI) (x3 — x1) (x, — %1) %2 x3 机 2 
2 2 x4-? 02 


=(xz 一 Xi)(xX3 x1) (xn 一 Xi) V(x2 ,x3 , Xn) 


由 此 得 到 递 推 关系 : 
V(x1, ra ,xn) = 1 (wi — 1) * V(x2, 3 Xa) (3.2.4) 
i ies 
V xa rss stn) = TE Cr ~ 0) Vrss es sn) 
Vrs sn) = I Cr 3) Vas st) 


V(xn 2 ，… ,Xn )= (xn_1 一 Xn _2)( xn 一 xn _2)。 V(xn 1, Xa) 


1 1 
V(xn_1, Xn) = 


= Xn Xn-l 


Xn-l1 Xn 


由 最 后 一 个 式 子 V(x -1,%,) 开 始 依 次 将 每 个 式 子 代 入 前 一 式 ， 得 
V(xi, X22, ,Xn ) = I (x; 一 好) (3.2.5) 


也 可 以 利用 (3.2.4)， 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 (3.2.5) 对 所 有 正 整 数 4 过 2 
成 立 : 
1 


MX1 NX2 


设 (3.2.5) 对 n-1 成 立 ， 则 


n=2 了 时 ，V(xi,%x2)= = x2 一 x1,(3.2.5) 成 立 . 


V(x2, X33 , xn) 三 I 《xi — %) 


2gj<ign 


83.2 行列 式 的 性 质 
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代入 (3.2.4) 即 得 
V(x!, X22, , Xn) = [| (Cx; - #1): I (xi — %j) 二 


l<ign 2<j<ign 


由 例 4 的 结论 知道 : Vandermonde 行列 式 了 (xiyxa,… 


I (x 一 %j) 


lsj<ixgn 


,xn) 天 0 的 充分 必要 


条 件 为 : Mi，YX2 9 ,Nn 两 两 不 相等 . 
以 上 各 例题 都 是 适当 利用 初等 行 变换 和 初等 列 变换 将 行列 式 化 简 ， 或 者 利用 
0 0 


Q11 Ql QZ12 Cln 
Q22 C2n 
CQ21 472 Q2n 0 22 Q2n . 
= 。 、 。 = Q1l 
Qn2 nn 
Qn1 Qn2 Qnn 0 Qn2 Qn 


将 n 阶 行列 式 降 阶 为 n -1 阶 行列 式 来 计算 . 最 后 将 行列 式 化 为 上 三 角形 或 下 
三 角形 来 计算 ,或 者 得 出 递 推 关系 式 来 求 值 ， 注 意 , 例 1 的 方法 原则 上 适用 于 
给 定 n 的 具体 值 以 及 各 元 aj 的 具体 值 的 行列 式 . 但 以 后 各 例 计算 n 阶 行列 式 
的 方法 只 适用 于 特殊 的 行列 式 ， 需 要 根据 具体 情形 灵活 运用 . 


习 题 3.2 
1. 计算 行列 式 
1 1 1 1 l+a 1 1 1 
1 -1 1 -1l 1 l-a 1 1 
(1) ; (2) ; 
1 2 3 4 1 1 l+b 1 
1 3 5 9 1 1 1 1-4b 
a (ac+l) (a+2) (a+3)? 
x y xX+y 
b> (b+1) (b+2)? (b+3)? 
(3) y x+y % |; (4) ; 
ec (c+t1)? (e+2)? (c+3)| 
和 十 x y 
: d: (d+1) (d+2) (d+3) 
a b c d 
(5) a a+b at+b+tce atb+c+t+d 
5 
a 2a+p 3a+2b+e 4d4a+3b+2c+d 
a 3a+b 6at3b+e lOa+6b+3c+t+d 
2. 证 明 : n 阶 行列 式 中 ， 若 等 于 0 的 元 的 个 数 大 于 n? - n， 则 行列 式 为 零 . 
3. 证 明 : 
5+c c+t+a a+b a br 1 a a-bc 
(1) lgqt+tr r+p pt+g|=2Ip gqg r|; (2) |1 8 BB-ac|=0. 
y+z z+x XxX+y XxX yy Zz 1 ec cc-ab 


4. 计算 n 阶 行 列 式 
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a-b ab 0 ab bb, 

人 2 一 b GQ» 一 22 机 Ca2 一 b, C2 C2 
(DI |; 02) 

an 一 pb an 一 pb Cn 一心 Cn Qn 

1 3 3 . 3 x Qa a … Qn-1 

3 2 3 3 a % 42 Qn-1 
(3) | : : : ;| ; (4) |a aa x | 

3 3 … mn-l 3 

3 3 和 7 3 n Ql 02 Qn-l % 


5. 如 果 方 阵 4 满足 条 件 4"= - 4， 就 称 4 是 反对 称 方 阵 . 证 明 : 奇数 阶 反 对 称 方 阵 
的 行列 式 等 于 0. 


83.3 展开 定理 
1. 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展 开 


我 们 知道 : 如 果 n 阶 行列 式 的 第 一 行 或 第 一 列 除了 第 一 个 元 cu 以 外 全 都 
是 0， 就 可 以 利用 公式 


CQ11 0 机 0 CI CI2 ”4Qln 
02 i dG2n 
Q21 422 CQ2n 0 CQ22 CQG2n 。 。 
: 三 。 。 。 = Cl : : = 0 Mi 
Qn2 及 Qnn 
Qnl Qn2 Qnn 0 Qn2 Qnn 


(3.3.1) 
将 行列 式 降 阶 为 n -1 阶 行列 式 Mi 来 计算 ，Mi 是 在 行列 式 A 中 将 au 所 在 的 
第 一 行 和 第 一 列 全 部 删 去 之 后 剩 下 的 元 组 成 的 行列 式 ， 称 为 cl 在 A 中 的 余子 
式 (cofactor) . 
如 果 A 的 第 一 行 只 有 一 个 非 零 元 ,但 不 在 第 1 列 而 在 另外 某 一 列 ， 则 可 以 
通过 列 的 互 换 将 这 个 非 零 元 换 到 第 1 列 ， 仍 然 可 以 利用 (3.3.1) 来 计算 A. 
例 1 行列 式 


0 Ql1j 0 

Q21 C27 CQ2n 
A= 

Qn Gy a 


的 第 1 行 除了 第 j 列 的 元 cy 以 外 的 其 余 元 都 是 0. 试 将 A 化 为 n -1 阶 行列 式 
来 计算 . 
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解 将 人 的 第 j 列 依次 与 它 左 边 的 j -1 列 互 换 位 置 ， 经 过 j -1 次 变 号 


QT 0 a 0 0 oo 0 
Q2; O21 YY G2j-1 02J+l ” GQ2n 
Al 三 

Qn dnl 机 Cn -1i Qn,j+l 机 Qnn 

C21 ”02jJ-1 Q2j+tl ” Ga2n 
三 QI : . : ; = al 
Qnl 轩 扣 Qn,j-1 Qn,j+l 机 Qnn 
) -上 一 1 

A=(-1) Ai = ai — 1)’ Mi; (3.3.2) 


其 中 Mj; 是 在 A 中 将 ay 所 在 的 第 1 行 和 第 j 列 删 去 之 后 剩 下 的 元 组 成 的 行列 
式 ， 称 为 ajj 在 A 中 的 余子 式 . 由 于 (-1) = (一 1)'*i,， 我 们 可 以 将 (3.3.2) 
中 的 ( -1)77!1Mij 改 写 为 ( -1)'*iM1;， 其 中 -1 的 指数 1+j 等 于 a 的 行 指标 1 
和 列 指标 j 之 和 . ( -~ 1)'*iMi1; 称 为 al 在 A 中 的 代数 余子 式 (algebraic cofactor)， 
记 作 41;. 这 样 ， 等 式 (3.3.2) 就 成 为 : 

如 果 行 列 式 A 的 第 1 行 除 了 第 j 列 的 元 aij 之 外 都 是 0， 则 

A= aiAy . (3.3.3) 

一 般 的 行列 式 A 的 第 1 行 (au,…,ain) 未 必 含有 0， 但 可 以 通过 将 这 一 行 

拆 成 n 个 至 少 含有 n - 1 个 0 的 行 向 量 之 和 : 
(ai … ,Qin) = (alil;0，… ,0) 十 (0, ai ，… ,0) 十 … 十 (0 ，… ,0,a1n) 

按照 行列 式 的 性 质 2 相应 地 将 A 拆 成 n 个 行列 式 A1，…，A 之 和 ， 分 别 以 这 
n 个 行 向 量 作为 第 1 行 ， 其 余 各 行 都 与 A 相 同 : 


Q11 QT7 Cln 2S11 0 机 0 
C21 02 ”CQ2n C21 02 ”””” G2n 
A = 站 . - 三 . . a -+ 机 十 
Cnl Qn Qnn Gnl Qn2 Qnn 
0 0 QT 0 0 0 0 Qln 
Q21 ”02j-L 2 GQ2j+l “” OQ2n G2 Qn-l QU2n 
站 站 . 十 … 十 四 
Qni Cn, -1 Qny Qn,j+l1 机 Cnn Qnl “" Qn,n-1 Qnn 


n 


= auAn+ 十 QA + + aln4in = ZanAy 
j=1 
这 就 得 出 了 
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引 理 3.3.1 行列 式 A 的 值 ， 等 于 它 的 第 1 行 各 元 分 别 乘 以 它们 的 代数 余 
子 式 所 得 的 乘积 之 和 : 


人 = aid (3.3.4) 
j=1 


这 称 为 行列 式 按 第 1 行 展开 . 
行列 式 也 可 以 按 任何 一 行 展 开 ， 要 得 到 A 按 第 i 行 展开 的 公式 ， 只 要 将 它 
的 第 i 行 依次 与 它 前 面 的 i-1 行 互 换 位 置 ， 得 到 的 行列 式 Al 的 第 1 行 就 是 A 
的 第 i 行 ， 而 Ai 的 其 余 各 行 依次 是 从 A 中 去 掉 第 i 行 之 后 的 其 余 各 行 . 将 A 
按 第 工行 展开 ， 就 得 到 A 按 第 i 行 展 开 的 公式 . 


Qu QT Cln Qil Gy Gin 

: Qll Gy Gin 

Qi -1 Qi 1, Qi -ln : : : 
A = ail oe ay oo Gin =(-1)-! Qi_1l oo Gi 1 a Qi ln 
i+l,l Gi +1,j i+tl,n i +1,1 Git1,j Qitl,n 

Qnl an Cn Qnl Qn Cn 


1) Do (- 1) iM; - Po: (- 1)° HM; = Das 
其 中 a A 中 删 去 ajy 所 在 的 第 i 行 和 第 j 列 之 后 剩 下 的 元 所 组 成 的 行列 式 ， 
称 为 6&5 的 余子 式 (cofactor)，4; = ( -1)i*i 称 为 aj 的 代数 余子 式 (algebraic cofac- 
tor) 这样 就 得 到 行列 式 按 任何 一 行 展开 的 公式 . 由 于 行 与 列 平等 ， 同 样 可 以 
得 到 行列 式 按 列 展开 的 公式 ， 
命题 3.3.2 行列 式 A 的 值 ， 等 于 它 的 任意 一 行 各 元 分 别 乘 以 各 自 的 代数 
余子 式 的 乘积 之 和 : 


A= ap 
也 等 于 它 的 任意 一 列 各 元 分 别 乘 以 各 自 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 ， 


A= Das 
注意 ， 在 按 行 展开 的 公式 
A= ail4a+ 二 ab + "+ ainkin 
中 ,第 i 行 的 各 元 的 代数 余子 式 4 ,…, 4 的 值 都 由 A 中 第 i 以 外 的 元 决定 ， 
与 第 i 行 各 元 a,… ,a 无关， 因此， 在 行列 式 A 中 将 第 i 行 各 元 分 别 换 成 任 
意 值 x,,… , x, ， 得 到 的 行列 式 A(xi ,… ,x ) 按 第 i 行 的 展开 式 中 的 各 代数 余子 
式 hi ，,… ,hs 仍 与 在 A 中 相同 : 
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CH CT Clin 
Qi-1,1 Qi1,j Qi-1l,n 

Xl a x 。。 x = xiAa + + wiAy + + wnkin 
Ci+1,1 Qitl1,j Qi + lm 

Qnl Qn Qnn 


(3.3.5) 
如 果 将 等 式 (3.3.5) 两 边 的 (x;,… ,x,) 取 作 A 的 另外 一 行 (a ，… ,apm) (kz ， 
则 等 式 左 边 行列 式 的 第 i 行 与 第 行 相等 , 行列 式 值 为 0 于 是 等 式 右边 也 等 
于 零 : 
akl4i t+ + apAy + + QinAin =0. 
对 行列 式 的 列 也 有 类 似 的 结果 : 
CD + "+ QnAy+ "+ anAw =0, VY kj. 


这 就 得 到 
定理 3.3.3 
3) ots- 网 > os= {2 网 
j=1 0， 当天 天 中 i=1 0， 当 kzj. 
例 2 求 n 阶 行列 式 
2 1 0 0 
1 2 1 0 
(1) A,=10 1 2 … 0|; 
0 0 0 … 2 
2cos 0 1 0 … 0 
1 2cos 0 1 
(2) A, = 0 1 2cos 0 … 0 
0 0 0 2cos 0 
解 (1) 将 A, 按 第 一 行 展开 得 
1 1 0 0 
0 2 1 
A=2A,_1-1:10 1 2 0 


0 0 0 “* 2 (n-1)x(n-1) 
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将 上 式 第 二 项 的 行列 式 按 第 二 列 展开 ， 得 
An =2An-1- An-2 
即 
An — An-1= An-1— An,-2 
这 说 明 以 A, 为 第 n 项 的 数列 是 等 差 数 列 ， 其 公差 
| )| -2-3-2=1 
首 项 Al =2. 因此 
A,=2+(n-l)xl=mn+l 
(2) 与 (1) 同 样 将 行列 式 按 第 一 行 展开 ， 得 到 
A,=2cos 0.A,，1-A，， (3.3.6) 
且 满 足 初 始 条 件 
Al =2cos 0，A, =4cos20 -1=2(1+cos 20)-1=1+2c0s 20 (3.3.7) 
满足 条 件 
an =2cos go -oa (V3giegn) 
的 数列 { as| 组 成 复数 域 上 的 2 维 向 量 空间 刀 ， 包 含 1A。| 在 内 . 
寻找 万 中 包含 的 首 项 为 1 的 等 比 数列 fao| ，a, = gq*-!， 其 公 比 9 满足 条 件 
gq" l=200s b+ gq 3, Vn>3 
Sq - (2cos 0)g-1=0 人 9=cos 0+isin 0 
记 gi =cos 0-isin G6， gy=cos 0+isin 6，a, = gg? 1!，b, = 0 则 数列 lc， 
15,| 线 性 无 关 ， 组 成 V 的 一 组 基 . 


+y=Ai, 
设 1As| = zol +y|b。|， 比 较 各 数列 的 前 两 项 得 7 1，” ， 解 之 得 
gx + gq27 = A,, 
Aig; -和 人 
% 三 一 一 
和 2 一 91 
_ A ~ Aig! 
“一 42 一 91 


从 而 


A, = xg1 + yg2™! 


_Aig2g’ ~- Agi + Ag2 ! - Alg1g2 
42~ qi 
_ Aigiga(g1™ -gq )+A( gl! —- g?-!) 
92~ qi 


(3.3.8) 


§3.3 展开 定理 135 


gig2=1, gq2- qi1= 2isin 0， 
gi !~ g?- l= (cos(n~1)0+isin(n—1)0)- (cos(n—1)0+isin(n— 1)0) 
=2isin(n -1)0 
的 -一 0 = —2isin(n ~ 2)0 
以 及 Al =2cos 9，As = 1+2cos 29 代入 (3.3.8) 得 
2cos 0[ ~ 2isin(n ~ 2)0] + (1+2c0s 20)[2isin(n ~ 1)0] 


An = 2isin 0 
_ ~2cos Osin(n ~ 2)0+ sin(n -1)0+2cos 20sin(n -~ 1)0 
sin 0 
_ - [sin(n — 1)0+sin(n -3)0]+sin(n —1)0+sin(n+1)0+ sin(n -3)0 
sin 0 
= Sin(n+1)0 口 
sin 0 


2. 行列 式 按 若干 行 ( 列 ) 展 开 

行列 式 A = | oj|。, 按 一 行 或 一 列 展开 ， 实 际 上 是 将 A 看 作 以 这 一 行 (或 
列 ) 的 mn 个 元 为 自 变量 的 函数 ， 将 其 余 元 看 作 常 数 ， 合 并 同类 项 得 到 的 结果 . 
例如 ，A 按 第 一 行 的 展开 ， 就 是 将 A 看 作 第 一 行 的 元 cu, az,，… ,ai 的 mn 元 一 
次 函数 合并 同类 项 得 到 的 : 


A=|ayl,x = 2 (— DH a Q27 "Ory 
i 1 2 n 
= auAnt + ay A + + onAln (3.3.9) 
其 中 a1j (ig<1<n) 的 “系数 ” 
A 二 >， (— Dh gy am (3.3.10) 


如 <… < 名 是 从 {1,2,…,n| 中 去 掉 记 之 后 剩 下 的 n-1 个 数 按 从 小 到 大 的 顺序 
ky _ 
2 n 
右边 的 立 是 对 所 有 这 样 的 排列 求 和 . 

由 标准 排列 (12…n) 变 成 (有 ja… 记 ) 可 以 分 两 步 来 实现 ， 先 将 ji 依次 与 它 前 
面 的 ji -1 个 数 互 换 位 置 得 到 排列 (ji 6。…%,)， 其 逆序 数 为 ji - 1; 再 将 其 中 的 
友 ，… ,后 按 ( 户 … 访 ) 的 顺序 重新 排列 ， 得 到 (六 PP… 访 )， 因 此 ， 


排列 得 到 的 结果 ， | 


on. . . k2 oa k, kk» ne 天 
sgn(j1j2'"*jn) = sgn(j1 ka ha) sgn| , |= sgn| . . 
7 有 六 


代 人 (3.3.10) 得 


136 第 3 章 行 列 式 


k a k, 
hi = (—1)n"! > | . J (3.3.11) 


( hb J2 YY Jn 
(3.3.11) 右边 的 
Ek oe k, 
之 | 1 Pe = My 

就 是 ayj 在 A 中 的 余子 式 ， 而 A1; = (~ Di My =(-— 1) Mu 就 是 oa 在 A 
中 的 代数 余子 式 . (3.3.9) 就 是 引 理 3.3.1 所 得 到 的 A 按 第 一 行 展 开 的 式 子 . 

现在 我 们 将 以 上 对 A 的 第 一 行 的 讨论 推广 到 前 r+ 行 ，r 是 小 于 等 于 n 的 任 
一 正 整 数 . 将 A= det4 = | aj|, ,看 成 以 它 的 前 + 行 的 元 为 自 变量 的 函数 ， 后 
n ~ r 行 的 元 都 看 成 常数 ， 对 行列 式 A 的 展开 式 合并 同类 项 ， 得 : 


A=|as | ， = > Qj Qn Cj, 
有 


= >>， > QI On Cj (3.3.12) 
四 a “) 7 7 
其 中 让,…, 记 由 1,2,…,n 中 任 取 7 个 数 <… < 按 任 意 顺 序 排列 得 到 ，a1;… 
a 的“ 系数” 


oD DO a (3.3.13) 
(人 
其 中 ,<… < 由 1,2,…,n 中 去 掉 ,…,k, 之 后 莘 下 的 n -rr 个 数 按 从 小 
到 大 的 顺序 排列 得 到 ，j ,1,…, 记 是 和 ,1,… ,所 的 任意 一 个 排列 ，(3.3.13) 右 
边 的 求 和 号 纪 就 是 对 ,1,… ,%, 的 所 有 的 排列 求 和 . 由 标准 排列 (12…n) 变 成 
排列 (j… 阅 .44… 记 ) 可 以 分 如 下 三 步 实 现 : 先 将 1,2,…,n 中 从 小 到 大 的 > 个 整 
数据,，k2，… ,上 分别 依次 与 排 在 它们 前 面 的 如 -1 个 、kz -2 个 …… ,一 了 个 数 : 
互 换 位 置 ， 将 石 , 姑 ，… 太 依次 排 到 前 > 个 位 置 ， 剩 下 的 n - r 个 数 仍 按 原 来 的 
从 小 到 大 的 顺序 排 在 最 后 n ~ r 个 位 置 ; 然后 将 下 ,，…:; 大 排列 成 六 …, 广 ; 再 
将 ,1，,… ,排列 成 记 , 1，,…, 训 ， 因 此 ， 排 列 (j4…jj, 1… 记 ) 的 符号 等 于 这 三 步 
的 符号 之 积 ; 
sgn( ip) 
; .. | 。 | 
= sgn( ki hk,si' ka)sgn| . |-sgn| . “| (3.3.14) 
J J Jrtl 
其 中 (后 … 有 有 :1 各 ) 的 逆序 数 为 (和 -1)+( 刀 -2)+…+( 有 -7r)， 其 符号 
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sgn( 有 = 人 (一 1) CR- Dr km2) +t + hr) 
= (3)1+2t (3.3.15) 
将 (3.3.14)，(3.3.15) 代 入 (3.3.13) ， 得 


1 
一 1+2+… 十 7 十 下 十 下 + +k 。 
Sih = (~ 1) | 


有 r+l … n 
= (~ 1)12+t tr tt tgn .A 
1 及 J kr 机 Ek, 
r+i+l n 
| jn 
rf 工 n 
元 组 成 的 n-r 阶 子 式 ， 也 就 是 在 A 中 将 前 + 行 及 第 ,…,k, 列 删 去 之 后 剩 下 
的 元 组 成 的 n -> 阶 子 式 ， 它 与 广 ,… ,ji 的 排列 顺序 无 关 ， 只 与 hi，… ,k, 的 选 
择 有 关 . 因此 ， 由 hh,…,h 所 有 的 排列 ( 坟 …j) 对 应 的 各 项 ay … ay 的 系数 


oj 合 有 公 因子 


Ci r+1 和 2 
k+l 8 
可 以 提出 来 ， 这 样 ，(3.3.12) 就 变 成 


k os k, 


lgk < <hen 机 多 


(一 1)1+2+ trth th +t + 有 4 r+l 和 n - 
k,l 用 抽 大。 


1 2 … r rtl * in 
= > A 。 (- 1)1+24 trththt th 
lgh<*<khen ki k2 "> k. kr " k, 
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上 2 机 r 


处 的 元 组 成 的 子 式 ， ‘| 上 | 在 14 | 中 宪 W 所 在 的 ,和 和 列 全 部 


删 去 之 后 剩 下 的 元 按 原来 的 顺序 排 成 的 子 式 ， 称 为 1 的 余子 式 ，M 的 余子 式 
与 (一 1)172t tr+th+h+ +h 的 乘积 称 为 M 的 代数 余子 式 ， 按照 这 个 定义 ， 等 
式 (3.3.16) 可 以 叙述 为 : 

引 理 3.3.4 ”对 任意 正 整数 r < n，n 阶 行列 式 | 4 | 的 值 ， 等 于 它 的 前 > 行 
元 组 成 的 所 有 的 + 阶 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 .， 即 


1 2 … r ril … hn 
4 一 4 。 1)lt2+ +trtk + t+tkA . 
| 4 > ， bp en 1 


lgh<<hen br 
引 理 3.3.4 中 的 等 式 称 为 |4 | 按 前 7 行 的 展开 式 . 
更 一 般 地 ， 我 们 有 关于 行列 式 按 任意 > 行 (或 列 ) 展 开 的 如 下 定理 ; 
定理 3.3.5 (Laplace 展开 定理 ) 设 |4 | 是 阶 行列 式 . 对 任意 正 整数 + < n， 
任意 取 定 > 个 指标 i < i <…<i;<n， 则 | 和 | 的 值 等 于 它 的 第 并 ,is,…,i 行 
(或 列 ) 元 组 成 的 所 有 的 r 阶 子 式 分 别 与 它们 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 . 得 
人 


1 人 < ki 2 机 k, 


i on i 
(CE DU 7+1 n 
ki “"" Ek, 


kl k2 se k, 
= 2 4 .| 
lsk < <hen ?ZI lz 机 Lr 


的 
(1 | 
lr+l 机 Un 
其 中 纪 ,1,…, 启 由 1,2,…,n 中 去 掉 计 ,i,…,i, 之 后 剩 下 的 数 按 从 小 到 大 顺序 
排列 得 到 ，% ,1，,… ,上 由 1,2,…,n 中 去 掉 和 ,hs,… ,之 后 剩 下 的 数 按 从 小 
到 大 顺序 排列 得 到 . 

证 明 将 |4| 的 第 ,is,…,i 行 分 别 依 次 与 它们 前 面 的 记 -1 行 .i, -2 
行 、…、i, -了 行 互 换 位 置 , 将 |4 | 的 第 鹿 ,i,,… ,i 行 分 别 换 到 第 1,2,…,r 行 ， 
其 余 各 行 按 原来 的 先后 顺序 排列 成 第 r + 1,…,n 行 ， 得 到 |B|. 再 将 | B| 按 前 
r 行 展开 得 

14| =(-1Gr-Drtp-2++Gno| 吾 | 
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= (C1) D+) rt >， a 2 玫 | 


lsk < < 大 去 kl k2 k, 
(1)1t2+t trth tk tt r+l 和 n 
ki+1 罗拉 ks 


说 
二 2 A * 
Ish<"<ken ki k» 四 Ek, 


i a i 
(Tit rith th tm th r+1 于 
k,l 机 kn 


将 14 | 的 转 置 |47| 按 第 说 ,i,,…,i 列 展开 ,就 得 到 |4| 按 第 六,i,,… ,i 行 展 
开 的 结论 . 
特别 , 当 r=1 时 ,由 定理 3.3.5 得 到 的 结论 就 是 命题 3.3.2 当 


GZ11 Qlr 0 六 0 
arl a Cr 0 a 0 
|4|= 
rtll Qrtrlyr Qrtrlyrtl ”  Qril,n 
Cnl Cnr Qn,r+l 澳币 Qnn 
时 ,将 |4 | 按 前 7 行 展 开 即 得 
Ql1l 可 Clr Qr+lr+l Cr+l,nm 
141 = 
Qrl Qrr Qn,r+tl Cnn 


例 3 设 |4| 是 n 阶 行列 式 ， 正 整数 r< nm， 如果 |4 | 的 所 有 的 r 阶 子 式 都 
等 于 0， 求 证 :|4| = 0. 

证 明 ”|4 | 等 于 前 7 行 元 组 成 的 所 有 的 r 阶 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 的 乘 
积 之 和 ， 由 于 所 有 的 r+ 阶 子 式 都 等 于 0， 它 们 与 各 自 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 
也 是 0. 因此 |4|=0. 吕 


习 题 3.3 
1. 计算 n 阶 行列 式 : 
X YY 0 0 0 区 a a a 
0 x y 0 0 -a xX a a 
(1) :|; (2) | -a ~a Xx a 
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b a+t+b a 0 -1 x 0 On -1 
(3) 0 b a+b 2% 0 ; (4) 0 -1 0 ; ; 
: : : a : % Q2 
0 0 0 a+t+b 0 0 ~1] x+al 
X2+1 x 0 0 
% x2:+1 区 
(5) 0 x Xi+1 0 
0 0 x2+1 


0 .. 

2. 证 明 : 偶数 阶 反对 称 方 阵 的 行列 式 | 4 | = | o5 |,、 ,的 所 有 元 的 代数 余子 式 4j(1 < i， 
j 志 nn) 之 和 等 于 0. 

3. 求证 : 


Qn+t+X Qlnt Xn 


n n 
= det 4 + D2 Ay 
jl kl 
Qn tA "ann+ Xn ’ 


其 中 4 = ( ay) ,x a， hx 是 aj 在 det 4 中 的 代数 余子 式 . 
4. 设 al,az,…a 是正 整数 . 证 明 : nm 阶 行列 式 


2  ..。 n-l 
1 al ai Q1 

2  ... n-l 
1] a a Q2 

2  ..。 nm-1 
1 aaa a 


能 被 1"-12"-2.…(n -2)2(n -1) 整 除 . 
$3.4 Cramer 法 则 


我 们 希望 知道 由 n 个 方程 组 成 的 n 元 线性 方程 组 


CHXT 十 QI2X2 十 十 CGInXn 二 bi 
Q21X1 十 C22MX2 十 十 人 2nXp 二 b> 

(3.4.1) 
QnX1t Ca2X2 十 十 Qnr = b, 


什么 时 候 有 唯一 解 ; 并 且 和 希望 在 有 唯一 解 的 时 候 得 出 “ 求 根 公 式 ”， 也 就 是 由 
方程 的 系数 算出 各 未 知 数 的 值 的 公式 ， 
记 
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则 上 述 方程 组 (3.4.1) 可 以 写成 向 量 形式 
Cixl1+oox+…+CX = 月 (3.4.2) 
其 几何 意义 就 是 将 向 量 记 写成 gli,awz,…，,a 的 线性 组 合 ， 求 组 合 系数 . 
仿照 3 维 实 向 量 空间 R 中 的 内 积 
x19y1321)° (%2,Y2,22) = XI1%2 十 yl1y2 十 3122 


可 以 在 n 维 空间 Fr"*! 的 任意 两 个 向 量 


之 间 定 义 “ 点 积 ” 
CO=aidi+…+andn (3.4.3) 
容易 验证 ， 这 样 定义 的 “点 积 ” 具 有 如 下 性 质 : 
(x101+… + ) = x 6)++ x (G6) 
将 方程 (3.4.2) 两 边 同时 与 Fr*! 中 任 一 列 向 量 6 作 “ 点 积 ” 得 到 
xi(01'6)++x(0,.'6)=B:6 (3.4.4) 
我 们 希望 对 每 个 1<j<n 找到 一 个 BE "X11 与 gan 中 除了 wi 之 外 的 
其 余 向 量 a (4 关门 都 “垂直 ”， 即 wk 6; =0 对 所 有 的 kj 成立 ,并且 wj 65) 等 
于 方程 组 (3.4.1) 的 系数 矩阵 4 的 行列 式 A= |4|. 当 Az0 时 ,在 等 式 
(3.4.4) 中 取 6 = 6， 则 等 式 左边 只 剩 下 wA 这 一 项 ， 其 余 各 项 都 被 消去 ， 
(3.4.4) 成 为 


xjA= 有 6， 从 而 5 
考虑 A= |4 | 的 第 j 列 @j 各 元 的 代数 余子 式 组 成 的 列 向 量 
Aij 
6=|: (3.4.5) 
A 
行列 式 的 展开 定理 告诉 我 们 ， 对 下 关 有 
ok0=ady+…+andw=0 
而 0 0 = aAi;+ + awAn = A 
用 (3.4.5) 中 定义 的 6(1<j<n) 与 方程 (3.4.2) 两 边 作 “点 积 ”， 就 得 到 
xA=B:6=A; (3.4.6) 
其 中 
CI YY Qa,j-1 bi Qlj+tl ” Qin 


C21 ”G2,j-1 b> Q2j+1 ”G2n 
Aj;= biAl; + *** + bnAn = 。 。 。 


Gnl 机 Cn,j-1l b, Qn,j+l1 机 Qnn 
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是 将 A 的 第 j 行 各 元 换 成 5 ,… ,5 得 到 的 行列 式 ， 当 Az#0 时 就 由 (3.4.6) 得 到 


A. 


wy=N (Vl<ji<n) 


这 样 就 得 到 了 
引 理 3.4.1 设 由 n 个 方程 组 成 的 n 元 线性 方程 组 (3.4.1) 的 系数 行列 式 
A 头 0， 则 方程 组 至 多 有 一 组 解 
.A 
A” "A” :A 
其 中 Aj 是 将 A 的 第 j 列 各 元 分 别 换 成 51，… ,5b 得 到 的 行列 式 ， 口 
推论 3.4.1 如 果 由 n 个 方程 组 成 的 n 元 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 
Az0， 则 方程 组 有 了 唯一 解 (x1, xs,…, x,) = (0,0,… ,0). 
证 明 齐 次 线性 方程 组 至 少 有 一 组 解 (xi,…,x,) = (0,…,0)， 由 引 理 
3.4.1 知 ， 当 Az0 时 它 至 多 只 有 一 组 解 ， 因 此 只 有 零 解 . ” 口 
定理 3.4.2 设 Q1,…,Q,E 1"*!1，A 是 依次 以 aj,…,@, 为 各 列 组 成 的 行 
列 式 ， 则 ; {@1,… ,Ql 是 Fr*! 的 一 组 基 SAz0. 
证 明 先 设 Az0， 
考虑 关于 x1,… ,x。 的 方程 
XIQ1I+…+2w =0 (3.4.7) 
它 也 就 是 由 n 个 方程 组 成 的 齐 次 线性 方程 组 


Ql1X1 十 ”十 CI1nXp =0 


Co 


(3.4.8) 
anlXi 二 十 anxzn =0 
系数 行列 式 就 是 A， 而 Az0. 由 推论 3.4.1 知 它 只 有 零 解 ， 因 此 &,… ,a, 线 
性 无 关 . 由 定理 2.3.4 知道 : n 维 向 量 空间 严 *! 中 nm 个 线性 无 关 向 量 wj,，…， 
on， 组 成 记 *! 的 一 组 基 . 
反 过 来 ， 设 1,…,@, 构成 户 *!1 的 一 组 基 ， 因 而 线性 无 关 ， 方程 (3.4.7) 
即 方程 (3.4.8) 只 有 零 解 . 将 方程 组 (3.4.8) 的 系数 矩阵 4 经 过 一 系列 初等 行 变 
换 化 为 最 简 形 式 


0 eo0. bi; oe 0 a0. 0 eo 0 a bli, 

0 os. 0 ee b27 oo 0 oo. 0 ene by 
B= : 

0 0 0 0 Bb, by, 
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其 中 b1j; = b2j = = b; =1, 1<jii<jp<"…<js<n, 并 且 B 中 第 jj ,jo,…, 记 
列 除了 51; ,8 ,by 以 外 其 余 的 元 都 是 0. 

当 +r < n 时 方程 组 有 非 零 解 ， 矛 盾 . 因此 r=n. 此 时 1]<ji<jo<…<jhs 
n 人 迫使 六 =1,j2=2,…, 记 =n. 可见 


pi 
-| 0 bn 
0 0 bm 


是 上 三 角形 矩阵， 行列 式 
1B|= bb bi =1#0 

4 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 成 B， 每 次 初等 行 变换 将 行列 式 乘 一 个 非 零 的 
倍数 4: 

(1) 某 一 行 乘 以 非 零 常数 1 ， 行 列 式 变 成 原来 值 的 1 倍 ; 

(2) 某 两 行 互 换 位 置 ， 行 列 式 值 变 成 原来 值 的 -1 倍 ; 

(3) 某 一 行 的 常数 倍加 到 另 一 行 ， 行 列 式 值 不 变 ， 是 原来 值 的 1 倍 ， 

因此 ，|B| =4|4 | 对 某 个 Xz0 成 立 , A=|14|=4-!|B|=4-!1z0. 

推论 3.4.2 设 4 是 n 阶 方 阵 ， 则 如 下 命题 等 价 : 

(1) |4|=0; 

(2) 4 的 列 向 量 线性 无 关 ; 

(3) 4 的 行 向 量 线性 无 关 ; 

(4) rank A=1. 

这 里 ， 说 者 干 个 命题 等 价 ， 是 说 这 些 命题 两 两 互 为 充分 必要 条 件 . 

证 明 |4|z0 心 4 的 列 向 量 线性 无 关 近 4 的 列 秩 等 于 mn 即 (TD) 全 (2) 拓 (4 

又 14|z 关 0 全 14 | zx0 全 4 的 列 向 量 线性 无 关 作 4 的 行 向 量 线性 无 关 .， 这 
说 明 (1) 避 (3)， 口 

定理 3.4.3 (Cramer 法 则 ) “如果 n 元 线性 方程 组 


Qi11X1 + G12%X2 十 "十 QnXn 三 bi 
Q21X1 十 Q22 %2 二 "十 Qn%Xn 三 b> 

(3.4.1) 
QniX1+ an2X2 二 十 Gongn = ob, 


的 系数 行列 式 Az0， 则 方程 组 有 唯一 解 


(1 A 全 从 


,人 
其 中 Aj 是 将 A 的 第 j 列 各 元 分 别 换 成 5 ,… ,5 得 到 的 行列 式 . 
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证 明 记 
Qj bi 
; b 
0 = ®Y (sjsn), B=| .7 
Qn bs 
则 方程 组 (3.4.1) 可 以 写成 向 量 形式 
QIX1+ O27X2+ "+ Qnxn = Pp, (3.4.2) 


当 Az0 时， 由 定理 3.4.2 知道 gj,…,@, 组 成 严 *1! 的 一 组 基 ， 严 “每 个 
向 量 B 都 可 以 写成 a ,… ,an 的 线性 组 合 的 形式 ， 如 式 (3.4.2) 所 示 ， 而 且 系 数 
x1，,"… ,Xn 由 及 唯一 决定 . 也 就 是 说 ， 方 程 (3.4.2) 有 唯一 解 ， 方 程 组 (3.4.1) 有 
唯一 解 . 

再 由 引 理 3.4.1 知道 这 组 唯一 解 就 是 


Ai A; A, 
Ga 
如 所 和 欲 证 . 
例 1 当 二 元 一 次 方程 组 
| + biy= cl 
a2xX + by = c2 
有 唯一 解 时 ， 写 出 用 系数 计算 解 的 公式 . 
al bi 
解 A = = a1b2 — a2b1 
42 2 
ec! bi Qa! Cl 
Al = =cib;—- cb1, A, = = Ql1C2~ 02C1 
C2 b2 Q2 C2 


当 和 A= aib; ~ asbi¥0 时 有 唯一 解 
_ cibs ~ cb! aic2 — Qoc1 
(09) = (2, 0] 口 
例 2 设 线性 方程 组 (3.4.1) 的 所 有 系数 a; 及 4; 全 都 是 整数 ， 并 且 系 数 行 
列 式 A= +1. 求证 : 方程 组 的 唯一 解 (x ,… , x) 中 各 未 知 数 x 的 值 都 是 整数 . 
证 明 由 于 Az#0, 方程 组 有 了 唯一 解 (x1,… ,x,)， 其 中 每 个 


A; A, 


行列 式 Aj 中 所 有 的 元 都 是 整数 ， 而 Aj 是 这 些 元 的 整 系数 多 项 式 函 数 ， 由 这 
整数 经 过 加 、 减 、 乘 算出 ， 仍 为 整数 . 因此 x 是 整数 . “” 口 


习 题 3.4 


虎 


1. 用 Cramer 法 则 解 线性 方程 组 : 
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2x1 + X2 -5x3 + Xa4=4 
X1 — 3x2 ~ 6x4=3 
2x2 — Xx3+2xX4= -5 
Xi1+4x2 ~ Tx3+6x4=0 
2. 设 n 元 线性 方程 组 
QnXi+ ai2X2 + "+ Qnxn = bi 


Qa X11 + Q22X2 十 … 十 Ga2nxn = b> 


QnlX1 + Cn2MX2 十 "十 CnnXn = bn 
的 系数 矩阵 4 的 行列 式 Az0. 对 每 个 1<jsn, 令 Aj= bi141+…+ 5b,hw 是 在 A 中 将 第 j 列 
元 分 别 换 成 5 ,5,，… , 5， 得 到 的 行列 式 . 将 
Goss) = ( 刍 , 扩 ,人 ) 
代 人 人 原 方程 组 检验 ， 证 明 它 确实 是 原 方程 组 的 解 . 
3. 设 xi ,xn 是 任意 个 不 同 的 数 ，y;,… ,yy 是 任意 n 个 数 ， 求 证: 存在 唯一 一 个 次 
数 小 于 n 的 多 项 式 f(x) = ao+ alx +… + a,-1Xx" !， 使 得 对 1<i<n 满足 条 件 f(x;) = y;. 
4. 分 别 求 复数 * 满足 下 面 的 条 件 : 
(1) 向 量 (1+4,1-4)，(1 -4,1+4)EC 线性 相关 ， 
(2) 向 量 (4,1,0)，(1,4,1)，(0,1,4)E€C 线性 相关 . 


(3) 方程 组 
X2 十 %3 = AX1 
XI1 + X3 = AXa 
X1 + NX2 = AX3 
有 非 零 解 . 


$3.5 更 多 的 例子 
例 1 计算 行列 式 


Al 十 aibi aib>» aibs 机 aib, 
A azbi A2 + azb> a2b3 机 a2b, 
anbl anb?2 anbs … An+ anb, 


解 ” 如 果菜 个 A =0， 将 A 的 第 开行 的 公 因子 ai 提 到 行列 式 外 ， 再 对 每 
个 1<jy<n，jz， 将 新 的 第 大 行 的 - o 倍加 到 第 / 行 ， 得 


1 by Bart eb, 


A=aorlb … bi = Ak+1 


A An 
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二 OK [1 A 


lgjsn,j*k 


以 下 设 姑 z0 对 1<ign 成 立 ， 则 
1 — bi —b, -by 的 一 已。 
0 人 1 十 abi aib; aibs 机 aib, 
A 二 0 aibi A,+ aib> aibs 2 a b, 
0 ap anp2 anb3 An + anbn 
1 -bl -b, -6b -b, 
Ql Al 0 0 0 
a(l)+(i+1l), Vlasign 
CQ2 0 人 2 
an 0 0 0 A 
上 n 
1+ ariab: 0 0 0 0 
i=1 
hrbbi(i+l)+(D)，1I<is<n Q1 A! 0 0 
| Q2 0 /2 
| : |: 
a, 0 0 0 A 


=(1+ Pai bi A1A2 eA, 


= 22 + Dabi( IT] %») (3.5.1) 
易 验证 当 某 个 w -0 时， 


2 An 十 Potil 1] 1%)= a [1 %)= 


lgsjsn,ji lgsjsn,jrk 


可 见 
人 A= AiA2'""An 十 Dasl Il 1) 


对 所 有 的 情况 都 成 立 。 口 YY 
例 1 中 在 A 阶 年 3 列 式 A， 添加 一 了 


行列 式 来 计算 ， 这 样 的 方法 时 作 各 这 一 般 地 ， 我 们 有 


1 ~ bl — bs 
Q1l Cln 
。 0 QI11 机 Cin 
= |.， 。 。 (3.5.2) 
Qn Qn 
0 Qni Qnn 


§3.5 更 多 的 例子 147 


如 果 能 适当 选择 等 式 右边 的 51 ,… , b, 使 等 式 (3.5.2) 右 边 的 行列 式 能 化 成 三 角 
形 ， 加 边 的 方法 就 成 功 了 . 

例 2 证 明 : (1) 奇数 阶 反对 称 方 阵 4 的 行列 式 | 4 | = 0. 

(2) 将 偶数 阶 反对 称 方 阵 4 的 行列 式 | 4 | 的 每 个 元 加 上 同一 个 数 *， 得 到 
的 行列 式 的 值 仍 等 于 |4 | . 


证 明 : (1) 一 方面 147| = |4|， 另 一 方面 |4"|=(-1)*|4|=-|4|. 
由 |4|= -|4| 得 |4|=0. 
(2) 设 4 = (a;);,x 4 是 反对 称 方 阵 ，n 为 偶数 . 4 是 任意 一 个 数 . 则 
O+A Q12 十 从 四 Cn 十 从 
一 十 从 0+AA 二 n 十 久 
A(XW)=| 2 . 及 所 
-an+A -an+A ‘% 0+A 
1 从 A “ A 
0 0+A4A Q12 十 从 "0" Qln+ A 
二 0 一 Qi 十 从 OtA ”> Q2n 十 从 
0 -am+A -amtA 人 0+A 
1 A A 0 从 
一 1 0 a "0, Qn 
第 1 行 乘 -1 加 到 其 余 各 行 
一 一 -1 -ao 0 … aon| =Al+Ax 
-1 一 Qin ~ U2n 0 
其 中 
0 A A A 0 1 1 1 
-1 0 C12 Cln -1 0 G12 Qln 
Ai 二 一 1 ~ Q12 0 机 Ca2n | = A 一 】 一 Q12 0 "2" Qan 
-1 一 Qin 一 Qon 的 0 —1] 一 Qn 一 C2n "0 0 
是 n+1( 奇 数 ) 阶 反对 称 方 阵 的 行列 式 的 4 倍 ， 等 于 0. 
1 0 0 人 0 
-1 0 12 ”Qn 
A = 一 开 一 Qi12 0 Can 三 | 41 
-1 -al -ao … 0 


因此 
A(A)=Al+A=0+|A4|=|4| 
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如 所 和 欲 证 . 
例 3 求 n 阶 Vandermonde 行列 式 
1 1 1 
Xl 和 2 Xn 
V(x], x2,° ,Xn ) = x 2 X2 
和 53 1 .oe 2 ! 


解 在 83.2 例 4 中 已 经 计算 过 Vandermonde 行列 式 . 这 里 采用 另外 一 种 
方法 . 

V(xi, x2，…,%w) 是 n 个 字母 x1,x2,…,xs 的 多 项 式 . 每 一 项 具有 形式 
ti 是 1,2，… ,nn 中 选取 n 一 1 个 数 的 一 个 排列 )， 次 


数 为 +2+ +(n-1) = 


对 每 个 1=i<n， 可 以 将 V(x,,…,x) 看 作 字母 x 的 多 项 式 ， 
f(xi) = a0+ oxit a2x?f + «e+ opxt 

其 中 的 系数 co, a1，,…, ai 都 是 其 余 字母 (ji) 的 多 项 式 ， 令 字母 x; 取 值 代 

入 /(*1)， 也 就 是 在 V(x1，…,%,) 中 将 x 换 成 二 ， 得 到 的 新 行列 式 的 第 i，j 两 

列 相等 ,行列 式 值 为 0， 这 说 明了 Xi 一 和 是 V(xi,…, x) 的 因 式 ， 所 有 的 因 式 

wi-% (1<j<isgsn) 互 素 ， 都 是 V(xi,…,x,) 的 因 式 ,它们 的 乘积 g(x) = 

站 Gx- 名 ) 也 是 V(wm,…, 入 ) 的 因 式 . 而 g (4) 的 次 数 为 于 号 -只 ， 与 


lgsj<ign 


V(x1,…,%,) 相 同 ， 因 此 
F(Cx1，… Xn) = 从 了 | (xi — i) (3.5.3) 


lgj<ign 


4 是 待定 常数 . 
等 式 (3.5.3) 左 边 V(x1,…, x) 中 的 主 对 角 线 上 元 的 乘积 得 到 一 项 x,x2… 
xz"!1!， 没 有 其 他 的 同类 项 ， 系 数 为 1， 等 式 (3.5.3) 右 边 [|] (x;-%) 中 的 项 


加 好 … 友 -由 所 有 的 因子 由- x (1<j< i<n) 的 第 一 项 x 相 乘 得 到 ， 因 此 等 
式 右边 xpx3…x% 1! 的 系数 为 +， 比较 等 式 (3.5.3) 两 边 xsx3… wx! 的 系数 得 
=1. 代入 (3.5.3) 得 


V1 tn) = 11 (x 一 %;) 口 


j<ign 


例 3 中 用 到 了 多 项 式 的 下 面 的 性 质 ， 
设 f(x)=ao+ alx+…+ anx" 是 以 x 为 字母 的 多 项 式 ， 系 数 范围 D 可 以 
是 某 个 数 域 下 ， 也 可 以 由 系数 在 中 的 除了 之 外 其 余 几 个 字母 的 全 体 多 项 式 
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组 成 .如 果 某 个 cED 是 f(x) 的 根 , 即 f(c)= ao+oac+…+ac =0， 则 
x -Cc 是 f(x) 的 因 式 . 

这 个 性 质 可 以 证 明 如 下 : 

x -Cc 除 /(x) 得 商 g(x) 和 余 式 r(x)， 由 于 除 式 x -c 是 一 次 多 项 式 ， 余 式 
r(x) 是 常数 r. 我 们 有 

f(x)= q(x)(x-c)+r 

将 x=c 代 入 得: f(c)=r. 当 f(c)=0 时 就 得 到 7r=0, 可 见 x-c 是 f(x) 的 
因 式 . 

关于 多 项 式 的 进一步 的 知识 ， 参 见 第 5 章 . 

例 4 计算 行列 式 


1 1 vou 1 
al+ bi CI 十 22 Qt 十 b, 
1 1 、 1 
人 = CQ2 十 bi C2 十 D2 CQ2 十 b, 
1 1 .1 
CQGn 十 bi Cn 十 by Cn 十 b, 


解法 1 将 原 n 阶 行列 式 A 记 为 A,, 它 是 a;,，6b(1<i,j<n) 的 函数 . 
对 2<i<n， 将 A, 的 第 i 行 减 去 第 1 行 ， 则 第 i 行 第 j 列 的 元 变 为 
1 1 Ql i 
aitb; atb (ai+b)(altb) 


于 是 
1 ... 1 .. 1 
a1+bi altb; alt+b, 
01™ 02 0 01~ 22 
(as+ bi)(a1+ b1) (a2+ b;)(altb) (a2 + bn) (art+t ba) 
An = 
O10 OO 0 和 
(w+DJCo+D) (ai+ bi)(alr+t b;) (ai+ bn)(ar+ ba) 
QI- ln .. ZL Cn aa 
(a+b)(al+pbi) (an + b;)(a1+t b;) (ast+b,)(al+b,) 
从 第 i 行 提取 公 因 于 (a - oi) (2< i<n)， 从 第 j 列 提取 公 因子 一 一 (1 
1+ b; 


万 n)， 得 
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1 1 1 
1 1 .., 1 

A Tgisn(a- 0) m+b 4+b 02+ bn 
”Tliea(art+ 6b;) : : >» 
1 1 ,, 1 

an + bi an + b> an + bs 


对 2<j<n， 将 上 式 右 边 的 行列 式 的 第 j 列 减 去 第 1 列 ， 则 其 中 第 1 行 第 j 列 
元 变 为 0, 第 i 行 (2<is<n) 第 j 列 元 变 为 
1 1 _ b1—b; 
af+b atb: (ai+b)(a+t b1) 


再 从 第 j 列 提取 公 因 子 (b, - 5) (2<j<n)， 从 第 i 行 提取 公 因子 一 


a;+ bi 


(2<isgn), 得 


1 0 0 0 
1 1 1 1 
a2+ bi a2 + bs Qa2+b; a2++ D 
ll ;cn(a1~ ai)(bi ~ b;) : 
A, = 1 1 1 1 1 
n jn 已， +b i .。 
geet b(t hb) | rh a + by 四 + artb, 
1 1 ean 1 ou 1 
ant+b: a,+ b> Qn + b; an + b, 
Tc isn(a1— ai)(b1— b;) 
= 一 3.5.4 
Thar th) (a tb) A (3.5.4) 
其 中 
1 aes 1 ew 1 
a2 十 b» a2+ Db; a2 + b, 
1 1 1 
An-1= Ci + b>» aitb; a;+ bs 
1 no 1 ee 1 
an + b> an + b; an + b, 
Qs + by ar + b, 
An_kp+i= : ， 
1 ne 1 


an + br Cn 二 TD 
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将 (3.5.4) 依 次 用 于 A,_ 441(k=1,2,…,n 一 1)， 每 次 可 以 从 A,_ ;+1 中 提 
取出 
[liricicn(Or— Qi) (bs: — bi) 
Tlicj<nCar t+ bi)(bi+ a;) 
剩 下 A,.。， 照 些 下去， 最 后 可 得 
门 IlsignCas— oi) (be- b) Tciss ~ ai)( be ~ bi) 


-1 TlicjcnCart+ b)(a;+ b:) 1 a 


人 A, = 


(3.5.5) 
解法 2 对 1<i<n， 将 A 的 第 i 行 乘 以 该 行 各 元 的 分 母 之 积 T]1(a;+ 
5b;)， 得 到 行列 式 


fu fi 
=( [| (w+ro))A=|: : | . 
Se fn fan 
D。 中 的 每 个 元 
(Ts)ati -T(r 
i kgjenjrk 


都 是 字母 a;， (Li <n) 的 4-1 次 多 项 式 ， D。 的 每 一 项 都 是 nn 个 fi 之 积 
的 +1 倍 ， 因 而 D, 是 这 些 字 母 的 n(n - 1) 次 多 项 式 . 

对 任意 1<i<j<n, 将 A 中 的 a; 换 成 aj 得 到 的 行列 式 的 第 ;，7 两 行 相 
等 ， 值 为 0. 可 见 ， 在 D, 中 将 a; 换 成 a 得 到 的 行列 式 值 也 等 于 零 . 这 说 明 
qi 一 a 是 D, 的 因 式 . 同样 ,将 5; 换 成 5 也 使 A, 变 为 0 从 而 D, 变 为 0， 说 明 
b; - b; 也 都 是 A, 的 因 式 . 

D, 的 所 有 这 些 因 式 ai -gj， 如 (1<i<j<n) 共 有 2 车 = n(n-1) 
个 . 它们 两 两 互 素 ， 因 此 它们 的 乘积 

T= | (0-0)(b;- 6) 


lgi<jsn 


是 D, 的 因 式 ， 而 7 是 字母 a;，as(1g<i,k<n) 的 n(n -1) 次 多 项 式 , 与 D, 次 
数 相 同 ， 因 此 
4 是 待定 常数 . 从 而 


1. =A. Sj<is i 区 .5. 
An=4 TD :ps<n(ai+ b;) Tiks<n(air+ 及 ) (3.5.6) 


取 实 变量 x， 令 gi= 广 + 认 ， b; = 


(3.5.6) 两 边 ， 并 在 x 一 % 时 取 极 限 . 则 由 


-jx，VYVl<<i, kg<n. 代入 式 
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Ne 
arb lm i- 0, 当 ixh 
得 
1 
lim A, = =1 
" 1 
而 
Dic a) (bb) ii De)s 
Ei SIE!IERn 2 fi 2 7 一 一 ， SJ ign - 
a ,| lgisken( ;+ br) 4 TIsik<n(I+( Ek)x) 


(3.5.7) 
由 于 当 j= kk 时 1+ (i-k)x =1, 因此 (3.5.7) 右 边 的 分 母 等 于 


1 rcG-bxz = TT (Il+ (i 7x) +(O Do 


代 人 (3.5.7) 右 边 得 上 
。 Tjcicn(i~-)) x (1-DD)x 
lm [EE 
= ||] lim T (D-DD = [| 1=1 (3.5.8) 
人 ( 工 +O-] 1<j<cisn 
Eq 多 


TI iv(aw 一 a;)(b, 一 b;) 
= 一 一 全 /< 
A 1giken( i+ bi) 
例 5 计算 n 阶 行列 式 


An = An(x,y;a1, 402", a,) = 


y 7y 
其 中 主 对 角 线 元 依次 是 ui ,a,,… ,a,， 主 对 角 线 右上 方 都 是 *， 主 对 角 线 左下 
方 都 是 y. 
解 ”将 第 n 列 拆 成 两 列 之 和 ， 从 而 将 行列 式 拆 成 两 个 行列 式 之 和 ， 


Ql MY 人 x xX+0 
yy a 人 区 x+0 
A, = 。 。 
yy aol x+0 
7 7 yy x+(a,-x) 
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al x bq 万 Ql 9 
和 0Q2 % % 和 Qa2 % 0 
=|: : : :| : : : (3.5.9) 
y Y Cn -1 y yy an-!1 0 
了 y 了 % y 了 加 了 Cn % 
将 上 式 右 端的 第 一 个 行列 式 的 第 n 行 的 -1 倍加 到 其 余 各 行 ， 第 二 个 行列 式 按 
第 n 列 展开 ,得 
a1-y 和 一 4 xX—y 0 Qi 5% 区 
0 aa 一 x-y 0 7 az % 0 
人 A, = : : : :i+|: |: : : 
0 0 ar_1-y 0 Qn-l 0 
7 y y 和 yy Qn-% 
G1 一 YY % 一 Y 多 一 CQG1 % 区 
0 a2—y 光一 了 y qa b 
=x| ， . .|+(wm-a)|: 
0 0 Qn-1 一 了 7 了 Cn -1 
=w(al-y)(az-y)…(a 1-y)+(a XA yialy aan 1) 
(3.5.10) 
将 A, 转 置 ， 行列 式 值 不 变 ，x 与 y 互 换 位 置 ， 由 (3.5.10) 得 到 
A, =A'=Ans(y，xzialy aan) 
=7y(ol-xz)(oaa-x) (a ix) + (a YAY a1, G02." Gn -1) 
=y(a1 -x(a x) (a 1 x) + (a yA ixyialy az，an-1) 
(3.5.11) 
将 (3.5.10) 与 (3.5.11) 两 边 相 减 ， 得 
x(al-7y) (an 1-y) -ya x)(an_1— %) 
— (x~ yAn-i(x, yial Gn-1)=0 
从 而 
xz(at-y) an-1-y) -ya %) (an-.1— %) 
A ssa 
A ys an gs) = 下 (从 
TY 
例 6 设 n 元 线性 方程 组 
QlX1+ Ql2X2 + "+ GlnXn = bl 
a21X1 + Q22%2 + "+ a2nXn = b2 (3.5.12) 


Qni XI1 + Qn2X2 + + QnnXn = bn 
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Qnl 


对 每 个 1<j<n， 分 别 用 列 向 量 
CIIX1I 十 CI2X2 十 "十 CGInXpn 


CG21X1 十 Q22X2 十 "十 CC2nXn 与 


QnlX1l 十 Cn2X2 + "+ dnnXn 


(3.5.13) 


b 


n 


替换 行列 式 A 的 第 j 列 ， 得 到 两 个 相等 的 行列 式 ， 由 此 得 到 Cramer 法 则 . 


解 ” 设 (x1,，… ,x;) 是 原 方程 组 (3.5.12) 的 解 ， 则 
Ql1X1 + Ci12 和 2 十 十 QnXn 


Q21 Xi + G22X2 + 十 G2nXn 


Qn1X1 + Qn2X2 + "+ QnnXn 


用 此 等 式 两 边 的 列 向 量 替换 系数 行列 式 A 的 第 ; 列 ， 得 到 两 个 相等 的 行列 式 


了 11 Q1,j-1 2 1Q1EXE Ql,j+l 


Q21 ”42,j-1 之 六 aa Q2,j+1 


wee n 
Cnl Cn -1 之 人 an Qn,j+l 


Ql YQ1,j-1 bl G1,j+1 


C21 042,j-1 b2 (2,j+1 


Qnl YY Qn,j-1 b, Qn,j+l 


Cln 


Q2n 


2n (3.5.14) 


Cnn 


将 这 个 等 式 右 边 的 行列 式 记 作 Aj. 左 边 的 行列 式 可 以 拆 成 n 个 行列 式 之 和 


Ql Gj- Qlk Ql,j+1 
S) 021 2 jl OQ2p G2,j+1 


k=1 


Qn OO Gn,j-l Qnk Qn,j+l 
当 zj 时 ，(3.5.15) 求 和 号 中 的 行列 式 
Ql Qj-l QI Ql,j+l 


C2 ”02j-1 G2k G2,j+1 


Qnl ”CQnj-l Qnk Qn,j+l 


的 第 k，j 两 列 相等 ,行列 式 值 为 0 而 当 =j 时 ， 


Qln 


(3.5.16) 


Qnn 


行列 式 (3.5.16) 就 是 原 方 
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程 组 的 系数 行列 式 A， 因 此 ，(3.5.14) 就 是 
A*%j=A;， 从 而 = 多， Vl<js<n. 
也 就 是 说 : 原 方程 组 (3.5.12) 如 果 有 人 解 ， 只 有 了 唯一 一 组 解 
A A; A, 
(| 
如 果 常 数 项 zi(1<isn) 全 部 等 于 零 ， 所 有 的 Aj =0(1<j<n)，(3.5.17) 
就 是 


(3.5.17) 


(x1,*"*, Xn) = (0,.… ,0) 
这 确实 是 原 方程 组 (3.5.12) 的 解 ， 因 而 是 原 方程 组 的 唯一 解 . 这 说 明 原 方程 组 
的 系数 矩阵 的 n 列 线性 无 关 ， 组 成 n 维 列 向 量 空间 严 *! 的 一 组 基 ， 严 *1 中 每 
bi 
个 列 向 量 | : | 都 能 唯一 地 表示 成 这 组 基 的 线性 组 合 ， 也 就 是 说 原 方程 组 对 常 
b, 
数 项 b; ,… ,6, 的 任意 一 组 值 都 有 唯一 解 ，(3.5.17) 确 实 是 原 方程 组 的 唯一 解 . 
这 就 是 Cramer 法 则 . 口 
例 7 设 实数 a ,b,c 不 全 为 0,a,B,Y 为 任意 实数 . 且 
| beos 7 + ccos 有 


b=ccosatacosy 
c= acos B+ bcosa 
求证 : 
cos?a + cos2B + cos27y + 2cos acos pcos Y=1 


证 明 已 知 


-a+becos Y+ceos B=0 
| YY-b+ccosa=0 


acos B+ beos a—-c=0 
将 上 式 看 成 以 (a ,56,c) 为 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ， 此 方程 组 有 非 零 解 ， 因 此 
系数 行列 式 为 0， 即 
-1 cosy cosBp 


=0 


cosy -1 cos a 


cosB cos a -1 
将 左边 的 行列 式 展开 并 整理 ， 即 得 


cos?a + cos28 + cos27 + 2cos acos pcos Y=1 


习 题 3.5 
1. 计算 行列 式 : 
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1 2 3 1+x 1+x? 1+ 他 
Eq 1 2 n-l 2 
1l+x2> 1+ x 1 + %2 
(1) x x 1 n-2|; (2) 
1+x, 1+x2 1+ Mn 
于 X 1 
2. 已 知 mm 关 2，ala as 和 关 0， 求 n 阶 行列 式 :; 


3. 计算 偶数 阶 反对 称 方 阵 的 行列 式 A= | a5|,、,， 其 中 主 对 角 线 上 方 所 有 的 元 of = 1 


(la<i<j<n). 


4. 已 知 A 是 偶数 阶 反对 称 方 阵 的 行列 式 . 求证 : 将 A 的 所 有 的 元 加 上 同一 个 数 4 得 到 


的 行列 式 A = A. 


0 C1 二 a alt an 
Q2+ al 0 Q2+ an 
arta qantas 0 


第 4 章 怎 阵 的 代数 运算 


8$84.0 线性 映射 的 矩阵 


1. 线性 映射 的 矩阵 

例 1 如 图 4-1， 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 . 

(1) 将 平面 上 每 个 点 P 绕 原点 向 逆 时 针 方 向 旋转 角 a 到 点 已 . 写 出 点 己 
的 坐标 (x,y) 与 点 P' 的 坐标 (x',y') 之 间 的 函数 关系 式 . 

(2) 将 x 轴 绕 原点 向 闭 时 针 方 向 旋转 角 w 得 到 直线 1。. 平面 上 任 一 点 P 关 
于 直线 1, 的 对 称 点 为 已 . 写 出 点 已 的 坐标 (x ,7y) 与 点 P' 的 坐标 (x',y') 之 间 的 


P'(x',y") 


图 4~1 
解 设 原点 0 到 P 的 距离 10P| = >， 由 射线 0X ( 即 * 轴 正 方向 ) 到 OP 的 
所 成 的 角 ~ XOP = 0. 则 | 0P'|=|0P|=r, x=rcos 9, y=rsin9. 
(1) ZXOP' = XOP +L POP' =0+a， 
%' = reos(O + a)=reos Ocos a —rsin Osin a= xcos w -ysin wa 
y’' =rsin(O+a)= reos Osin a+rsin Ocos a = xsin a + ycos a 
总 结 起 来 ， 由 (x,y) 计 算 (x',y') 的 函数 关系 式 为 
和 = “oo a~—ysinea (4.0.1) 
: y = xsina+ycos a 
) XOP’' + 4 XOP 


(2 7 


=a， 故 人 XOP’' =2a -~XOP=2a-0. 
即 


全 = rcos(2a ~ 0) = reos Ocos 2a + rsin Osin 2a = xcos 2a + ysin 2 


y’ = rsin(2a ~ 0) = rcos gsin 2a - rsin 0cos 2a = xsin 2a - ycos 2a 
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故 


人 = xcos 2a + ysin 2a (4.0.2) 


7 = xsin 2a ~ ycos 2a 


为 所 求 关系 式 . 

例 1(1) 中 定义 的 旋转 是 平面 上 的 变换 ， 它 将 平面 上 的 每 一 点 P 对 应 于 唯 
一 的 一 点 已 . 点 的 对 应 关系 Pr P' 可 以 由 它们 的 坐标 之 间 的 对 应 关系 (x,y) 
F>(x' yy') 来 描述 . 关系 式 (4.0.1) 就 分 别 表示 了 这 个 变换 前 后 坐标 之 间 的 关 
系 . x 是 x*，y 的 一 个 函数 x' = fi(x,y)，Yy' 也 是 x*，y 的 一 个 函数 yY = f(x， 
y) .这 两 个 函数 的 自 变 量 x，y 和 因 变 量 x’，y' 都 在 实数 域 R 中 取 值 . 这 两 个 
函数 广 ， 户 就 确切 地 表示 了 这 个 变换 . 

在 旋转 变换 的 表达 式 (4.0.1) 中 ，x' 是 x，y 的 线性 函数 : 

x’ =fi(x,y)= (cos a)x+(-sina)y (4.0.3) 

由 它 的 一 次 项 系数 cos a，- sin a 完全 决定 . 将 这 两 个 系数 组 成 行 向 量 (cos a， 
-sin a )€ Ri*?， 称 为 线性 函数 的 坐标 .坐标 完全 刻画 了 线性 函数 户 ， 甚 至 
可 以 直接 写 fi = (cos ce, -sin a). 

二 元 线性 函数 fi 的 两 个 自 变量 x，y 表示 一 个 点 P 的 坐标 ,我们 将 它 看 作 


一 个 整体 ， 写 成 列 向 量 的 形式 下 = ew, 用 一 个 黑体 字母 对 来 表示 . 
这 样 ，f 就 是 列 向 量 空间 RR*! 到 实数 域 R 中 的 一 个 映射 ， 也 称 为 R*'* 上 的 一 
元 函数 . 线性 函数 fi 对 XER*! 的 作用 fi( 政 ) 可 以 看 成 fi 的 坐标 (cos a, - sn a)€ 


R25 本 [ee 的 和 法 ， 


区 
xX’' = (cos w，- sin | -~ a)x+(- sin a)y 
了 


本 的 法 骨 是 (one，- sm 中 的 入 个 业 分别 与 | 的 机 个 数 x，2 相对 
再 相 加 就 得 到 了 函数 表达 式 (4.0.3)， 类 似 地 ， 函 数 
y =fo(x,y)= (sin a)x + (cos a)y = (sin a,cos | 
x 
7 
一 般 地 ， 对 任 一 数 域 天 上 任意 一 个 行 向 量 @ = (Qi, an)E Fli** 和 F 上 


也 是 行 向 量 f, = (sin a ,eos a) 与 列 向 量 | je 职 ， 
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bl 
同 维 数 的 任意 一 个 列 向 量 p=| : : "x**， 定 义 @ 与 及 的 乘积 为 一 个 数 


b 


n 


bl 
ob = (al,…, a,) 


= abit + anb,, 


ba 

它 等 于 @ 与 有 的 对 应 分 量 的 乘积 之 和 . 将 上 任意 一 个 nn 元 线性 函数 
y=f(x1,", Xn) = a1X1 + “+ GnXn 

%1 


的 n 个 自 变 量 组 成 一 个 列 向 量 对 = € Fr"*'， 看 成 一 个 整体 ,将 了 看 成 


扬 *' 上 以 外 为 自 变 量 的 一 元 函数 ， 用 它 的 各 自 变量 系数 组 成 的 行 向 量 ( 6&1,…， 
an) FX*" 作 为 坐标 来 表示 f/f，/ 在 和 上 的 作用 就 可 以 写成 行 向 量 f 与 列 向 量 环 


的 乘积 
X1 
| 


(4.0.1) 中 的 点 已 的 坐标 兴 ，Y 分 别 由 R*' 上 的 线性 函数 户 ， 户 决定， 


f(K)= axit + or = (41 , an) 


x’'=fi(x,y)= (cos a,— sin |" 和 =fo(x,y)= (sin a ,cos | 
7 7 


作为 的 全 ， 我 们 将， 了 地 丰 让 一 个 各 体 ， 写 看 向 量 了 = |e" 
7 


来 表示 . 这 样 ， 点 的 对 应 关系 Ph> 已 就 用 坐标 之 间 的 对 应 关系 .如 : 世 了 来 
表示 . .名 是 RR*'* 上 的 一 个 变换 ， 由 两 个 线性 函数 方 ， 户 共同 决定 ,我们 将 这 
两 个 线性 函数 的 坐标 fi = (cos a, - sin wa)， 户 = (sin a ,cos w) 排 成 一 个 矩阵 


4 人 | 
来 表示 变换 .%， 和 矩阵 的 两 行 分 别 是 hh ，_ 的 坐标 ， 变 换 .如 :XH> 了 通过 这 个 
矩阵 4 与 守 的 乘法 来 实现 : 


y xX! cosa 一 sna ||x 
ly) lsina cosajly) 


乘法 的 法 则 是 将 4 的 两 行 分 别 与 列 向 量 天 相 乘 ， 得 到 的 两 个 数 x'，y' 组 成 列 
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向 量 了 . 
类 似 地 ，(4.0.2) 表 示 的 轴 对 称 变换 . 罗 也 可 以 用 抢 阵 与 列 向 量 的 乘法 来 表 
未 : 
a 2a sin 2 2a)x + (sin 2 | 
y y" sn2a -cos2a ly (sin 2a)x ~ (cos 2a )7 
一 般 地 ， 考 虑 同一 个 数 域 上 两 个 列 向 量 空 间 之 间 的 映射 
和 1 》 1 
-Ai =| :Y=|: | 
Xn Ym 
因 变 量 了 的 每 个 分 量 y 都 是 自 变量 的 各 分 量 的 函数 
yi=filxi ,Ka) (lasisgm) 
m 个 函数 fi ,… ,f, 共同 决定 映射 .多 .如 果 每 个 f; 都 是 线性 函数 
fi Xl = Qi XL 十 和 十 inn 


就 称 映射 .名 为 线性 映射 (linear mapping). 以 各 线性 函数 的 坐标 f; = (ci …， 
aa ) 为 各 行 排 成 矩阵 


CQml Cmn 


称 为 这 个 线性 映射 .名 的 矩阵 ， 它 唯一 地 决定 了 各 线性 函数 f; 从 而 决定 了 .用 . 
.名 在 每 个 自 变量 于 E F"*1 的 作用 通过 和 矩阵 4 与 入 的 乘法 来 实现 : 
7! Xl CI Qn \{ Xl 


(4.0.4) 


Xn 


Ym 
4 与 互 乘法 的 法 则 是 将 4 的 每 一 行 与 筷 相 乘 得 到 一 个 数 ， 所 有 这 些 数 依 次 排 
成 一 列 就 是 乘积 4， 等 式 (4.0.4) 表 达 的 意思 就 是 : 了 的 第 i 个 分 量 y, 等 于 4 
的 第 i 行 与 X 的 乘积 ， 即 
yi=aXit + an (Vlsigm) 
2. 线性 映射 的 合成 与 矩阵 的 乘法 
设 有 两 个 线性 映射 .名 : 严 * 一 本 < 和 . 罗 : 可 xl 本 *1， 分 别 具 有 和 所 阵 


CI ”Gin bl an 
: ; |, B=| : : 
mi Crmn Qapl 机 GQpm 


每 个 XE 88J"*! 被 .如 送 到 了 = 4XE 严 *1， 再 被 罗 送 到 Z = BY = B (AX)E€ 


ml 机 Cmn Nn 


和 人 A= 
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PX1. 于 FF B (4X) 定义 了 严 汪 到 严 汪 的 一 个 映射 ， 它 就 是 .如 与 罗 的 合成 
映射 .及 如， 也 称 为 多 与 .名 的 乘积 .我 们 来 看 .及 名 是 否 是 线性 映射 如 果 是 ， 


求 出 它 的 矩阵 来 . 
我 们 有 
yi1 QIIXLI 十 QI2X2 十 ”十 CGInXn 
Q21 XI 十 G224%2 + 十 CQ2nXn 
Y=| 人 | -4 "2 ? (4.0.5) 
Ym QmlX1 十 Gam2X2 t+ "+ QUmnXn 
及 
Z1 bly1+ by2 + + bimym 
22 bay + by2 + °° + boanym 
Z=| .|=BY-= (4.0.6) 
Zp bp1y1 + bp2y2 + °° + bpmym 


将 (4.0.5) 代 人 (4.0.6) 就 得 到 每 个 za (1< i<p) 与 x1,… ,x 之 间 的 函数 关 
系 式 : 
zi = bayi + 二 Dimym 
= ba(anxit G2x2 t+ ainxn) + boa( GXi+ G27X2 + "+ Ganxn) + "+ 
bin( QniX1 + Qm2X2 + "+ GmaXn) 
= (baant + binani) Xi + + (biaary + + bimnam) Xi 十 十 
(Bir ain + + binQmn) Xn 
= cixit + CHK + + CinXn. 
可 见 ， 每 个 s; 都 是 xl ,… ,x 的 线性 函数 ， 坐 标 为 (c;1,… ,ci,)， 其 中 
Qj 
cy = buay+ ba + "+ bimnam = ( bas", bin) 
Gmy 
是 B 的 第 i 行 与 4 的 第 j 列 的 乘积 . 
可 见 线性 映射 .名 与 .多 的 乘积 家 如 : 8"*! 一 Fr*1， 针 六 Z 是 线性 映射 ， 它 
的 矩阵 


C=| : : |E 本 < 
ce 

C 的 第 (i, 门 元 cy 由 五 的 第 i 行 与 4 的 第 六 列 相 乘 得 到 . 我 们 很 自然 将 .名 与 .多 

乘积 .及 如 的 矩阵 C 称 为 矩阵 B 与 4 的 乘积 ,将 C 记 为 B4. 则 线性 上 映射 

.及 如 :于 F> Z 由 矩阵 Bh 的 乘法 来 实现 : 
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Z=B(AX)=(BA)X. 

请 尝试 自己 解答 下 面 的 例题 ， 通 过 和 拖 阵 的 乘积 来 研究 变换 的 乘积 : 

例 2 (1) 设 .名 ，. 罗 是 平面 上 的 点 绕 原 点 分 别 旋转 角 a，8B 的 变换 . 试 分 
别 写 出 .多 ，. 罗 的 矩阵 4，B， 计算 .及 加 的 矩阵 B4 ， 它 表示 什么 变换 ? 

(2) 设 在 直角 坐标 平面 上 将 x 轴 绕 原点 沿 逆 时 针 方向 旋转 角 w，p8， 分 别 
得 到 直线 1, ，ls.， .如 ，. 罗 是 平面 上 的 点 分 别 关 于 直线 1,，Ls 作 轴 对 称 的 变换 ， 
试 分 别 写 出 .名 ，. 罗 的 矩阵 4，B， 计算 .及 台 的 矩阵 B4 和 .有 抬 罗 的 矩阵 4B ， 
它们 分 别 表示 什么 变换 ? 
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1. 矩阵 的 加 法 

对 任意 正 整 数 m，n， 任 意 数 域 rf，f"*" 中 任意 两 个 矩阵 4 = (ai ) wx 和 
B=(b;)m，xa 可 以 相 加 ， 得 到 的 和 A4+B 是 mxn 和 矩阵 ， 它 的 第 (i, 门 元 等 于 
4 ，B 的 第 (i, 门 元 之 和 ay + b;， 也 就 是 说 : 

(ay)nxnt (by)mnxn= (ay+ by) mx an。 

矩阵 的 加 法 具有 以 下 性 质 : 

(1) 交换 律 4+ B=B+A4 对 任意 4，BE fF"*"* 成 立 . 

(2) 结合 律 : (4 + B)+ C=A+(B+C) 对 任意 A4，B，CE fp™*" 成 立 . 

(3) 零 和 矩阵 的 性 质 ， 如 果 m x n 和 矩阵 的 所 有 的 元 都 是 0， 则 这 个 矩阵 称 为 
零 和 矩阵 (zero matrix)， 通 常 记 作 O. 如 果 要 强调 它 是 m x n 零 矩 阵 ， 可 以 将 它 
记 作 O。. .在 不 引起 混淆 的 情况 下 也 记 作 0 . 

设 0 是 xzm 零 矩阵 ， 则 对 任意 m x n 矩阵 4， 有 

A+O=0O0+A=A 
(4) 对 每 个 4= (gy)nxsE 8m", 取 - 4=(- ay)nxs€ 8"*"， 则 
4+(-4)=(-4)+4=0O 

由 加 法 可 以 定义 减法 : 对 fF"*"* 中 任意 两 个 矩阵 和 4，B， 存 在 F"*"* 中 唯一 

的 和 矩阵 茸 满 中 条件 荐 + B = A ， 这 个 唯一 的 有著 记 作 4 - B. 我 们 有 
A-B=A+(-B) 
(ay)nxn— (bi)mnxn = (ay— by)mxn 

和 矩阵 的 加 法 与 减法 的 法 则 符合 我 们 的 习惯 . 但 是 要 注意 : 只 有 当 和 矩阵 4， 
B 具有 同样 多 的 行 和 同样 多 的 列 的 时 候 ，4 ，B 才能 相 加 和 相 减 . 

2. 矩阵 与 数 的 乘法 

对 任意 正 整数 m，n， 任 意 数 域 FF，F”"*" 中 任意 一 个 矩阵 A = (cy )。x ,与 
FF 中 任意 一 个 数 X 相 乘 得 到 一 个 mxm 矩阵 *4 ， 它 的 第 (i, 站 元 等 于 Xa: 
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A(ay)mxn= (Aay)nxn 

矩阵 与 数 的 乘法 也 称 为 矩阵 的 数 乘 . 

矩阵 与 数 的 乘法 具有 如 下 性 质 : 

(1) (对 数 的 加 法 的 分 配 律 ) (1+H)4=)14+HU4 ， VAE8™*", 4, 1uEF. 

(2) (对 和 矩阵 加 法 的 分 配 律 ) 2(4 +B)=A4 +4B, VA, BEF™*"*, AEF. 

(3) 14 =A, VAEF™*". 

(4) A(uA)= (1)A, VAE PF™*", A, 1EF. 

fF™** 中 定义 了 加 法 和 数 乘 ， 并 且 这 两 种 运算 满足 线性 空间 的 8 条 运算 律 . 
因此 ，F"** 是 FF 上 线性 空间 . 

例 1 求 数 域 fF 上 线性 空间 F"*" 的 维 数 并 求 一 组 基 . 

解 ” 对 每 一 个 1<ig<m, l1<j<n, 记 ,为 第 (i， 门 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 
0 的 闫 xz 和 矩阵 , 则 对 任意 一 组 WEF (lsigm, l<j<n), 


> > py Dnxn=0Nhy=0, Vlsism, lsjsn 


这 说 明 矩 阵 集合 e = {Bi|1<ism,1s<j<n} 中 元 素 线性 无 关 ， 
每 个 4=(ai)nxnE 研 <“ 可 以 唯一 地 写成 集合 s 的 线性 组 合 


4=(ay) mxn = >> ayEy 


可 见 e 是 fF"** 的 一 组 基 . 这 组 基 共 包 含 mn 个 元 素 ， 因 此 F”*" 的 维 数 等 
于 mn. 

3. 矩阵 的 乘法 

和 矩阵 乘法 的 定义 ”对 任意 正 整数 m，n，p， 任意 的 数 域 F， 任 意 的 矩阵 
A=(ay)nxnE Ff"*" 和 B=(by),xpE€ FF"*? 可 以 相 乘 ， 得 到 的 乘积 4B 是 一 个 
mm xp 和 矩阵 


AB = (ci) 


mxp 


它 的 第 (i, 门 元 


n 
C= > , anby = aubyj + anb2 +t + Qinbny 
k=1 


在 所 有 的 矩阵 运算 中 ， 撼 阵 乘法 的 法 则 最 不 符合 我 们 的 习惯 ， 掌 握 的 难度 
最 大 ， 但 它 也 是 最 重要 的 . 对 于 矩阵 的 乘法 需要 注意 如 下 事项 : 

(1) 并 非 任 意 两 个 矩阵 4，B 都 可 以 相 乘 . 4 ，B 可 以 相 乘 的 条 件 也 与 它 
们 可 以 相 加 减 的 条 件 不 同 ，A ，B 可 以 相 乘 的 条 件 是 : 4 的 列 数 与 B 的 行 数 
相等 . 

(2) 4 ，B 的 乘法 法 则 可 以 这 样 来 理解 : 


164 第 4 章 ”和 矩阵 的 代数 运算 


bl 


n 维 的 行 向 量 w = (a1,… ,a,)€ Fr*" 与 n 维 列 向 量 p = 的 乘积 是 一 


bn 
数 ， 等 于 c 与 有 的 相应 位 置 的 元 之 积 之 和 : 


bi 
(al an) : 
b, 


任意 m x n 和 矩阵 4 与 n xp 矩阵 B 相 乘 ,将 4 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 相 乘 
得 到 的 数 作为 第 (i, 门 元 (1<isgm,1<j<p)， 得 到 的 m xp 矩阵 就 是 4，B 的 
乘积 


二 aib! + a2b2 十 "… 十 anbs 


例 2 设 A4=(a 4a)， | | 求 4B，BA. 


, § 
解 AB = (al -ant 
2 


BA= bi ( ) = biai bia, 

本 

注意 4 是 1x1l 和 矩阵 , 而 B4 是 2x2 和 矩阵 ，4B 与 Bh 不 相等 .这 说 明 
矩阵 乘法 的 交换 律 不 成 立 . 


例 3 &4-| | 1 中 来 如 ， BA. 


0 0 2 2 
解 -| 中 m-| 了 口 


注意 这 里 有 两 件 怪事 与 我 们 的 习惯 不 合 : 

(1) 4B 与 B4 虽然 都 是 2x2 和 矩阵 ,但 它们 不 相等 ， 这 进一步 说 明和 矩阵 乘 
法 的 交换 律 不 成 立 . 

(2) 4 ，B 都 不 为 零 ， 人 0， 但 是 4B 是 零 矩 阵 . 

我 们 知道 ， 对 于 任意 三 个 数 a，b，c， 如 果 ab = ac 并 且 a zx0， 就 可 以 从 
等 式 ab = ac 两 边 消去 a， 得 到 5 = ec. 这 称 为 数 的 乘法 的 消去 律 (cancellation 
law). 

然而 ， 对 于 例 3 中 的 矩阵 4，B， 再 取 2 x 2 零 矩 阵 O， 容 易 看 出 40 = 
O. 于 是 4B = 40 并 且 4z 0, 但 并 不 能 从 等 式 4B = 40 两 边 消去 4 得 到 
B= 0 . 这 说 明 : 对 于 矩阵 乘法 ， 消 去 律 不 成 立 . 
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Al 0 ail bi 
例 4 uA-[, | | | #4n mm, 


be | [2 | 
解 AB = ，BA = 

A 人 2 CQ2 人 2pD2> Q2A1 b2A» 
注意 (1) 4B 可 以 由 B 的 两 行 分 别 乘 人: ，)> 得 到 ，B4 可 以 由 B 的 两 列 


分 别 乘 1 ，)， 得 到 . 
(2) 如 果 ) 关 Mi ， 并 且 六 产 0 或 者 上 0， 那么 4B = Bh. 


mn, 到 4 pm, ec 中 mm 


乘 1， nan- | ,| 而 将 B 的 两 列 分 别 乘 1，0 得 -| 中 同样 有 


ABzBA. 并 日 有 A4zO 有 HBz0O0 但 BA4=0. 
(3) 如 果 41=42= 和 A， 则 4B 与 Bh 都 可 以 由 所 有 的 元 乘 同一 个 数 X 得 到 ， 


也 就 是 说 : 4B = BA = 48B， Ra) ?se 相当 于 用 数 4 乘 B. 


Ql YY Qln 


设 4 = 


是 任意 一 个 n 阶 方 阵 . 对 ;= 1,2,…,m， 方 阵 4 的 


Qnl 站 Qnn 
第 (i, 让 元 称 为 方 阵 的 对 角 元 (diagonal elements)，n 个 对 角 元 a11, az ，… ,am 所 
在 位 置 组 成 的 一 条 线 称 为 方 阵 4 的 主 对 角 线 (principal diagonal). 

如 果 4 的 所 有 的 非 对 角 元 ay( i 二 让 全 部 等 于 0， 即 


11 
一 (4.1.1) 
就 称 4 为 对 角 阵 (diagonal matrix). 

(注意 :我 们 约定 ,和 矩阵 中 空 着 的 位 置 的 元 都 是 0, 因 此 ,上 面 的 表达 式 
(4.1.1) 中 的 矩阵 4 的 非 对 角 元 都 是 0. 对 角 元 cl ,an,…，,aw 则 可 能 取 任 意 值 ， 
可 以 不 为 0, 也 可 以 为 0.) 

我 们 也 常 写 


diag( a11,*** , ann) 
来 表示 (4.1.1) 中 的 对 角 阵 ， 其 中 diag 表示 对 角 阵 ， 括 号 内 的 oil ，…，,am 是 这 个 
对 角 阵 的 对 角 元 . 
如 果 对 角 阵 的 所 有 的 对 角 元 等 于 同一 个 数 1 ， 即 
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A = diag(A,.…,4) (4.1.2) 
容易 验证 : 对 任意 矩阵 B|， 只 要 4B, 有 意义 (也 就 是 说 Bi 的 行 数 为 n)， 则 
AB, = 4B,; 对 任意 矩阵 B,， 只 要 B,A 有 意义 ( 即 B, 的 列 数 为 n)， 则 B,A = 
B,X. 

可 见 ， 在 作 算 阵 乘法 时 ，(4.1.2) 中 的 矩阵 4 的 作用 相当 于 纯 量 4. 我 们 
将 4 称 为 标量 阵 (scalar matrix). 

如 果 B 与 标量 阵 4 都 是 ” 阶 方 阵 ， 则 

AB = BA =2B 
可 见 : n 阶 标量 阵 与 所 有 的 nn 阶 方 阵 在 作 乘法 时 可 以 交换 . 

对 角 元 为 1 的 标量 阵 

T= diag(1,…，1) (4.1.3) 
在 矩阵 乘法 中 的 作用 相当 于 1. 也 就 是 说 : 对 任意 矩阵 下; ，B ， 当 IB| 有 意 
义 时 三 ,=B， 当 B7 有 意义 时 B7= 呈 7 乘 任何 一 个 矩阵 (只 要 这 个 乘法 
有 意义 ) 等 于 这 个 矩阵 本 身 . 了 称 为 单位 阵 (identity matrix 或 unit matrix)， 如果 
要 强调 了 是 n 阶 单位 阵 ， 可 以 写 I6,). 

设 A 是 对 角 元 为 4 的 n 阶 标量 阵 ， 则 4 = 41,). 对 任意 m x n 矩阵 B， 
有 (21(m)B=4B，B (A1,)) = 4B， 可见 ,标量 阵 XI 与 矩阵 如 相 乘 ， 其 效果 
相当 于 用 4 与 BB 相 乘 . 

我 们 看 到 ， 和 矩阵 的 乘法 与 数 的 乘法 有 一 些 不 同 之 处 ， 比 如 ， 交 换 律 和 消去 
律 不 成 立 . 但 是 ， 也 有 一 些 类 似 之 处 . 例如 ， 数 的 乘法 中 有 一 个 数 1 乘 任何 数 
a 等 于 a 本身， 而 矩阵 乘法 中 也 有 单位 阵 了 乘 任何 一 个 可 以 相 乘 的 矩阵 等 于 这 
个 矩阵 本 身 .， 又 如 ， 数 0 乘 任 何 数 等 于 0， 零 矩阵 乘 任何 一 个 可 以 相 乘 的 矩阵 


都 等 于 零 . 
矩阵 乘法 还 有 如 下 一 些 与 数 的 乘法 类 似 的 性 质 ， 
(1) 结合 律 : C(BA)= (CB)A 


对 任意 AE fF"*"*，BE rxYm， CE 下 xz 成立. 

如 果 将 矩阵 的 乘法 理解 为 线性 映射 的 合成 ， 结 合 律 的 成 立 是 显然 的 设 
4,，B, C 分 别 是 线性 上 映射 .名 ，. 罗 ， 多 的 矩阵 ， 即 对 任意 XE 严 *1， 了 和 
mx ZE Fre*!, 

.C = AX, BY= BF7，2Z = CZ 
对 任意 多 EF*!, 记 Y= AXIEF™*!1, ZZ = 及 FE FY*!I, W,= CZIE 天 <1. 
则 
(B4)XI=. 和 名 4 ) = .BY = 21, (C(BA))X! = GZ1= W, 
((CB)A)XI= (GB (GK1) = (CBD 了 = UBY) = GL1= Wi 
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可 见 线性 映射 贸 . 祈 避 ) 与 ( 锯 2).%z ， 它 们 的 矩阵 C( BA ) 与 (CB)A 也 相等 . 
这 就 是 说 : 矩阵 乘法 的 结合 律 成 立 . 
矩阵 乘法 结合 律 可 以 直接 用 乘法 的 定义 证 明 如 下 . 
和 矩阵 乘法 结合 律 的 证 明 
设 A=(ay)nxn, B=(b) xn, C=(c),x,. 
则 B4 = D= (qd;),x，， 其 中 


m 
dy = 2 baay 
k=1 


从 而 C(B4)= CD=G=(g;y),x ,其 中 


p 


Pp m 
Bi 之 > Cids 二 > Cis ( > buan ) = > cisb sran (4. 1 » 4) 
=1 k=1 


s=1 ls<ssepl<sksm 


另 一 方面 ，CB = U = (wu,),,。， 其 中 


Ui -> ob 
从 而 (CB)4 = U4 = 互 = (hj),,， 其 中 


ta 


mn p 
hs = > UipQ gy 二 > ( > cibss j ai 三 > Cisbsray (4. 1 . 5) 
k=1 下 s=1 


=1 lssgplsksm 


比较 (4.1.4) 和 (4.1.5) 可 知 G= 互 ， 即 
C(BA)= (CB)A 


矩阵 乘法 结合 律 成 立 . 
( 注 : 矩 阵 乘法 结合 律 的 证 明 比 较 繁琐 , 可 以 不 要 求 初 学 者 掌握 .但 应 认识 
到 :既然 矩阵 乘法 的 交换 律 并 不 成 立 ,矩阵 乘法 的 结合 律 也 不 是 理所当然 成 立 
的 ,必须 加 以 证 明 . 虽 然 初学 者 自己 不 必 人 掌握 这 个 证 明 ,只 要 应 用 就 行 了 .但 应 当 
知道 :这 是 因为 别人 已 经 为 你 证 明了 ,你 才 可 以 放心 大 胆 地 应 用 .) 
利用 矩阵 乘法 的 法 则 可 以 将 线性 方程 组 


Ql1X1+ QI2X2 十 十 QinXn = bi1 


CQ21X1 + Q22MX2 + … 十 G2nxn = ba (4.1.6) 
QmiX1 + Gm2X2 十 … 十 GamnXn = bn 
写成 矩阵 方程 的 形式 ， 
记 抢 阵 
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其 中 4 是 由 方程 组 的 未 知 数 系数 组 成 的 矩阵 ， 称 为 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 ， 
按 和 矩阵 乘法 的 法 则 ， 有 
CIYXI 十 Cl2X2 十 十 GinXn 
人 AT = G21X1 十 CQ22X%2 + + C2nXn 
QmlX1 + QLm2 X27 十 "十 QmnXn 
因此 ,方程 组 (4.1.6) 可 以 写成 
4X = 有 (4.1.7) 
的 形式 ， 成 为 一 个 矩阵 方程 : 已 知 矩阵 4，5， 求 矩阵 互 . 
方程 (4.1.7) 使 我 们 联想 到 数 的 一 元 一 次 方程 
ax=b 
当 az0 时 ,存在 a 的 倒数 a :使 a-ia = 1， 从 而 可 以 在 ax =b 两 边 乘 上 a-! 
消去 a， 得 到 x=a 1!b. 
对 和 矩阵 方程 4 = BP， 是 否 对 某 些 4 也 存在 4 -! 使 4-14 = 1? 如 果 存 在 ， 
能 否 也 在 方程 (4.1.7) 两 边 左 乘 A4-! 消 去 4 得 到 总 : 
AX=Pp=A-'(AX)= A-'p=>(A4A-'4)X=p 
IX= A-'p=X=A-'P 
注意 ”以 上 推理 中 由 4 (4X) 到 (4-14) 必 用 到 了 乘法 的 结合 律 . 
以 上 推理 说 明 : 如 果 方 程 4X = 及 有 解 ， 只 能 是 和 =4-18. 至 于 厂 = 
4 -8 是 否 真 的 是 解 ， 还 需要 代 回 原 方程 检验 : 
A(A-'B)= (A4-)p 
如 果 4 -!' 除 了 满足 条 件 4-14 = 了 之 外 还 满足 条 件 44 -1= 了 ， 就 有 
4(4 -8) = 有 
这 样 就 说 明 对 = 4 -18 确实 是 方程 4X = BP 的 解 . 
至 于 这 样 的 4 ' 是 否 存 在 ， 什 么 条 件 下 存在 ， 是 否 唯 一 ， 将 在 下 一 节 中 
讨论 . 
(2) 与 数 乘 的 结合 律 : 4(4B) = (44)B = A(4B8B) 对 任意 使 运算 有 意义 的 
矩阵 4，B 及 任意 数 4 成 立 . 
(3) 乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 : 
4(B+C)=4B+4C 与 (Bi+C)4= 有 4+CI4 
对 任意 使 运算 有 意义 的 4，B，C，B|，C 成 立 ， 
以 上 两 个 运算 律 的 证 明 比 较 容易 ， 从 上 略 . 你 可 以 尝试 自己 证 明 . 
4. 方 阵 的 多 项 式 
由 矩阵 的 乘法 可 以 定义 任 一 方 阵 4 的 各 次 宕 : 
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=4,，42?=44，43=(42)4，44=(43)4，… 

一 般 地 ， 设 已 对 正 整数 天 定义 了 4 ， 则 定义 4:+! = (A4*)4. 这 样 就 可 定 
义 4 的 任意 正 整数 宕 ， 

由 于 和 矩 阵 乘法 的 结合 律 ， 对 任意 正 整 数 m，s， 有 

AmAs = Am+s 

有 了 方 阵 的 各 次 客 ， 可 以 将 方 阵 代 和 人 多项式 求 值 . 设 f(x)= ao+ alx+ 
aax2 十 + anx"E FLx] 是 以 x 为 字母 、 ao, 41，,…,am 为 系数 的 多 项 式 ，4 是 
任 一 n 阶 方 阵 ， 则 

f(A)=a0l, +aA+aA’ +t + anA™ 

是 n 阶 方 阵 ， 注 意 多 项 式 的 常数 项 ao 应 当 换 成 a 代表 的 纯 量 阵 co7， 才 能 与 
4 的 各 次 宪 的 线性 组 合 相 加 . 

对 于 任意 两 个 多 项 式 /(x), g(x)E F[x], 设 s(x)=f(x)+g(x), p(x)= 
f(x)g(x)， 则 对 任意 方 了 泗 4E 8"*"， 有 

/f(A)+g(A)=s(A4) 
(4)g(4)=p(4) 

这 是 因为 ， 由 多 项 式 f(x)， g(x) 计 算 它 们 的 和 s(x) 与 积 p(x) 所 用 到 的 加 法 交 
换 律 、 加 法 结合 律 、 乘 法 结合 律 、 乘 法 对 于 加 法 的 分 配 律 ， 方 阵 的 运算 都 满 
足 ; 而 在 f(A4), g(4) 中 出 现 的 方 阵 都 是 一 个 方 阵 4 的 各 次 宕 的 线性 组 合 ， 它 
们 在 乘法 中 相互 可 交换 ; 因此 由 多 项 式 的 加 法 与 乘法 得 出 的 结果 ,将 4 代入 
后 仍然 成 立 . 


5. 运算 律 应 用 例 
例 5 设 A= bh a 了 外 求 AB. 
sin a cos a sinB cos 有 


解 直接 由 矩阵 乘法 法 则 计算 : 
将 4 的 两 行 4, = (cos a, - sin a), A, = (sin a,cos a) 与 B 的 两 列 B) = 


[jun Sn jn 得 到 的 4 个 数 就 是 4B 的 4 个 元 : 
41B1 = cos acos B- sin asinB=cos(a+ 有 ) 
AiB,=cos a(-sin B)+(~sina)cos B= -sin(a+B) 
A2B1= sin acos P+cos asin B= sin(a + B) 
A,B, = sin w( ~ sin B) + cos acos B= cos(a + B) 


AB AiB! 41B, _|costa+B) -sin(a+ Bp) 
A,B! A,B, sin(a + 8) cos(a + B) 
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我 们 知道 ， 例 5 中 的 矩阵 4，B 分 别 是 平面 上 绕 原点 沿 逆 时 针 方向 旋转 角 
4，B 的 变换 的 矩阵 ， 这 两 个 变换 的 合成 应 是 绕 原点 旋转 角 a + 8 的 变换 ， 由 
此 可 直接 写 出 合成 变换 的 矩阵 

人 ee 
sin(a + 8) cos( a 十 B) 


cosa ~-sing 
| 
所 代表 的 几何 意义 ， 想 一 想 4 的 正 整 数 m 次 寡 4* 等 于 什么 ? 再 用 矩阵 运算 验 
证 你 的 猜想 . 


例 5 还 可 以 用 另 一 种 方式 计算 . 先 写 


1 0 0 -1 
A=cosa + Sin Qw 
B 1 0 . 0 -1 
= + 
cosB 0 1 sin B 1 0 


根据 


记 


则 了 是 单位 阵 ， 的 省- -7 将 


AB =[(cos a)I+ (sin a)J][ (cos BIT+ (sin BT] (4.1.8) 
右边 展开 并 将 呈 = -了 工 代 人 得 


AB = (cos acos 8 -sin asin B)I + (sin acos B+ceos asin B)J 


. cos(a +B) -sin(a+B) 
colet P+ onle + p)1 =| les) 2 (4.1.9) 
一 般 来 说 ， 和 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 . 但 在 (4.1.8) 中 涉及 到 的 方 阵 只 有 了 ，J 
单位 阵 了 与 任意 2 阶 方 阵 交换 ，J 与 自己 当然 也 交换 : JJ = JJ， 因此， 将 
(4.1.8) 右 边 展开 时 ， 所 涉及 到 的 方 阵 的 乘法 都 可 交换 ， 与 数 的 代数 式 的 展开 
没有 什么 区 别 . 
在 以 上 计算 中 ， 如 果 将 I 等同 于 1， 则 满足 条 件 产 = -了 的 和 矩阵 等 同 于 满 
足 条 件 疼 = -1 的 虚数 单位 i， 上 述 从 (4.1.8) 到 (4.1.9) 的 计算 就 像 是 在 将 两 个 
复数 相 乘 : 
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(cos a + isin a) (cos B+ isin 8) 
在 中 学 数学 中 规定 了 一 个 符号 i 满足 条 件 站 = - 1， 学 生 却 不 知道 这 个 i 为 
何 物 . 将 i 解释 为 沿 y 轴 正 方向 的 单位 向 量 ,， 仍然 没有 解释 为 什么 Y= -1. 


而 在 这 里 ， 方 阵 J = a i 的 一 个 模型 ， 它 表示 绕 原 点 旋转 直角 的 变 


换 ， 也 就 是 “向 左 转 ”， 大 家 都 知道 :“ 左 转 再 左 转 ， 等 于 向 后 转 .” 也 就 是 说 : 
也 就 是 旋转 180"， 就 是 将 所 有 的 向 量 乘 - 1. 将 “ 左 转 90p” 这 个 变换 记 作 i 


人 从 名 有 = -1 而 表示 放 村 角 。 的 变 全 .性 的 人族 |， sm 
(cos a)I+ (sin we)J ， 其 实 就 是 将 向 量 乘 复 数 cos a + isin a 来 实现 旋转 角 a. 
A 1 0 
例 6 已 知 4=|0 ) 1|. 
0 0 4 
(1) 求 45. 
(2) 当 A=1 时 , 求 一 个 3 阶 方 阵 了 使 4X=I. 
0 1 0 
解 (1) 4 =21+ N, 其 中 【了 是 3 阶 单位 阵 ，NW=|0 0 1|. 在 算式 
0 0 0 


45=(M1+N)5 中 对 所 涉及 到 的 方 阵 了 7，N 作 乘 法 时 都 可 交换 ， 因此， 将 两 数 
和 的 窒 (a + 56)" 展开 得 到 二 项 式 定 理 所 用 的 运算 律 对 于 将 和 矩阵 和 的 宕 (AI + 
N)” 展开 都 成 立 ， 二 项 式 定理 的 结论 仍 成 立 : 
A = (AT+ N)S = (aI) + SC(AT)IN + 10(AT)3N? + 10(AT)2N3 + … 
(4.1.10) 
经 计算 可 知 


0 0 1 
N=|0 0 0|,N=N-=N=O 
0 0 0 


代入 (4.1.10) 得 
5 S14 1013 ， 
tno, A5 | 
0 0 5 
(2) 当 )=1 时 4=7+N， 由 于 Ni=O， 
(T+N)(I- N+N’)=I+N=1 
因此 ， 
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1 -1 1 
KE=I-N+N=|0 1 -1 
0 0 1 


符合 要 求 . 

例 6(2) 的 于 =IT- N+N? 是 怎样 想 出 来 的 ? 我 们 来 看 ， 对 于 数 ;:， 怎 样 求 
x 使 (1+1)x=1? 注意 ， 这 里 的 x=(1+1)-!， 利用 (1+ 1t)-! 的 Taylor 展开 式 
知道 


(1+2)-1=1-1+t- + 
此 式 当 | 1| < 工时 收敛 . 如 果 将 上 换 成 方 阵 N， 由 于 Ne =0， 就 应 有 天 = 了 ~- 
N+ NM 想 出 来 这 个 下 之 后 不 需 再 说 明 是 由 (1+b-1=1-1+ 所 - 旺 +… 来 
的 ， 只 要 验证 互 满 足 所 说 条 件 就 行 了 . 
想 一 想 ， 假如 不 是 4 =1， 而 只 是 *0， 怎 样 求 系 使 (AI+ N) 对 =1? 假 
如 4 不 是 3 阶 方 阵 而 是 n 阶 方 阵 ,应 当 怎样 修改 例 6 的 解法 和 结果 ? 
6. 转 置 与 共 力 


将 mx 算 阵 
C1l G12 Cin 
CQ21 CQ22 CQ2n 
A= , 
Qml Qim2 机 GQmn 


的 行列 互 换 得 到 一 个 n x m 和 矩阵， 称 为 4 的 转 置 矩阵 ， 记 作 4" (也 有 很 多 书 
上 记 作 4'). 即 


Ql 421 Cml 

4T- QZ12 022 CQm2 

Qln Qn 机 Qmn 
Ah" 的 第 (i, 门 元 等 于 4 的 第 (j, 让 元 . 
矩阵 的 转 置 满足 如 下 的 运算 律 : 


(1) (47)7 = 4. 

(2) 对 n 阶 方 阵 4，|4"|=|14|. 

(3) (A+B)'=AT'+B'. 

(4) (14) = 447, 4 是 任意 数 . 

(5) (AB)'= BA. 

证 明 (1)，(3)，(4) 很 容易 验证 . (2) 在 行列 式 的 性 质 中 已 经 证 明 过 .我 
们 只 证 明 (5). 
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设 和 = (ay)nxn， B= (bi)nxps AB = C= (ci)nxp; 则 


cy = 2 ainby 

AT= (ay)ixn, BT=(b5)pxn, 其 中 a =ax，by=bi. 设 BA'=D= 

(dj),xm， 则 
di = 之 /好 CQ = 2 bua 三 2 enby = Cy 
可 见 D= CT™. 即 B'AT= (4B)'. 

设 4 是 方 阵 . 如果 4I= 4， 则 称 4 为 对 称 方 阵 (symmetric matrix). 如 果 
AT= - A ， 就 称 4 是 反对 称 方 阵 (anti-symmetric matrixz) ， 也 称 斜 对 称 方 阵 (skew 
symmetric matrix ) . 

例 7 设 4 是 mx 矩阵， 求证 : A447 是 对 称 方 阵 . 

证 明 (447)7=(47)747= 447， 可 见 44" 是 对 称 方 阵 . 

例 8 设 4 是 n 阶 反对 称 方 了 省， 钱 是 n 维 列 向 量 . 求证 : XT4X=0. 

证 明 "AX 是 1x1 和 矩阵 ， 由 一 个 元 a 组成. 因此 

XTAR = (KX'AX)T = XTAT( XT)T= X'(—- A)X= - XIAX 
这 迫使 X 4 天 =0 . 

将 矩阵 4 = (aj)x ,中 的 每 个 元 aj 换 成 与 它 共 轿 的 复数 a;， 得 到 的 矩阵 称 
为 4 的 共 固 矩阵 ， 记 作 4， 也 就 是 说 : 4 = (ay)wxn， 容易 验证 ， 关 于 矩阵 的 
共 罗 的 以 下 性 质 成 立 : 

(1) YA, BEC™*"*, A+B=A+B; 

(2) WAEC, AEC™*", Mh = 和 4; 

(3) YAEC™*", BEC"*?, AB=AB; 

(4) YAEC™*", AT= 47. 

设 AEC"™*"， 如 果 47= 和 4， 就 称 4 为 Hermite 方 阵 (Hermitian matrix)， 如 
果 47= - A， 就 称 4 为 反 Hermite 方 阵 (anti Hermitian matrix)， 显 然 ， 实 Her- 
mite 方 阵 就 是 对 称 方 阵 ， 实 斜 Hermite 方 阵 就 是 反对 称 方 阵 . 

例 9 A 是 复数 域 上 非 零 矩 阵 . 求证 : 4 47z0. 

证 明 设 A4=(ay)wxs, 则 A417=(ay),xm， 其 中 a =as. 于 是 也 =447= 
(by)mxm， 其 中 


bs = ona’ = 2 a a 
特别 5 =》)anax =>) | a 1?， 也 就 是 说 ，bs 是 4 的 第 i 行 所 有 元 的 模 的 平方 和 |. 


由 于 40，A 中 必 有 茶 个 元 a, 0，b,, =>) | an |? 是 4 的 第 + 行 的 n 个 
k=1 
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复数 的 模 |a | ,| a,s| ,…, | a | 的 平方 和 ， 其 中 有 一 个 复数 a,, 0， 因而 | a,,1? 
>0， 因 此 5b,, >0， 这 说 明 Bz0. 即 A4'z0. 口 


习 题 4.1 


2 -1 4 0 2 
1 0 1 
碎 = ，B=|!1 0 -2|,C=| -1 0|. 
0 2 3 
0 3 1 3 1 


计算 矩阵 4B，B*?，AC，CA4 ，BTAT、AC 与 C4 是 否 相 等 ? 48B 与 B147 是 否 相 等 ? 
2. 设 


-1 -2 -4 1 
(1) |- -2 | “| 
1 2 4 3 
1 0 0 a bc 
(2) + 入 中 "| a ,| 
0 0 0 b ec a 
计算 矩阵 4B，BA .4B 与 B4 是 否 相 等 ? 
3. 计算 : 


2 2005 2008 
0 1 1 1 0 1 
(1) ; (2) ; (3) ; 
-a 0 -1 -1 -1 -1 
1 1 cos0 sing cos 0 sin 0 
(4) ; (5) . ; (6) | ; 
0 1 -sn cos8 sin0 -cos0 


0 1 ™ A 1l MM 


1. 设 


Do 


(7) “ ; (8) 和 ; 
Oxn A /nxn 

1 1 1 0 1 0 1 1 -1Y%% 
(9) 1 | (10) [ 0 | (11) [ 2 . 

0 0 1 1 0 0 4 4 -4 
4. 设 A4=(as),xnE 8"*", 求 eAe;， 其 中 e;，e; 都 是 n” 维 行 向 量 ，ei 的 第 ; 分 量 是 1， 

e; 的 第 j 分 量 是 1， 它 们 的 其 余 分 量 都 是 0. 

5. 对 下 面 的 多 项 式 f(x) 和 方 阵 A, 求 f(4). 


0 1 
| 1 } 


2 1 1 
(2) (xz)=(x-2)9?， | 2 | 
0 0 
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6. 如 果 4B = BA ， 就 称 和 矩阵 B 与 4 可 交换 . 分别 求 与 下 列 4 可 交换 的 全 部 方 阵 . 


3 0 0 0 1 0 

(1) -| 中 (2) + 2 ,| (3) + 0 | 

0 1 0 0 5 0 0 0 

7. 求证 : 与 全 体 n 阶 方 阵 都 可 交换 的 n 阶 方 阵 必然 是 标量 阵 . 

8. 求证 ; "x* "中 与 给 定 的 阶 方 阵 和 交换 的 全 体 方 阵 组 成 的 集合 是 上 的 子 空间 ， 

9. 设 n>2， 是 否 存在 一 个 方 阵 4E 8"”*", 使 Fr** 中 所 有 的 方 阵 都 可 以 写成 4 的 多 项 
式 的 形式 gaoT + aA +… + anA”(m 为 任意 正 整 数 ,ao,al,…，,avEF)? 并 说 明理 由 . 

10. 矩阵 4 称 为 对 称 的 ， 如 果 47= 4. 证 明 : 如 果 4 是 实 对 称 矩 阵 且 4:= OO， 那么 
4= 0. 
11. 设 4，B 都 是 n xn 的 对 称 和 矩阵 ， 证明: 4B 也 对 称 当 且 仅 当 4 ，B 可 交换 . 

12. 记 S(n,F)= |AE FF"*"|AT= 4 K(n,F)=|1AE F"*"|AT= -4 
(1) 证 明 : SC(n,F)，K(n,F) 都 是 ;rr* "的 子 空间 . 分 别 求 它们 的 维 数 . 
(2) 证 明 : Fr** 中 任 一 方 阵 都 可 表 为 一 对 称 和 矩阵 与 一 反对 称 和 矩阵 之 和 、 
(3) 证 明 : 所 *"*= S(n,F)@K(n,F). 

13. 设 4 为 2x2 和 矩阵 ,， 证明: 如 果 A4*= 0O,k 宇 2， 那么 4?=0. 

14. 举 出 分 别 满足 下 列 条 件 的 整 系数 2 阶 方 阵 4 : 

(1) 4x 关 + 但 42= 了; (2) 42= -1; (3) A=I1HA=I1. 
15. 设 和 4，B, 都 是 同 阶 方 阵 ， 下 列 命题 成 立 吗 ?为 什么 ? 

(1) (A+B)’ = A’+2AB+ B’; (2) 车 4B=B, 且 Bz0, 则 A=1; 
(3) (A4+B)- !=A-'1+B-!; (4) det (A + B)= det(A)+ det(B); 
(5S) det (44 ) = Adet(4). 
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Xl 


我 们 都 知道 ， 矩 阵 4 = (oz)wx "与 列 向 量 天 = | : J 


QlX1+ QI12X2 十 十 Ta 
Y= AX= 

QmiX1 + Qm2X2 +t + QamaXn 
了 的 第 ; 列 元 oilxi+ apxz+…+agn (1 志 ie<m) 是 字 的 各 元 x]，, x,，… ,x 的 线 
性 组 合 ， 组 合 系数 由 4 的 第 i 行 提供 . 

假如 天 不 是 列 向 量 ， 而 是 n 行 p 列 的 矩阵 : 站 = (%),, ,我 们 将 下 的 每 
一 行 (chs ,好 ) 看 作 一 个 整体 ， 用 一 个 字母 XX, 来 表示 ， 从 而 将 了 写成 
“ 列 向 量 ” 的 形式 : 
下 1 


有 =| : (4.2.1) 
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在 将 矩阵 4 = (ai)mxn 乘 下 的 时 候 ， 却 忘记 了 每 个 下 代表 一 行 ， 只 是 将 它 当 


作 一 个 数 来 相 乘 ， 得 到 
G1l Ql2 ”Clin | 
Qml Qim2 四 Cman 天。 


Qal1 Xl 十 Qi12 大 2 十 "… 十 QG1 大。 | 


AX = 


(4.2.2) 


Gml Ki + Qn2 2 + 十 Cn 是 
尽管 忘记 了 XX ，,… ,X, 分 别 代表 一 行 ， 但 是 在 4X 的 第 i 行 得 到 的 
Qi 1 + Gi2 Ko 十 … 十 in, 

仍然 有 意义 ， 它 是 的 各 行 的 线性 组 合 ， 组 合 系 数 由 4 的 第 i 行 提供 .并且 ， 
和 的 各 行 的 这 些 线性 组 合 仍 是 p 维 行 向 量 ， 它 的 第 j 分 其， 也 就 是 AX 的 第 
(i, 门 元 ， 等 于 oilxzy + qizx2;+… + ainxw， 也 就 是 将 4 与 丰 按 矩阵 乘法 法 则 相 
乘 得 到 的 乘积 4 的 第 (i,j) 元 . 

可 见 ， 将 X 的 每 一 行当 作 一 个 整体 ， 写成 (4.2.1) 的 形式 , 与 4 按 
(4.2.2) 的 方式 相 乘 ， 得 到 的 结果 仍 是 4X. 

类 似 地 ， 在 计算 p x m 矩阵 到 与 m xz 和 矩阵 4 的 乘积 时 ， 也 可 以 将 于 的 
每 列 看 作 一 个 整体 ， 将 天 写成 (XX,…, 耻 , ) 的 形式 ， 看 作 1 x m 矩阵 去 与 
4=(oa)nxn 相 乘 ， 得 到 

| CI 上 

ao 


= (an Kit + gam Kn, GnR1+ + ) 
也 就 是 说 : X4h 的 各 列 都 是 的 各 列 的 线性 组 合 ， 第 j 列 的 线性 组 合 系数 由 4 
的 第 j 列 提供 . 
例如 ， 将 线性 方程 组 4X = 的 系数 矩阵 4 的 每 一 列 作为 一 块 ， 写 成 分 块 
矩阵 的 形式 4 = (41,4,,…,4,)， 则 


A =( 罩 | ，,… ,有 ,) 


区 1 
AX = (4 4，) : 


Nn 


二 41xi 十 十 nxn 


方程 组 AX =8 成 为 

xiAl+'**+xA,=Bp 
也 就 是 : 已 知 同 维 数 的 列 向 量 41,…, 4,，P， 要 将 BP 表示 成 41,… , 4， 的 线性 
组 合 ， 求 线性 组 合 的 系数 x ,… ,x,. 
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1. 分 块 矩 阵 
一 般 地 ， 在 作 和 矩阵 的 运算 时 ， 可 以 用 一 些 横 线 和 竖 线 将 任 一 矩阵 4 = 
(ai)mxn 划 分 成 一 些 和 矩形 小 块 ; 


A 42 全 414 
A 人 人 机 42y 
4 4 4pg 


分 块 的 方法 是 : 想像 用 横 线 将 4 的 m 行 分 成 若干 组 ， 每 组 依次 包含 mi， 
m2 行 ，mi+ m2+"…+ m= m; 用 竖 线 将 4 的 n 列 分 成 若干 组 ， 每 组 
， 依 次 包含 R14,n2,… ,ng 列 ， ni1+ nz2+…+ ns=n. 则 4 被 分 成 pg 个 小 的 矩阵 
AjE pF" 1gisgp, 1gj<g. 这 就 称 为 对 矩阵 4 进行 了 分 块 (partitioning)， 
进行 了 分 块 的 矩阵 4 被 称 为 分 块 矩 阵 (partitioned matrix). 在 进行 矩阵 运算 时 可 
以 暂时 将 每 一 块 4; 作 为 一 个 整体 ， 看 作 一 个 元 ,将 4 看 作 由 这 些 元 组 成 的 
p x g 矩阵 4 = (4;),x ,来 进行 运算 . 

2, 分 块 矩 阵 的 加 法 与 数 乘 

将 两 个 m x n 矩阵 和 4，B 相 加 ， 可 以 将 4，B 进行 同样 方式 的 分 块 ， 


40 4D 入 Ai1, Bi Bl 和 … Bi, 
A= 2 A 轩 S20 ，B-= a 2 及 Ba 
4p1 A,, Apg Bs Bp … B, 


使 处 于 同一 个 位 置 的 块 4; 与 Bj 的 行 数 相等 、 列 数 也 相等 . 将 和 4，B 中 处 于 同 


Au+Bi Ais+ Bl 和 … Als+ Bi1, 
Az+B2 Ay+ By 人 人 2 + B,, 
A + B, pa 十 已, "0 A + B,, 


就 是 4 + B 的 分 块 形式 . 
对 任意 AEF， 还 容易 看 出 


41 Al, … Alg AAl A4l, 全 Ahig 
a Mz A 人 A2, _ 42 4422 人 … 4A,, 
1 A,2 人 Am A4n 44 4 


3. 分 块 矩 阵 的 乘法 
将 矩阵 4E F”"*"，BE Fr"*' 相 乘 ， 可 以 将 A4，B 进行 分 块 
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Al 4D … Al Di 和 … Bi, 
4=| : : : |,， B=| : : : (4.2.3) 
A A,, 。 A,, 万 By … B, 
其 中 As€ EY », BiEFI, mt tm=m, mt tn=n, rt"t+ 


rs = +r， 特别 是 每 个 4j(1<%<s) 的 列 数 与 每 个 BB 所 全 的 4 行 数 相等 ， 都 是 内， 
因而 可 以 将 它们 相 乘 得 到 4,Bi. 
4， 妇 可 以 看 作 以 它们 的 块 为 元 的 抢 阵 来 相 乘 得 到 分 块 矩 阵 


(4.2.4) 


其 中 
Cy -> AuBs = AnBi+ AnB2 + + AiB 
我 们 来 验证 ， 这 样 得 到 的 C 就 等 于 4B. 
分 块 矩 阵 乘 法 法 则 的 证 明 
对 每 个 ls i<p, 将 块 4;1,…, A; 依次 横 排 组 成 的 mxn 和 矩阵 (4;， 1 
im) 记 为 4;; 对 每 个 I<j<q， 将 块 Bi ,By 依次 竖 排 组 成 的 mx 六 矩阵 


可 


A 
| 记 为 B;. 则 
人 5 
Al 
| : | B=(B,,…,B,) (4.2.5) 
A, 
也 是 和 4，B 的 分 块 .将 和 4，B 按照 这 样 的 分 块 方式 相 冬 得 到 
A1B! : 41B， 
D=| : : (4.2.6) 
A,B A,B, 


我 们 证 明 这 样 得 到 的 D = 4B. 
D 的 任何 一 个 元 必然 是 DD 的 某 一 块 D; = 4;B; 的 某 个 元 ， 设 它 为 D; 的 第 
行 第 v 列 的 元 , 记 作 Dj(u,v). 则 Dj;(wu,v) 是 D 的 第 (2', 产 ) 个 元 ， 其 中 
2 -2 mt 了 了 -Snr 
男 一 方面 ， 由 于 Di = 4,B,， Dylu, 5) 等 于 A; 的 第 4 行 与 BB 的 第 j 列 的 乘积 . 
由 分 块 方式 (4.2.5) 知 道 ，4; 的 第 w 行 就 是 4 的 第 疡 Sm, +w 行 ，B; 的 第 ， 


i=1 
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列 就 是 8 的 第 六 =S n+ v6 列 ， 它们 的 乘积 就 是 4B 的 第 (六 六) 元， 这 证 明了 


D 与 48B 的 对 应 元 相等 ，D = 4B. 

只 需 再 证 明 按 (4.2.5) 的 分 块 方式 得 到 的 (4.2.6) 中 的 乘积 C 与 D 相等 . 
由 于 C 与 DD 的 分 块 方式 完全 相同 ， 只 需 证 明 它 们 对 应 的 块 相 等 ， 即 证 明 
Bi ， 
: | 与 Cs =2) AiBy 
B, k=1 
相等 .对 任意 1< ws<m，1<v<7， 我 们 证 明 D; 的 第 (w,v) 元 Dj(wu,v) 与 C; 
的 第 (u,v) 元 Cj(wu,v) 相 等 . 

对 每 个 1<k<s, 记 Qi 是 A 的 第 u 行 ， PB 是 Bi 的 第 v 列 ， 则 op 是 


hiBy 的 第 (u,v) 元 ， 因 而 Dot 是 DAaBy = Cj 的 第 (4,v) 元 Cy (u,v). 
男 一 方面 ， 将 行 向 量 g1,…, a, 依次 横 排 成 行 向 量 w = (@1,…, a,)， 将 列 


D; = A.B,; = (Ail,'… ,A,) 


Bb 
向 量 P,… ,Bp, 依次 竖 排 成 列 向 量 = ， 则 c 就 是 4; 的 第 u 行 ，B 就 是 B 
Bb, 
的 第 v 列 ， 它们 的 乘积 ap 就 是 4 证 的 第 (u,v) 元 Dj(u,v)， 因此 
hb 
Di(u,v)= oP = (8, ,0,) =0Pit' + ab,= Ci(u,?») 
Bb, 
从 而 Dy= Cy. 口 
如 果 矩 阵 分 块 之 后 具有 如 下 形式 
4 Al 全 Al, 
0 0 oo mp 
就 称 4 是 准 上 三 角形 和 矩阵 (quasi-upper triangle matrixz). 类 似 地 ， 分 块 之 后 具有 形式 
41 0 。 0 
4 = 42 A 加 0 
A A, 人 pp 


的 矩阵 称 为 准 下 三 角形 矩阵 (quasi-lower triangle matrix). 我们 知道 如 果 准 上 三 
角形 矩阵 或 准 下 三 角形 矩阵 4 的 对 角 块 都 是 方 阵 ， 则 4 也 是 方 阵 ， 并 且 行 列 
式 det 4 等 于 对 角 块 的 行列 式 的 乘积 ， 如 果 4 分 块 之 后 具有 如 下 形式 
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0 0 .1 A 
就 称 4 为 准 对 角形 矩阵 (quasi-diagonal matrix)， 此 时 可 以 将 4 写 为 
diag(41 ,Az ,i ,A,,). 
4. 分 块 矩阵 的 转 置 
设 矩 阵 4 € F”*"* 写 成 分 块 形式 


Al A … A 
A Az 42 ~ A2, 
4pl 4p2 Apg 
则 4 的 转 置 
All 4 Apl 
AT AL A Ap 
下 T 
A A2, 人 Aps 


5. 分 块 运算 应 用 例 


例 1 设 A=diag (41,…,4,) 是 n 阶 对 角形 矩阵 ，4 = (aj),x 4s 是 n 阶 方 
阵 , 求 A4 与 44. 


Al 
解 写 4=| : |， 其 中 41,…,A4, 依次 是 4 的 各 行 . 则 
A, 
Al Al A1Al 4101 Ma Alan 
44 = :| =-| :| : : | 
A A AnAn Mnanl Andn2 Anlnn 


将 A 的 各 行 分别 冬 A ,4s，… ,4 就 得 到 44 . 
写 4 =(@1,…,@1)， 其 中 @1,…,@, 依次 是 4 的 各 列 ， 则 
41 


AA =(@1,… ,0,) = (A1Q1, ,A ) 


A 


限 A2a12 人 了 | 
Al1anl A2 Cn2 机 AnQnn 
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将 4 的 各 列 分 别 乘 A41 ,4,,… ,4 就 得 到 44 . 
0 1 
0 1 


例 2 N= ， 求 NE 
0 1 


0 4x4 
Al 


A 
解 ”对 任意 4 阶 方 阵 4， 将 4 写成 4 =| “| 的 形式 ， 其 中 41，A;，A4;， 


A; 
A4 
44 是 4 的 各 行 . 则 

0 1 4 A, 
0 1 4A， 43 

NA = 二 
0 11|| 4; As 
0 44 0 


也 就 是 说 ; 将 4 的 第 2 至 第 4 行 分 别 向 上 提升 一 行 ， 成 为 第 1 至 第 3 行 ， 以 零 
向 量 作为 第 4 行 ， 就 得 到 NA. 


由 此 得 到 
0 0 1 0 0001 
NNN 0 0 1 Na NON - 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 
N=N( 和 VW)=O,，N*=0 对 >4 成 立 . 
1 .2 1 2: 
例 3 4-| | 求 4m. 
1 2 1 2 
-1 -2 -1 -2 
解 记 了 对 = (1,2,1,2)， 则 
及 1 1 
4-| -<|: -了 x= YX, 其 中 Y=| 一 1 
蕴 1 1 
一 下 -1 -1 
于 是 
A = (YX)( YX):…( YX) = Y (XY)(XY):… (XY)X = Y(XY)X. 
10 个 YX 9 个 XY 
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1 
一 1 
XY = (1,2,1,2) 1 =1-2+1-2= -2 


-1 


en 


-3512 -1024 -512 -1 024 
512 1 024 512 1 024 
-512 -1024 -512 -1024 
S12 1 024 512 1 024 


A?=Y(-2)X= -512YX= -5124 = 


例 4 2 x 汕头 人 | :| | 
3 5 0 1 


5 0 
中 对,，Xs 是 半 的 两 列 . 将 B 写成 分 块 形式 B=(Bi,B,), 其 中 Bl，B, 是 B 
的 两 列 . 这 样 ， 原 方程 


解法 1 4- | 下 » -| 中 将 区 写成 分 块 形式 下 = ( 瑟 , 妃 )， 其 


AX=B (4.2.7) 
就 成 为 
A(KI,K)=(B,B), 即 (AXI,AX,)= (Bi,B,) (4.2.8) 
于 是 原 方程 成 为 两 个 方程 
AX! = BI!, AX, = B, (4.2.9) 
即 


ty 


解 这 两 个 方程 组 ， 得 


因此 


-5 2 
x -| 3 出 


在 
解法 2 A，B 与 解法 1 相同 将 了， 9 和 分 交加 | B= 
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加 | 则 原 方程 4X = 8B 成 为 


2 
I ee 
3 5 x, B, 


先 将 B1，B，,， 读 |， 看 成 普通 的 数 ， 将 (4.2.10) 看 成 二 元 一 次 方程 组 ， 用 算 
阵 消 元 法 来 解 : 


1 2 Bi| -30)+() |! 2 B, 
3 5 8B, 0 -1 -3B,+B, 


202)+(D,-12) [1 0 -5B,+2B, 
0 1 38:-8B, 


XI -5B, +2B, 
= (4.2.11) 
已， 3B,- B, 


1 2|| -5B.+2B, B; 

3 5 用 3B8/-B, | |B, 
当 Bi， B, 是 数 的 时 候 成 立 ， 当 Bi, 8B, 都 是 1 x 矩阵 的 时 候 也 成 立 ， 因 此， 
可 以 将 B1 = (1,0)，B, = (0,1) 代 入 (4.2.11) 得 到 原 方程 的 解 


2 | (-501,0)+2(0,D)| ({-5 2 
x) 301,0)- (C0,1) J) [3 -1) 
解法 3 仔细 审查 解法 2 的 计算 过 程 ， 发 现在 用 和 矩阵 消 元 法 解 方程 组 


(4.2.10) 时 ， 可 以 先 将 Bl|，B, 的 具体 数值 代 人 之 后 再 进行 同样 的 消 元 过 程 ， 
直接 得 到 下 : 


12 1 0| -30)+(2) | 1 2 1 0| 22)+(0),-102) [1 0 -5 2 
3501 0 -1 -3 1 01 3 -1 


具体 算法 是 : 将 4 = ee a jr, 组 成 一 个 2x4 


于 是 得 到 (4.2.10) 的 解 


矩阵 等 式 
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1 2 1 0 
‘sp! 5 0 1 
化 为 单位 阵 ， 则 右边 剩 下 的 列 组 成 的 矩阵 就 是 所 求 的 矩阵 下. 

例 4 的 3 种 解法 中 ， 解 法 3 最 好 ， 这 个 方法 还 可 以 推广 到 求 一 般 的 矩阵 方 
程 4 对 = B 的 解 对 ,其 中 4 是 行列 式 不 为 0 的 任意 n 阶 方 阵 ，B 是 任意 nx m 
和 矩阵， 于 是 未 知 的 nx m 矩阵. 

注意 ” 当 行 列 式 | 4 | 0 时， 如 果 按 解法 1 将 守 ，B 都 写成 按 列 分 块 的 形 
式 下 = (四,…,X,)，B = (Bl,…,B,)， 则 方程 4X = B 成 为 n 个 方程 组 4X1 = 
B1,…,AX, = B, ， 当 |4| 关 0 时 这 些 方程 组 都 有 唯一 解 ， 因 此 4X= B 有 了 唯一 
解 . 例 4 中 的 吾 是 单位 阵 7， 求 出 的 唯一 解 下 满足 条 件 4 下 =， 而 且 还 满足 条 
件 2X4 = 了 7， 我 们 将 它 称 为 4 的 逆 矩 阵 ， 记 作 4-!. (就 好 比 满足 条 件 ax =1 的 
数 x 称 为 e 的 道 , 记 作 c -1.) 求 出 了 4-:， 再 对 别 的 召 解 矩阵 方程 4 = B， 就 
可 以 在 方程 两 边 同 时 左 乘 4 -1! 消 去 A4， 得 到 于 =A-1B, 并 且 由 4(4-1B)=B 
知道 下 = 4-'B 确实 是 方程 4X = B 的 唯一 解 ， 特别 ， 当 B 是 列 向 量 时 ， 
A = B 就 是 我 们 已 经 研究 过 的 元 线性 方程 组 . 


| 对 这 个 矩阵 进行 初等 行 变换 ， 将 它 左边 两 列 组 成 的 方 阵 


习 题 4.2 


1 2 3 
em 3 4 |, 求 ,， 针 ,，XY, 分 别 满足 下 列 条 件 : 
2 4 7 


1 0 1 1 
AXi=|0|, AX,=|2|, AX,=|2 5 
5 3 3 7 


2. 设 4 是 n 阶 方 阵 证明; 存在 x 阶 非 零 方 阵 B 使 4B = O 的 充分 必要 条 件 是 | 4 | =0. 
3. 已 知 4，XEF3*3, 针 的 3 列 了 |， 区 ,， 分别 满足 条 件 A = A1I，AX, = 12 下 2 ， 
AX3 = A3 了 3. 求 BE F3*3 使 4X = XB. 


4. 已 知 n 阶 方 阵 A4，B 满足 条 件 4B = B4 . x*[2 . 


5. 4，B 是 n 阶 方 阵 ，7 是 n 阶 单位 阵 . wi ,| 2 中 
I Ol BJlI O 


6. 已 知 4 是 n 阶 方 阵 且 满 足 条 件 43= 了. 计算 : 
1 人 


0 -To 2 -24 
(1) 1 0 (2) 5 
3 1 
24 24 


[es 
[se 


8$84.3 可 逆 矩 阵 185 


$4.3 可 逆 矩 阵 


我 们 定义 了 和 矩阵 的 加 、 减 、 乘 法 ， 自 然 也 应 当 考 虑 矩阵 的 “除法 ”. 

数 的 除法 c* 是 : 已 知 两 数 的 乘积 5b 及 其 中 一 个 因数 a 求 男 一 个 因数 %， 
也 就 是 解 方程 ax = b. 只 要 能 求 出 除数 a 的 倒数 a-! 使 ae- =1， 则 除法 5a 
可 以 转化 为 乘法 bx a-!. 

类 似 地 ， 对 和 矩 阵 和 4，B， 用 B“ 除 以 ”A 也 就 是 要 求 了 使 4 =B， 由 于 
和 矩阵 的 乘法 不 满足 交换 律 ， 还 应 考虑 求 了 满足 Y4 = B. 如 果 能 找到 一 个 4-! 
满足 条 件 4 -14 = I， 在 矩阵 方程 4X = B 两 边 左 乘 4 -1! 就 得 到 4 -14X=4-1B 
从 而 于 = 4-!1B. 如 果 这 个 4-! 还 满足 条 件 44 -1=T,， 则 4 (4-18B)=8B， 
五 =A4-'B 就 是 4 人 X=B 的 唯一 解 . 类 似 地 ， 如 果 上 述 4“! 存 在 , 可 知 YA4=B 
有 唯一 解 了 = BA-!'. 

1. 可 逆 和 抑 阵 的 定义 ， 

定义 4.3.1 ”对 于 和 抢 阵 4E F"*"， 如 果 存 在 矩阵 BE 1"* "满足 条 件 4B = 
Tm) 且 BA = 了,)， 就 称 4 可 道 (invertible)， 并 且 称 B 是 A 的 逆 (inverse). 口 

仔细 推 项， 发现 这 个 定义 有 一 个 疑点 : 定义 中 只 要 求 B 存在 ,没有 要 求 B 唯 
一 . 假如 存在 两 个 或 者 更 多 个 不 同 的 B 都 满足 条 件 ， 哪 一 个 称 为 4 的 逆 ? 

我 们 先 来 排除 这 个 疑点 . 

命题 4.3.1 假如 4 可 逆 ， 那么 4 的 逆 B 是 唯一 的 . 

证 明 设 B，Bi 都 是 4 的 着. 则 4B = To = 4Bl. 因而 

B(AB)=B(AB)O(BA)B=(BA)BIEIB= I1BIeB=B. 

这 就 证 明了 4 的 道 的 唯一 性 . 

既然 已 经 知道 ， 当 4 可 逆 时 它 的 逆 是 唯一 的 ， 我 们 就 可 以 将 这 个 唯一 的 
逆 记 为 4-1. 

而 且 ， 由 4 所 满足 的 条 件 44 -1=7，4-14 = 了 知道 : 

引 理 4.3.2 A 可 逆 人 一 4 -1! 可 闭 . 是 (4 -1)-i=A. 口 

2. 矩阵 可 逆 的 条 件 

我 们 知道 ， 在 数 域 F 中 有 一 个 数 0 不可逆 ， 除 了 0 以 外 的 数 都 可 逆 ， 显 
然 ， 零 矩阵 不 可 逆 . 是否 所 有 的 非 零 矩阵 都 可 首 呢 ? 

我 们 已 经 知道 : 假如 4E 严 ” ”可逆 ， 则 和 矩阵 方程 4X = D 有 唯一 解 天 = 
A-!'D. 特别 ， 考 虑 mn 元 一 次 方程 组 


(4.3.1) 
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当 4 可 道 时 它 也 应 有 了 唯一 解 


但 (4.3.1) 也 就 是 
XI1A1+ X22 + +xA,=0 (4.3.2) 

其 中 41,4,,…,4, 依次 是 4 的 各 列 .(4.3.2) 只 有 零 解 司 A41, 4,,…, 4, 线性 
无 关 . 

由 此 得 到 

引 理 4.3.3 4 可 逆 寺 A 的 各 列 线性 无 关 . 口 

推论 4.3.1 4 可 逆 汪 4 是 方 阵 ， 且 行列 式 |4 | 产 0. 

证 明 设 46E 严 *? 可 道 . 则 4 的 各 列 是 nm” 个 线性 无 关 的 mm 维 向 量 ， 这 迫 
使 n<m. | 

男 一 方面 ，4 -1€ 严 *? 也 可 道 ， 这 又 迫使 mn. 

因而 mm=m，4 是 方 阵 . 

由 第 3 章 推论 3.4.2 知道 : 方 阵 4 的 列 向 量 线性 无 关 之 4 的 行列 式 
141 关 0 口 

因此 ， 不 但 零 矩 阵 不 可 六 ,行列 式 等 于 0 的 方 阵 也 都 不 可 逆 . 行列 式 等 于 
0 的 方 阵 称 为 奇异 方 阵 (singular matrix) . 

那么 ， 行列 式 不 为 零 的 方 阵 是 否 一 定 可 逆 呢 ? 

设 |4| 头 0， 我 们 希望 找到 XE 局 <“ "使 4 =I= X4. 记 4 的 各 行 依次 为 
4 42，…4， 在 的 各 列 依次 为 中 ,站 ,，,… ,下 ,, 则 AX = 了 就 是 


4 1 0 … 0 
A 0 1 0 0 
. (下 1 ,于 天, ) = 。 : : 
A 0 0 … 1 


每 个 六 右 乘 4 的 第 7 行 等 于 1， 右 乘 4 的 其 余 各 行 都 等 于 0. 这 使 我 们 想到 4 
的 第 7 行 (oj ，… ,an) 各 元 的 代数 余子 式 4i ,4s，,…, 4j, 组 成 的 列 向 量 6/， 用 6 
右 乘 4 的 第 j 行 得 到 
anAnt+anAnt+ +andn=|A|z0 
而 用 6 左 乘 4 的 其 余 任何 一 行 得 到 
ap1Aj + Qi242 十 十 Qin m=0, VEkzj 


依次 以 这 些 8 (1<j<n) 为 各 列 组 成 方 阵 
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411 421 A 
A 4 a 4， 
4 (4.3.3) 
41n Azn A, 
则 易 验 证 
I4| 0 0 
> 0 14| 。。。 0 
44 ”= 4 入 . ， . = |A4|1,, (4.3.4) 
0 0 14| 
于 是 得 到 
1 1 ,， 
4 一 4 ”= 一 4 4= 了 
4| 14| 
这 就 证 明了 


定理 4.3.4 4 可 着 亿 4 是 方 阵 且 |4 | 0. 


当 |41zx0 时 ，4- = TIETA ， 其 中 4 的 第 (i 广元 为 4 的 第 (j, 让 元 的 


代数 余子 式 4;. 
4 “ 称 为 4 的 伴随 方 阵 (adjoint matrix) . 
当 方 阵 A4E€ 严 *" 的 行列 式 |4|1 关 0 时 4 可 首 ， 以 4 为 系数 矩阵 的 线性 方 
程 组 Ax = 有 了 唯一 解 = 4-18. 将 定理 4.3.4 中 的 表达 式 4-1 = TAT4" 代 


和 人 入， 可 以 重新 得 到 Cramer 法 则 .请 你 自己 试 一 试 . 

3. 逆 和 矩阵 的 算法 

虽然 利用 伴随 方 阵 4* 可 以 表示 方 阵 4 的 道 ， 但 是 要 计算 4 “就 需要 计算 
怠 个 nn-1 阶 行列 式 4;;， 当 nn 较 大 时 计算 量 太 大 了 .比较 可 行 的 方法 是 解 矩 
阵 方 程 AX = 了 求 出 对 ， 则 对 = 4 1. 

一 般 地 ， 对 行列 式 不 为 0 的 方 阵 4E 8"*" 及 任意 BE F"*"， 求 矩阵 方程 
AX = B 的 解 半 ， 可 以 将 此 方程 写成 分 块 形式 


Ql 02 ”Qin 下 1 妞 ; 
Qa G2 … azn | 天 2 B, (4.3.5) 
Qnl Qn2 机 Qnn 十 B, 


其 中 Bi,B,,…,B。 分 别 是 B 的 各 行 ， 下 ,和 ,下 分 别 是 站 的 各 行将 X;， 
Bi (1< isgn) 都 暂时 看 作 数 ,将 (4.3.5) 当 作 n 元 一 次 方程 组 来 解 . 用 “ 增 广 


和 矩阵” 
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a aa … a Bi 

一 al ca2 … an B, 

A = , (4.3.6) 
Qnl Qn2 机 Qnn B, 


来 代表 方程 组 (4.3.5). 由 于 14 | 关 0， 一 定 可 以 将 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 
变 成 单位 阵 . 因此 可 以 将 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 ， 使 左边 的 n 列 变 成 n 阶 
单位 阵 ，4 变 为 


1 0 : 0 DD, 
0 1 … 0 DD, 
. 。 。 ， (4.3.7) 
0 0 1 DD, 
就 得 到 唯一 解 
下 1 Di 
区- 在 2 _ 了 2 
久 ， D, 


注意 (4.3.6) 中 的 矩阵 4 实际 上 就 是 以 4，B 为 块 组 成 的 n x (n+ m) 算 
阵 (4,B). 以 上 算法 实际 上 就 是 将 这 个 矩阵 (4 ,B) 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 
成 (1,DD) 的 形式 ， 则 对 = DD 就 是 所 求 的 解 . 

算法 4.3.1 已 知 4E1"**，|4A|z0，BE "rx" 求 矩 阵 大 GE Fr"*" 满 足 
条 件 

AX=B 

可 以 采用 以 下 算法 : 

以 和 4，B 为 块 组 成 nx (n+ m) 和 矩阵 (A4,B). 将 (4 ,B) 经 过 一 系列 初等 行 
变换 化 为 (1,DD) 的 形式 ， 则 字 = D 是 方程 4 = B 的 唯一 解 . 

特别 ， 将 n x 2n 和 矩阵 (4 ,7) 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 (1, DD ) 的 形式 ， 
则 D=4-!. 

算法 4.3.1 正 确 性 的 证 阴 

当 4 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 成 单位 阵 时 ，B 经 过 同样 的 初等 行 变换 变 
成 D，B 的 各 列 B1,…,p, 经 过 同样 的 初等 行 变换 分 别 变 成 DD 的 各 列 61,…， 
6 ， 由 4 添加 一 列 记得 到 的 矩阵 ( 4 , p;) 经 过 同样 的 初等 行 变换 变 成 (1, 6,). 
而 (4 ,8B) 就 是 方程 组 4X, = 的 增 广 和 矩阵 ，( 4 ,p) 一 (7,6;) 说 明 方程 组 4 总 = 
Bi 的 唯一 解 是 了 = 6;,，46;=P 对 1<js<m 成立. 因而 
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A(61,6,,.%…,6,)= (P,PB,,… ,Pp,) 
成 立 ， 也 就 是 4D = B 成 立 ， 针 =D 是 A=B 的 唯一 解 . 
例 1 求 方 阵 4 的 逆 ， 


a 了 
(1) | ,| 其 中 ad - be zz0. 


1 1 … 1 
(2) 4 = 
0 0 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
(3) mm 阶 方 阵 4=|1 1 0 1 
1 1 1 0 
-1 1 x 1 d -6b 
解 (1) 4 =T4T4 -了 | e al 
(2) 解法 1 
1 1 1 1 0 
0 1 1 0 
0 0 1 0 0 
1 0 1 
-i)+(i-1), i=2,3,.…,n 0 1 0 0 
0 0 1 0 
1 -1 
1 
A-!1= 


解法 2 记 


口 
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则 WN"*=0， A=I+N+N’ ++N"-!. 由 


(IT-N)A=(I-N)(I+N+N+ + ')=1-N=1 


知 
1 -1 
4-1=7-AN= | 
-1 
1 
(3) 解法 1 
0 1 1 1 1 0 0 0 
1 0 1 1 0 1 0 0 
1 1 0 0 0 1 
1 0 
1 1 1 0 0 0 0 1 
n-l n-l n-l n-1 1 1 1 
1 0 1 1 0 1 0 0 
其 余 各 行 加 到 第 1 行 1 1 0 … : 0 0 1 
1 0 
1 1 1 0 0 0 0 
I 
1 0 1 1 0 1 0 0 
第 1 行 乘 -二 
1 1 0 1 0 0 1 0 
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1 1 1 1 
1 1 1 于 一 1 n-l n-l n-l 
1 n-2 1 1 
-1 0 0 ~ n-l n-l nn-l ~n-l 
站 要 第 T 生 0 1 1! 1 n-2 ~ 1 
~n-l nl n-l n-l 
0 
1 1 1 n-2 
0 0 -1 -7 nn-l n-l n-l 
n-2 1 1 1 
1 0 0 0 ~n-l n-l nl n-l 
1 n~-2 1 1 
其 余 各行 | 0 工 0 0 Tri 7 四 
加 到 第 1 行 1 1 2 1 
然后 第 2 0 0 1 0 一 
至 n 行 乘 -1 n-l n~l n-l n~l 
1 1 1 n—-2 
0 0 0 1 n-l n-l nl n-l 
因此 ， 
_n-2 1 1 1 
n-l n~-l n-l n-l 
1 _n-2 1 1 
n-l n-l n~-l 于 一 | 
4 -1= 1 1 n-2 1 
n-l nl n~-l n-l 
1 1 1 _n-2 
n-l n-l n-l n-l 
解法 2 令 
1 1 1 
1 1 1 
N=A+t+I= 
| 1 1 1 
则 NN?=nN，A = -7+N. 对 任意 常数 和 ， 有 
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(T+N)(-T+AN)=I- (A+IN+AN’ 
=T-(A+l)N+AnN=I+(m-A-lN 
选取 使 内 -4-1=0, 则 (-I+N)(-I+AN)=1. 


M4-1l=0%(n- 1D)A=194=— 


因此 ， 
A-i=-1+ 1 N 
n-l 
1 1 1 
n-l nn-l n-l 
1 
1 1 1 
=| 7m=-1 n-l 有 -1 |- 1 
: 1 
1 1 1 
nl n-l n-l 
n-2 1 1 
n-l n-l n-l 
1 _n-2 1 
二 n-l n~-l n-l 口 
1 1 .. _n-2 
n-l n-l n-l 
2 5 4 -1 
例 2 4= ,B= ， 求 对 ,了 使 4X=B,， YA4=8B. 
1 3 2 1 
1 3 -5 
法 1 4-!=- 一 4* = . 
解 ; 14| -1 2 
= A-1B 3 -SI4 -1 2 -8 
J[-1 22 1) lo 3 
_1 4 -1 3 -5 13 -22 
Y= BA 二 二 
2 工作 =1 2 5 -8 
解法 2 


2Dr®D | .32 1 -10) [1 0 2 -8 
lo -10 2-30 10 3 
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2 -8 
0 3 


方程 YA4 = B 两 边 转 置 ， 化 为 4TY7 = B' 来 解 . 
2 1 4 2 
5 3 -1 1 >| 0 -11 -4 
2 
2 0 26 10 

-2(2)+(1) 1 于 (0D，2 (2) 1 0 13 5 

0 py 一 1| - 4 | 一 一 一 >~|0 1 -22 -8 

13 5 13 ~22 
因此 YT7= ， 了 = . 
-22 -8 5 -8 


例 2 的 解法 2 适用 于 解 一 般 的 矩阵 方程 4 人 = B，Y4 = B， 其 中 4 是 可 道 
方 阵 . 注意 Y4 = B 可 以 经 过 转 置 化 为 BTYT = BT 的 形式 ， 用 解 4X¥= B 的 方 


A 1 
法 来 解 . 各 林寺 插 和 了 | 人 | 和 过 和 等 检 化 到 | 的 形式， 则 其 中 的 


D = B4 是 所 求 的 解 . 
4. 可 逆 和 矩阵 的 性 质 
性 质 1 4 可 道 二 4 的 道 4-! 也 可 逆 , 目 (4 -1)-1=4. 
性 质 2 n 阶 方 阵 4，B 可 逆 寺 它们 的 乘积 4B 可 道 ,， 且 (4B)-!= 
五 -14 -1. 
一 般 地 ， 如 果 41,4，,… ,4; 可 道 ， 则 它们 的 乘积 414，… 4; 可逆， 且 
(A1A,%…A1) 1! = Ail"A7'AT! 
注意 我 们 以 前 学 过 的 数 的 乘积 的 逆 的 公式 是 (ab)-!= a-165-!1. 但 是 ， 
将 ob 与 -0 相 乘 得 到 aba-'b5-!， 其 中 a 与 a-! 之 间 相隔 65， 4 与 5-! 之 间 
相隔 a-'， 都 不 能 直接 相 乘 得 到 1. 幸好 数 的 乘法 满足 交换 律 ，a 才能 够 先 与 
4 交换 顺序 再 与 c : 相 乘 : 
ab'a-ib-i=baa lb l= 6b1b-1=1 
而 交换 律 对 和 矩阵 乘法 不 成 立 ,因此 48 .4-1!8-: 不 一 定 等 于 单位 阵 ， 
-1'B-! 不 一 定 是 48B 的 逆 . 而 
AB'.B-'A-!'= AIA4-'=1, B-14-1.A4B=B-!'IB-'1=I 
当 4Bz BA 时 也 能 成 立 ， 因 此 (4B)-1!=B-14-!. 
在 生活 中 也 有 这 样 的 例子 . 例如 ， 用 4 表示 穿 袜子 ， 表示 穿 鞋 ， 则 
4 表示 脱 福子 ，B-! 表 示 脱 鞋 . 在 穿 的 时 候 应 当先 穿 袜 后 穿 鞋 ， 顺 序 是 4B ， 
脱 的 顺序 就 应 当 反 过 来 : 先 脱 鞋 后 脱 福 ， 就 是 8B-!4-!1!， 这 也 是 (48)-!= 
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B-!14-1! 的 一 个 例子 . 根据 这 个 例子 ， 公 式 (48)-!= B-14 7! 也 称 为 穿 脱 原理 . 
性 质 3 设 0zAEF，A 可 道 ， 则 (44)-!=4-14 -1. 
性 质 4 设 4 可 道 ， 则 它 的 转 置 47 可逆 ,有 目 (4")-!= (41)7. 


A 
性 质 5 设 m 阶 方 阵 4 与 n 阶 方 阵 B 可 道 ， me 有 且 


吧 册 呈 间 


对 任意 数 域 fF 和 正 整 数 n, 将 严 *" 全 体 可 道 方 阵 组 成 的 集合 记 作 
GL (nm ,天 ).， 以 上 性 质 1，2 说 明 : Fr"*" 中 全 体 可 道 方 阵 组 成 的 集合 G 对 于 抢 阵 
的 乘法 运算 和 求 逆 运 算是 封闭 的 . 显然 ， 严 “中 单位 阵 天 也 可 道 ， 含 于 
GL (nmn ,天 ). 像 这 样 定义 了 一 个 满足 结合 律 的 乘法 、 具 有 单位 元 、 每 个 元 都 可 
逆 的 集合 称 为 群 (group). 因此 GL (n,F) 是 一 个 群 ， 称 为 一 般 线 性 群 (general 
linear group)， 对 于 GL (n ,已 ) 的 进一步 研究 是 代数 学 中 一 个 领域 一 一 典型 群 的 
内 容 . 

例 3 设 SEF™*",，AEp™*"m，BEJ"*"”,， 朋 A，B 可 道 . 


~ [1 sl_fro). i 
(1) 求证 : E :有 “| 并 求 它 们 的 逆 . 


{A Se 
(2) 求证 ; 1 ja 它 的 道 . 


证 明 (1) 注意 到 


ho 


对 任意 S1€ J"* "成立. 特别， 取 $1 = -5S 可 得 


| le he 


因此 


类 似 地 有 
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(2) 我 们 有 


-1 
4 Ss A-! 0 1 4-1S 
-1 一 上 
A Ss -1 -1 
O B 0 I O B-! 


0 B-! 
习 题 4.3 
1. 求 下 列 和 矩阵 的 道 矩 阵 : 
1 5 30 
0 0 -4 
0 .46 2 
os- 0 ,| (2) A= ; 
0091 
0 2 0 
000 1 
1 1 1 1 1 2 .4 8 
1 1 -1 -1 0 1 2 4 
(3) 4 = ; (4) 4 = . 
1 -1 1 -1 00 1 2 
1 -1 -1 1 0 001 
2. 设 4 是 方 阵 ，44 = 0 对 某 个 正 整 数 成 立 . 求证 下 列 方 阵 可 疼 ， 并 分 别 求 它们 
的 逆 、 
1 1 _ 
(1) 7-4; (2) I+A; (3) 7+4+ 末 4 人 + 全 + 1 . 


ax 外 已 知 4 -1，C- :存在 ， 求 Xi. 
C 0 
4. 求 下 式 中 的 矩阵 开 ; 


1 ~-2 0 1 -1 1 
7 3 4 5 
(1) X= ; (2) XI 2 1 31=|2 -3 1|， 
2 1 3 1 
0 2 1 3 -4 1 


5. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 证 明 : 若 4?=1, 且 Az1， 则 4 + 了 为 非 可 逆 和 矩阵 . 
6. 证 明 ; 
(1) 可 逆 对 称 方 阵 的 逆 仍 然 是 对 称 方 阵 . 
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(2) 可 逆反 对 称 方 阵 的 逆 仍 然 是 反对 称 方 阵 . 

7. 证 明 : 

(1) 上 三 角形 矩阵 可 道 的 充分 必要 条 件 是 它 的 对 角 元 全 不 为 零 . 

(2) 可 逆 上 三 角形 矩阵 的 逆 仍 然 是 上 三 角形 矩阵 . 

8. 设 4 表示 n 阶 方 阵 4 的 伴随 方 阵 . 证 明 : 

(1) (4) = 和 -14 对 任意 数 1 成立 ; 

(2) (4B)* = B* 4 "对 任意 同 阶 方 阵 4，B 成 立 ; 

(3) 当 n>2 时 , (4*)*=(det 4)"-?4; 当 n=2 时 , (4")”*=4. 

9. 设 方 阵 4 = (03) ,x sa€ 严 *" 的 行列 式 |4 | zx0，BE 严 *1， 则 线性 方程 组 4 = 及 有 唯 


一 解 = 4-1Bp， 利用 4-! 的 表达 式 4 -1= [AT4 证 明 Cramer 法 则 . 


8$4.4 初等 矩阵 与 初等 变换 


将 矩阵 4 = (ay) wx 与 刀 = (好 )sxp 相 乘 ， 可 以 将 矩阵 B 的 每 一 行 作为 一 
块 ， 写 成 分 块 形式 


Bi 个 
及 =| : 
B, 
4 的 每 个 元 作为 一 块 ， 进 行 分 块 运算 得 
al a2 ‘* Qn\(B all 及 + Cl 号 2 + + ainB, 
AB = oa “2 机 2 2 _ 0 (4.4.1) 
Qml Qm2 罗拉 Qimn B, aniB!i + am2B, 十 ”十 amnB, 


这 说 明 : 48B 的 每 一 行 都 是 B 的 行 的 线性 组 合 ， 组 合 系数 由 4 的 相应 的 行 
提供 . 

我 们 在 利用 矩阵 消 元 法 解 线性 方程 组 的 时 候 ， 以 及 在 计算 行列 式 的 时 候 ， 
大 量 用 到 矩阵 的 如 下 三 类 初等 行 变换 ; 

1. 将 某 两 行 互 换 位 置 . 

2. 用 正中 某 个 非 零 的 数 乘 以 某 行 . 

3. 将 某 行 的 若干 倍加 到 另 一 行 上 . 

经 过 初等 行 变换 Br B| 后 的 矩阵 召 ; 的 行 都 是 变换 前 的 矩阵 B 的 行 的 线 
性 组 合 ， 由 (4.4.1) 知 道 ， 从 B 到 Bl 的 变换 可 以 通过 在 B 的 左边 乘 以 适当 的 
和 矩阵 4 来 实现 : 

Br> B= AB 
例 1 设计 适当 的 4， 分 别 满足 下 面 的 条 件 : 
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(1) 将 B 的 前 两 行 互 换 得 到 4B; 

(2) 将 召 的 第 1 行 乘 1 得 到 A4B; 

(3) 将 B 的 第 1 行 的 4 倍加 到 第 2 行 得 到 4B. 
解法 1 设 B 的 各 行 依次 为 B),B,,…,B,. 

(1) AB 的 各 行 依 次 为 B,, Bl,B3,…,B,. 由 于 
B,=0B.+1B,+0B;+'…… +0B,, B!=1B!'+0B,+0B,+.… +0B, 
B;=0Bi+*… +0B, 1+1B,+0B;,,1+…+0B, (V3<is<n) 

取 4 的 前 两 行为 (0,1,0,… ,0)，(1,0,0,… ,0)， 其 余 各 行 依次 为 e3,… , e， 
(e; 为 第 i 分 量 为 其余 分 量 为 0 的 数组 向 量 ) ， 则 


0 1 
1 0 
4 = 1 
1 
符合 要 求 . 
(2) 4 的 各 行 依次 为 4B1,B,,…,B,. 因此 
A 
A= 1 
1 
符合 要 求 . 


(3) 4B 的 各 行 依 次 为 B1 ,AB + B,,B;,…,B,. 因此 


符合 要 求 . 
解法 2 (1) 对 所 有 的 B， 将 B 的 前 两 行 互 换 都 得 到 4B. 特别 ， 取 B= 了 
为 单位 阵 ， 将 了 的 前 两 行 互 换 得 到 AI = 4 ， 因 此 
1 0 0 


了 = 1 前 两 行 互 换 4 = 
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(2) 将 了 工 的 第 1 行 乘 1 得 到 47= 4: 


1 A 
T-| |! 第 1 行 乘 1 A - 1 
1 1 
(3) 将 了 工 的 第 1 行 的 4 倍加 到 第 2 行 得 到 4T= 4: 
1 1 
了- 1 第 1 行 的 第 4 倍加 到 第 2 行 4 -| 4 1 口 
1 1 


例 1 的 方法 和 结果 可 以 推广 到 一 般 的 初等 行 变换 . 
定义 4.4.1 如 下 方 阵 称 为 初等 方 阵 (elementary matrix) ; 
(1) 对 1<i<j<n， 将 nn 阶 单位 阵 1,) 的 第 i，j 两 行 互 换 得 到 的 方 阵 


Ti-1) 
0 1 第 i 行 
Pi = Tj-i-1) 
1 0 第 j 行 
Tn-j) 
(2) 对 1s<isn, Az0, 将 n 阶 单位 阵 1,) 的 第 i 行 乘 4 得 到 的 方 阵 
Ti-1) 
Di (4)= A 第 i 行 
Ton-i) 


(3) 对 1s<i, jg<n，ij，4z 关 0， 将 n 阶 单位 阵 ,,) 的 第 j 行 的 4 倍加 到 
第 i 得 到 的 方 阵 


Ti) 
] A 第 i 行 
Ty(4) = … 口 
1 第 j 行 
Tn-)) 


对 任意 i，j 记 EE; 为 第 (i, 门 元 为 1、 其 余 元 为 0 的 矩阵 ， 则 
(1) P=1T- Ei-E;t+kE+E:; 

(2) D(A)=1+(A-1)E,; 

(3) T,(24)=1+4E,. 
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定理 4.4.1 “对 和 矩阵 B 作 初 等 行 变换 ， 效 果 相 当 于 对 B 左 乘 相 应 的 初等 
方 阵 : 

(1) 将 B 的 第 i，j 行 互 换 ; Brm> PiB. 

(2) 将 如 的 第 ; 行 乘 1 关 0: Br> D,(4)B. 

(3) 将 B 的 第 j 行 的 A 倍加 到 第 i 行 : Br> 7T;(4)8B. 

由 于 初等 行 变换 对 应 于 初等 方 阵 ， 而 初等 行 变 换 的 逆 变 换 仍 是 初等 行 变 
换 . 由 此 可 以 想到 : 初等 方 阵 可 赣 ， 其 逆 方 阵 仍 是 初等 方 阵 . 

将 矩阵 B 的 第 i，j 两 行 互 换 得 到 B,， 再 将 B, 的 第 i，j 行 互 换 仍然 回 到 
B， 对 应 于 初等 方 阵 ， 就 有 P= 了， 可 见 Pj! = P;. 

将 矩阵 B 的 第 ; 行 乘 非 零 常数 1 得 到 B,， 再 将 B, 的 第 ; 行 乘 人 :仍然 回 
到 B， 对 应 地 有 D; (4) = Pi (4 )， 

将 矩阵 B 的 第 7 行 的 4 倍加 到 第 i 行 得 到 B,， 表 将 召 ; 的 第 j 行 的 -4 售 
加 到 第 i 行 仍然 回 到 B. 对 应 地 有 Ty(4)- = Ty( -24). 

现在 考虑 将 p x m 矩阵 B 右 乘 m x n 矩阵 4 得 到 的 Bh 与 B 的 关系 . 将 B 
的 每 一 列 作为 一 块 ， 写 成 分 块 形式 


B= (Bi,… ,Bn ) 
4 = (ay)mxs 的 每 个 元 作为 一 块 ， 将 B 右 乘 4， 得 
Q11 CI2 Qln 
CQ21 C22 “””” CQ2n 
BA = (pi,… ,bp,) 
Qmi m2 i Gmn 
= (Pian+ Bran t+ + Branis ,Piars +t Baz, + + Ba ) 


这 说 明 : B4 的 每 一 列 都 是 B 的 列 的 线性 组 合 ， 组 合 系数 由 4 的 相应 的 
列 提供 . | 

由 此 可 见 ， 对 和 矩阵 B 作 初 等 列 变换 ， 可 以 通过 对 B 右 乘 适当 的 矩阵 己 来 
实现 . 对 单位 阵 了 进行 同样 的 初等 变换 ， 就 得 到 IP = P. 值得 注意 的 是 : 对 
单位 阵 了 进行 初等 列 变换 得 到 的 矩阵 ， 都 能 由 了 通过 适当 的 行 变换 得 到 ， 因 而 
仍 是 定义 4.4.1 中 所 定义 的 那些 初等 方 阵 . 

定理 4.4.2 (1) 对 1<i<jsgn,， 将 nn 阶 单位 阵 的 第 i，j 两 列 互 换 得 到 
初等 方 阵 P;. 将 任 一 p x n 矩阵 B 的 第 i，j 两 列 互 换 ， 得 到 的 矩阵 是 BP;. 

(2) 对 1<isgn 和 Xz0, 将 n 阶 单位 阵 的 第 i 列 乘 4 得 到 初等 方 阵 D, (4). 
将 任 一 p x n 矩阵 B 的 第 i 列 乘 1， 得 到 的 矩阵 是 BD; (4). 
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(3) 对 1<i,，j<n，izj 和 和 z0, 将 nn 阶 单位 阵 的 第 i 列 的 4 倍加 到 第 j 列 
得 到 初等 方 阵 Tj (4). 将 任 一 p x n 矩阵 B 的 第 i 列 的 4 倍加 到 第 j 列 得 到 
BT, (A). 

在 第 一 章 用 矩阵 消 元 法 解 线性 方程 组 的 时 候 ， 我 们 知道 : 对 任 一 矩阵 4 
作 初 等 行 变换 ， 可 以 将 4 化 为 阶梯 形 . 如 果 同 时 使 用 初等 行 变 换 和 初等 列 变 
换 ， 可 以 将 任 一 矩阵 4 化 到 更 简单 的 形式 . 而 对 4 进行 初等 行 变换 和 初等 列 
变换 ， 相 当 于 对 4 左 乘 和 右 乘 一 系列 初等 方 阵 . 

定理 4.4.3 ”任意 的 m xn 矩阵 4 都 可 以 通过 有 限 次 初等 行 变换 和 初等 列 


变换 化 为 
I 
区 2 (4.4.2) 
© 0 
其 中 r=rank 4. 


证 明 如 果 4 = 0O， 则 4 已 经 是 所 需 的 形状 . 

设 4 =(aj)nxnzO， 其 中 必 有 某 个 元 or 关 0. 如 果 gl =0， 当 1 时 将 
4 的 第 1 行 与 第 上行 互 换 ， 可 以 将 非 零 元 ou 换 到 第 1 行 ; 如 果 1z1， 再 将 第 
1 列 和 第 1 列 互 换 ， 将 非 零 元 换 到 第 (1,1) 位 置 . 经 过 这 样 的 初等 行 变换 和 初 
等 列 变换 ， 一 定 可 以 将 和 4=(ay)nx。 化 为 B=(6;)mxn， 使 b11 x0. 

对 2<i<m，2<jJs<n， 将 如 =( 号 )wxn 的 第 1 行 的 -50 倍加 到 第 ; 
行 , 第 1 列 的 -bn'by 倍 加 到 第 j 列 ,可 以 将 B 中 第 2 至 m 行 的 第 1 列 元 化 为 
0， 第 2 至 第 n 列 的 第 1 行 元 化 为 0. 再 将 第 1 行 乘 65711 可 以 将 第 (1,1) 元 化 为 
1. 这 样 就 将 B 化 成 了 如 下 形式 的 矩阵 


和 


其 中 4, 是 (m 一 1) x (n -1) 算 了 泗 ， 如 果 4| = 0O， 则 C 已 经 是 所 需 形 状 . 
设 4: 关 O， 重 复 以 上 步 又， 对 4 作 初 等 行 变换 和 初等 列 变 换 可 以 将 4; 


化 为 
1 
42 


的 形状 ， 其 中 4, 是 (m -2) x (n -2) 和 矩阵 . 这 也 就 是 对 C 的 第 2 至 m 行 作 初 
等 行 变 换 ， 对 C 的 第 2 至 第 n 列 作 初等 列 变换 ,将 C 进一步 化 为 
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1 
1 
42 


重复 这 个 过 程 ， 最 后 可 以 得 到 形 如 (4.4.2) 的 矩阵 


1, 0O 
[| 
这 个 矩阵 的 > 个 非 零 行 线性 无 关 ， 组 成 行 向 量 集合 的 极 大 线性 无 关 组 ， 因 此 秩 
为 r+. 而 对 和 矩阵 进行 初等 行 变换 和 初等 列 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 因 此 4 的 秩 也 
是 r. 也 就 是 说 +r = rank 4 . 
推论 4.4.1 对 任意 m x n 矩阵 和 4， 用 一 系列 的 m 阶 初等 方 阵 Pi，, P,,…， 


P, 左 乘 4， 以 及 一 系列 初等 方 阵 Q1, 0Q,,…, 0, 右 乘 4 ? 将 4 化 为 


I 0 
| 
其 中 r=rank 4. 存在 m 阶 可 北方 了 泗 P 和 nn 阶 可 逆 方 阵 Q 使 P4Q 具有 上 述 
形式 . 

证 明 根据 定理 4.4.3，4 可 以 通过 有 限 次 初等 行 变换 和 有 限 次 列 变换 化 
为 所 说 形状 . 而 每 次 初等 行 变换 可 以 通过 左 乘 某 个 初等 方 阵 来 实现 ， 每 次 初等 
列 变换 可 以 通过 右 乘 某 个 初等 方 阵 来 实现 . 因此 4 可 以 左 乘 有 限 个 初等 方 阵 
Pi1,P,,… , P, 和 右 乘 有 限 个 初等 方 阵 0 ,0 …，,@, 化 为 所 说 形状 : 


Tl, 0O 
P.… P,P 4AQ10,.… 0, = 0 0 


令 P=PpPP， CQ=0O…Q， 则 


P，Q 都 是 初等 方 阵 的 乘积 ， 初 等 方 阵 都 是 可 逆 方 阵 ， 而 可 逆 方 阵 的 乘积 仍 是 
可 北方 阵 ， 因 此 P，Q 是 可 道 方 阵 ， 口 

推论 4.4.2 ”如 果 4 是 可 逆 方 阵 ， 则 4 可 以 表示 为 若干 个 初等 方 阵 的 
乘积 . 


I, 0 
证 明 由 于 A 可 逆 ，rank 4 = n， 定 理 4.4.3 + 说 的 了 有 
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能 是 n 阶 单位 方 阵 I,)， 由 定理 4.4.3 知道 ，4 可 以 左 乘 一 系列 初等 方 阵 忆 ， 
P,,… , P,， 右 乘 一 系列 初等 方 阵 Qi,Q,,… ,QO, ， 化 为 I，,): 
P,… PPAQ.0,.…0Q,.=1 
从 而 
A= Pi Pi P,Q O07;!'Q7! 

由 于 初等 方 阵 P| , P,,…, 了,, 01, Q;，,… ,0, 的 道 仍 是 初等 方 阵 ， 上 式 表 明 4 是 
初等 方 阵 的 乘积 .。 口 

推论 4.4.3 可逆 方 阵 4 可 以 经 过 有 限 次 初等 行 变换 化 为 单位 阵 . 

证 明 4 是 有 限 个 初等 方 阵 P,P,,… ,PP, 的 乘积 ; 

4 = PP,…P, 


从 而 
PPyLPTrI4 = 了 
Pr', Pi;',…,P;! 都 是 初等 方 阵 ， 将 它们 依次 左 乘 4， 最 后 得 到 单位 阵 了， 其 
效果 相当 于 对 4 进行 一 系列 初等 行 变换 之 后 得 到 1 了. 
例 2 设 4E 88"r*"，BE rx*"m， 如 果 以 A4，B 为 块 组 成 的 nx (n+ m) 和 矩阵 
(4 ,B) 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 成 (1, 际 ) 的 形式 ， 则 其 中 的 块 著 = 4 1B. 
证 明 和 矩阵 的 每 个 初等 行 变换 可 以 通过 左 乘 一 个 初等 方 阵 来 实现 . 
(4 ,B) 通 过 一 系列 初等 行 变换 变 成 (I, 对)， 也 就 是 左 乘 一 系列 初等 方 阵 P|， 
P,,… ,PP, 变 成 (了 ,大 ) : 


已 …P2P (A,B)= (1,X) 
记 P = P,PPi. 则 P(A,B)= (1,X), BT(PA, PB) = (1,X), PA = 
1, PB=XX. 
由 PA=T 知 P=4"'. 从 而 X=PB=A- 1B. 口 
例 2 的 结论 在 8 4.3 中 已 经 证 明 过 ， 这 里 通过 初等 变换 和 初等 方 阵 的 关系 
另外 给 了 一 个 证 明 . 初等 变换 与 初等 方 阵 的 对 应 关系 也 可 以 应 用 于 分 块 矩阵 . 
例如 ， 将 分 块 矩阵 
:| 2 
C 


看 作 两 “ 行 ”两 “ 列 ”的 方 阵 . (这 里 对 行 、 列 加 引号 是 因为 它们 并 不 只 是 一 行 
和 一 列 ,而 可 能 由 若干 行 组 成 或 若干 列 组 成 .) 如 果 4 是 可 逆 方 阵 ， 则 可 以 将 第 
一 “ 行 ” 左 乘 - C4 :加 到 第 二 行 消去 C， 再 将 第 一 “ 列 ” 右 乘 -4-:!8 加 到 
第 二 “ 列 ”， 得 到 
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A 8B A B A 0 
cD O D-cA-!'B O D-CA-'B 
| 得 到 “初等 方 阵 ” 


I O -4-1B 
-C4-L 了 | 
这 


于 是 所 说 的 行 变 换 和 列 变 换 就 可 以 通过 左 乘 和 右 乘 
实现 : 


两 个 “初等 方 阵 ” 来 


Ca she oh "0 
加 = (4.4.3) 
-CA Illc Dilo I 0 D-CA-'B 


等 式 (4.4.3) 称 为 Schur 公式 . 
2 
S= 
CD 


例 3 设 
其 中 4，D 是 方 了 泗 ， 且 4 可 逆 . 求 5S 可逆 的 条 件 ， 并 在 此 条 件 满足 时 求 $1. 


都 是 可 逆 方 阵 . 因此 ， 


A 
S | 


yp Qa- CA -1B 可 道 . 


由 (4.4.3) 得 


因此 
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-1 I -4-: 有 14 O 7 O 
“lo I 0 (D-CA-'B)-')l-c4A-! 1 


A-i+rA-'B(D- CA iB)-ICA.! -A-'B(D-C4-1B)-! 
-(D- CA-iB)-iCA-! (D-CA-'B)-! 


习 题 4.4 


1,, B 
1. 证 明 : 只 用 初等 行 变换 和 将 某 两 列 对 换 ， 人 和 隆 4 化 为 2 | 


式 ， 其 中 r=rank 4. 


1 0 0 1 1 §s 1 0 
2. oo 上 jo 由 Janszwemm 
0 4-7! -1 0 0 1 s 1 


8 1 
(2) 证 明 ; 行列 式 等 于 1 的 2 阶 方 阵 4 | ja 


1 0 
0 1 5 1 


james 
的 乘积 . 

3. 设 A 是 n 阶 可 北方 阵 ， I 是 n 阶 单位 了 泗 ，B 是 nxm 矩阵， 利用 初等 矩阵 与 初等 变 
换 的 关系 ， 证明: 

(1) 将 nx2n 答 阵 (4 门 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 (T 义 ) 的 形式 ， 则 钱 = 4-1. 

(2) 将 mx(n+ 严 ) 矩 阵 (4 ”8B) 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 (I 瑟 ) 的 形式 ， 则 下 = 
A-'B. 

4. (1) 设 忆 是” 阶 初 等 方 阵 ，4 是 nn 阶 方 阵 , 求证 : | Pa|= |PI4|，|4P|= 
141P|. 


1, 0 


| ja-e 的 形式 使 其 中 P., 


[> | le:1@ | 
人 [#4 


(3) 根据 (1)，(2) 的 结论 ,证 明 : | 4B| = |4| |B8| 对 任意 n 阶 方 阵 4，B 成 立 . 


0 0 


Q (1<ist,1<j<:) 都 是 初等 方 阵 . 求证 : | 4| = | P|…|P,| 


a 


b 0 
| ,| 求 2 阶 初等 方 阵 P， ete mo twa) 中 
1 


C 


A 8B 
6. 设 A4，B,，C，DE rx** 且 A 可逆. 求 2n 阶 可 道 方 阵 P， or ¢ hp 具有 形 


4 0 
| } 其 中 D, 是 某 个 n 阶 方 阵 . 
0 DD, 
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$4.5 矩阵 乘法 与 行列 式 


1. 同 阶 方 阵 乘积 的 行列 式 

设 B 是 n 阶 方 阵 ，P 是 n 阶 初等 方 阵 . 则 B 通过 适当 的 初等 行 变换 变 到 
PB , 行列 式 |B| 乘 上 了 适当 的 倍数 jy 变 成 |PB | . 我 们 来 研究 这 个 倍数 与 P 

(1) P= P;， 此 人 时 的 初等 行 变换 B-> P;B8 是 将 B 的 第 i，j 两 行 互 换 ， 因 
此 |PjB|=-18|=(-1)|8|. 然而 P; 是 由 单位 阵 7 的 两 行 互 换 得 来 的 ， 因 
此 |Pjy| = -17|=-1, 可 见 | PjB|= |P;,|lB|. 

(2) P= D; (4). 初等 行 变 换 B 一 D, (4)B 是 将 B 的 第 i 行 乘 *+4， 因 此 
1D; (4)B|=4181. 由 7 经 过 同样 的 初等 变换 得 到 DD; (4)，| D, (4)|=4， 
因此 |D; (X43)B8| =|D, (4)1|B|i. 

(3) P= Tj(4). 将 B 的 第 j 行 的 4 倍加 到 第 i 行 得 到 Tj(43)B, | T(24)B| 
= | B|. 了 经 过 同样 的 初等 行 变换 得 到 T;(X4)，| Ty(4)| =1， 因 此 | 7(43)B|= 
17;(2))B|. 

因此 ， 我 们 有 

引 理 4.5.1 设 P 是 n 阶 初 等 方 阵 ，B 是 n 阶 方 阵 ， 则 

IPB|=|1P|:.|B|. 

很 自然 想到 : 是 否 对 任意 的 n 阶 方 阵 4，B 都 有 14B|=|141:1B1? 

4 可 以 写成 


A=P.,.…P,PlA00Q10,… 0, 
的 形式 ， 其 中 P,P,,… ,PP, 9 Q1, 0Q,,…, 0, 是 初等 方 阵 ， 


A T,) 
O(n-r) 


当 r=n 时 ， ho=T6)， 此 时 40B=B，| ho| =1，| 40B| = |401|B| 成 立 . 
当 r<n 时 ，| 40o| =0, 而 40B 的 最 后 n-r 行 为 0, |40B| =0, |40B|= 
| hol| B | 仍 成 立 . 
因此 ， 我 们 有 
[4B|= | P,… P,PA0Q10,.… QB | 
= |P.|*|P,_1% P,P,A0Q102.… QB| =… 
= |P.|…|P,)| P|:|A4o60Q0,.… QB | 
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= |P.|:…|P,|| Pl Aol:| QQ QB|=… 
=|P,|:…|P,||Pil|Aoll Qi 821:… | ,1B | (4.5.1) 
等 式 (4.5.1) 对 B = 了 也 成 立 , 在 (4.5.1) 中 取 B= 了 得 
141=|1P.|:…|P2l|PillAol 0 021…| ,| 
代入 (4.5.1) 得 
14B81=|14|1:1B| (4.5.2) 


由 此 得 到 
引 理 4.5.2 同 阶 方 阵 4 ，B 的 乘积 的 行列 式 等 于 它们 的 行列 式 的 乘积 : 
14B1= 141:18| 

例 1 利用 方 阵 乘积 的 行列 式 公式 证 明 : 

(1) 设 4， 怠 是 同 阶 方 阵 ， 则 14B|= |1B4|. 

(2) 方 阵 4 可 闭 一 |41|z 关 0. 

(3) 设 4 是 可 逆 方 阵 ， 则 14 -= 1417 

证 明 (1) |14B|=|14|8|=|1B||4|=|BA|. 

( 注 : 交 换 律 对 和 矩阵 乘法 不 成 立 , 4B 不 一 定 等 于 B4 .但 行列 式 |4| ,| 互 | 是 
数 , 数 的 乘法 一 定 可 交换 ,| 41B| = |1B141.) 

(2) n 阶 方 阵 4 可 逆 志 存在 n 阶 方 阵 下 使 4B = 了 

=>|1A4IB|=|14B|=|1|=1=|4|z0. 
(3) 141471|=1447'|=|I|=1=|14-'|=|14|-’'. 口 


例 2 求 n 阶 行 列 式 


1 cos 0 cos20, :* cos(n-1)0 
和 1 cos 0 cos20, … cos(n-1)0, 
1 cos 0O， cos20，… cos(n -1)0， 


证 明 首先 ， 我 们 证 明 : 对 任意 正 整 数 mm，eos mg 可 以 写成 cos 6 的 m 次 
多 项 式 ， 也 就 是 存在 m 次 多 项 式 f,(x) = anx”"+… 使 cos m9 = (ecos 0)， 并 且 
f(x) 的 最 高 次 项 系数 a,, = 2 1. : 

对 m 用 数学 归纳 法 . 当 m= 1 时 取 fi(x)=%; 当 m=2 时 根据 cos 20 = 
2cos20 -1 取 f(x)=2x?-1， 则 f(x)，f(x) 符 合 要 求 . 

设 m 宇 3， 且 对 1<k< m 都 已 存在 满足 条 件 的 多 项 式 f(x)， 则 由 

cos mg + cos(m -2)0=2cos(m -1)0cos 0 
得 cos mg =2cos(m—1)0cos 0 -cos( 严 -2)0 
=2f,_1(cos 0)cos 6- f,_2(c0s 0)=f,(cos 0)， 
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其 中 (xz)=2 x) x+ fa ax) =2(2" 7m Tr) + 
是 m 次 多 项 式 ， 且 最 高 次 项 系数 为 2"-!. 
由 数学 归纳 法 原理 知道 对 所 有 的 正 整 数 m 都 存在 符合 要 求 的 f(x). 


将 cos 10; = fi(cos 9)(1<ksn-1,1gisgn) 代 人 原 行列 式 ， 得 : 


1 cos 0 2cos20 -1 … 2-?0c08"- 10 +: 
和 1 cos 0 2cos20 -1 … 2n-2cos? 10) + 
1 cos 0， 2cos20 -1 … ， 22-2cos" 10 + 
1 -1 共 
1 cos 0 cos20， … cos" -10) 0 
1 0 
1 eos 0, cos0, … cos"-10, 
1 cosO, cos20， -* cos" 10, 2 -2 
CD(n-2) 
=2 2 11 (cos 0; - cos 0;) 
lasj<isn 
例 3 设 AE 818"*"m，BE jp"**, 求证 : 
17 -AB|=|1,,- BA| (4.5.3) 
证 明 
Tn) B 
17 -AB|= (4.5.4) 
OO 1,,-AB 
在 等 式 


Tr) OO |i) B To 0 Tn-BA B 
= (4.5.5) 
A TIT) 0 TI.)-ABN -A Ta 0 Tn) 


两 边 取 行列 式 ， 并 将 


Tm) 0 Tn) 0 
= =1 
4 AI) -4 I 
代入 ， 得 
Tn) B I ~BA B 
二 三 | 7- BA| 
0 Ty)— AB 0 T,) 


再 代 和 人 (4.5.4) 即 得 
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17o -AB|= |1,,- BA| 

本 题 第 一 步 (4.5.4) 类 似 于 $3.5 例 1 的 “加 边 ”. (4.5.4) 是 根据 初等 变换 

和 初等 方 阵 的 对 应 关系 想 出 来 的 . 将 (4.5.4) 右 边 的 行列 式 中 的 4， 号 都 看 作 
数 ，I 看 作 数 1， 则 对 这 个 “2 阶 ” 方 阵 可 以 进行 如 下 的 初等 变换 


1 B Es ”| 


O I-AB A I,, 


第 2 列 右 乘 - 4 加 到 第 1 列 We | 
一 一 | 0 


1 

行 变换 “第 1 行 左 乘 4 加 到 第 2 行 ” "moa 入 | ?jsa， 列 变换 
< 第 2 列 右 乘 -4 加 到 第 1 列 " ona ? en. 这 就 设计 出 了 等 
式 (4.5.5). 等 式 (4.5.5) 对 4，B, 是 数 的 情况 成 立 ， 对 它们 是 方 阵 的 情况 
也 成 立 ， 注 意 ， 于 进行 变 痪 震 要 用 和 只 | ?js 因此 所 作 的 行 变换 


是 将 (I B) 左 习 4 加 到 (QO 7T- 4B); 而 作 列 变换 需要 用 和 矩阵 右 乘 ， 因 此 所 
作 的 列 变换 需要 右 乘 - 4. 

例 3 所 证 明 的 等 式 (4.5.3) 可 以 作为 公式 来 计算 行列 式 . 特别 是 当 m=1 
时 ， 将 n 阶 行列 式 |7T - 48 化 为 工 阶 行列 式 |7w- B41， 即 1-B4， 可 以 
立即 算出 结果 . 

例 4 计算 行列 式 


1+ aibi aib>» aibs 的 aib, 
0281 1 + a2b» a2b3 机 azb, 
anbl anb2 anbs 轩 二 | 1 + CnD。 


A = 


QI1 


C1 
=1-(-b, ,bb)| i I=1+abt+ + ab, 


Cn 
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这 是 §3.5 例 1 中 41=… =4,=1 时 的 特殊 情况 . $3.5 用 加 边 和 初等 变 
换 来 解 ， 这 里 直接 利用 了 例 3 得 出 的 公式 . 例 3 中 证 明 公 式 (4.5.3) 的 方法 实 
质 上 与 $3.5 例 1 的 解法 相同 ， 

例 5 计算 n 阶 行列 式 


a? 1+alaz … l+ala, 
A = 1 + aa2 al a? 二 和 1 + 20 
1+anal 1+anay a2 
解 
1 al 
a 1 1 1 
An = | -Tt+ . 
: C1 4&2 Cn 
1 an 
1 Ql 
1 1 0. 1 1 a2 
=(-1)" | je . 
a1 02 ”Qnr : : 
1 a, 
1l-n 一 Da 
i=1 
=(-1)" ! 
-Za 1- 2 


-C0 [en (De) |. 0 
2. 乘积 为 方 阵 的 矩阵 乘积 的 行列 式 


对 任意 A4E rr"*"，BE f"*"*， 昌 然 4，B 不 一 定 是 方 阵 , 但 48B 是 nn 阶 
方 阵 ， 我 们 来 研究 它 的 行列 式 | 4B | 与 4，B 的 关系 . 


Bl 
设 A4=(aj),xm. 将 B 的 每 一 行 作 为 一 块 ， 写 成 分 块 形式 B=| : |. 则 
B,, 
Ql a12 am\f Bi 
21 022 G2m B, 


Qnl Qn2 “2 Cnm B. 
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aunBi+ aw2B2+'* + an 


a Bi+ a22 玉 2 + … 十 amB,, 
= | (4.5.6) 


an1B! 十 a B, 十 “十 anmB,, 
将 (4.5.6) 的 行列 式 的 第 1 行 拆 成 m 个 行 向 量 B,,B,,…,B。 的 线性 组 合 ， 从 而 
将 行列 式 拆 成 m 个 行列 式 的 线性 组 合 
B. 


六 


到 a BI + a2 8B 十 “… 十 QnmBn, 
> Qlj (4.5.7) 


an1 Bi + a By + + Con 下 


再 将 (4.5.7) 的 求 和 号 中 的 行列 式 的 第 2 行 拆 开 ， 再 将 第 3 行 拆 开 ，…， 再 将 
第 n 行 拆 开 ， 最 后 得 


14B| = > > a > a | 
, i 
i 
-之 (4.5.8) 
本 i 
B; 
为 了 叙述 方便 ， 以 下 将 (4.5.8) 的 求 和 号 中 的 行列 式 | ; | 看 作 它 的 各 行 
B 


B, ,…,B; 的 丽 数 ， 记 作 det ( B; ,…，B; )， 如 果 刻 , 广 ,…, 记 中 有 菜 两 个 相等 ， 
则 det (B; ,…,B; ) 中 有 两 行 相等 ， 其 值 为 0， 因此 ，(4.5.8) 的 求 和 号 中 只 剩 
下 万 , 关 ,六 两 两 不 相等 的 项 ， 它 们 取 自 1,2,…,m 等 m 个 不 同 的 数 . 

情况 1 n> m， 此 时 不 可 能 从 1,2,…,m 这 个 数 中 取出 n 个 不 同 的 记 ， 
访 ,… ,加 ，(4.5.8) 的 求 和 号 之) ”中 所 有 的 det (B,,…,B; ) 都 等 于 0， 从 


而 |4B|=0. 
情况 2 n=m， 此 时 ， 从 1,2,…,n 中 取出 的 n 个 不 同 的 站 , 训 ,…, 记 是 1， 
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2 ,Nn 的 一 个 排列 ( 方 疡 … 产 )， 这 样 ，(4.5.8) 就 成 为 
| 4B| = 一 > Qi Q27 oaw det (B; ,B; ,…,B, ) (4.5.9) 


了 
《7 ” 


每 个 排列 (jjo…j) 可 以 经 过 ; 次 对 换 变 成 标准 排列 (12…n)， 这 个 排列 所 
对 应 的 行列 式 det ( 羽 ，… 8 ) 的 入行 经过， 次 相应 的 对 换 秋 硫 标 准 师 序 Bi 
B,,….,.B, 排列 的 行列 式 det (BI,…,B,) = |B|. 每 经 过 一 次 两 行 对 换 改 变 一 
次 符号 ， 经过， 次 对 换 之 后 ，det ( B),…, B, ) 变 成 的 1B| 是 原来 值 的 
(-1) =(-1)"0w 和) 倍 ， 其 中 = (jj 训 … 记 ) 是 排列 (jj… 训 ) 的 逆序 数 ， 奇 偶 
性 与 * 相同. 可见 

det (B; ,BB,; ) = (- 1) ii) |B| . 
这 样 ，(4.5.9) 就 成 为 
| 4B | 一 > (- DO a Ga | B| ' 
i = 
- (之 ， (Da 1B|=|4|:|B| (4.5.10) 

这 就 焉 次 证 明了 定理 4.5.2 中 已 经 得 出 的 结论 . 

情况 3 n<m. 

设 将 方 , 疡 :六 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 得 到 的 m 个 数 是 ,hk,… ,名 ， 则 
lk<ho< < 记过 有 而 ( 方 疡 … 广 ) 是 和 的 一 个 排列 ， 我 们 将 它 进 


,|k kz 天 、 加 
一 步 记 为 ，|. 这样，(4.5.8) 就 成 为 
J 2 Jn 
| 4 至 | 三 > >， Qu aa2j aw det (B; ,* ,Bj ). (4.5.11) 
leh < < em 加 ， 
i YY jn 


将 排列 ( 广 产 … 广 ) 经 过 s 次 对 换 变 成 按 从 小 到 大 顺序 的 标准 排列 (三 名 … 大 )， 相 
应 地 ，det (及 ,…,B ) 的 各 行经 过 。 次 相应 的 对 换 变 成 det (了 ,…， Bi )， 因 此 
det (局 和 … ， B;)=(-1)° det (再 : “,B, ) 

k! ks 天， 
RD | ， sm 


1 万 
ki /2 so k, 
|4B| = > > | | 要 021 Qn 


1 和 人 < 人 < 
“ kl 
几 有 


" det (B. ,…, B: ), (4.5.12) 
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其 中 
k k os 大 
>, | 上 2 . 上 
a ] J 72 J 
就 是 依次 以 4 的 第 ,jz ,Ek, 列 为 各 列 的 n 阶 行列 式 . 
一 般 地 ， 对 任意 和 矩阵 4， 以 及 正 整 数 i < iy < < 五 和 六 < < < ?9 
我 们 将 4 的 第 ,is,… ,i 行 和 第 让 ,js,…,j, 列 交 又 位置 的 元 组 成 的 行列 式 称 


i 


为 4 的 一 个 上 阶 子 式 (minor) ， 记 作 | | 则 (4.5.12) 就 是 


1 2 Jn 


1 2 .1 hn Kl ko 
14B | = >， 4 Bl ， “ 
1 有 < jj Ok, 1 2 … nn 


这 样 就 得 到 了 
定理 4.5.3 (Binet-Cauchy 公式 ) 设 A4E "rm，BE pm*"*， 则 
(1) 当 n>m 时 ， |4B | =0; 
(2) 当 n=m 时 , | 4B|=|14|:1B|; 
(3) 当 n<m 时， 


1 2 .1 
|4B|= >， 4 pl .， 口 
lish < <hem ki ky “"? ke, 1 2 2 n 
推论 4.5.1 设 A4E "rm"，BE 1"*", 正 整数 ra<min {m,nil.lgii< 


scr<ign, lsji<jp< <jsn, 则 
i i 
(4B)| 
J 12 J 
i kl ka 2 Ok, 
= > 4 Bl, ， "| 
lgsk<h<"<hem ki k, 机 k, J1 J2 机 Jr 
证 明 记 A 的 各 行 依次 为 a, a,,…,0,,B 的 各 列 依次 为 B. , B,,… ,Pp,, 则 
AB 的 第 (i, 让 元 为 a;B， 因 此，4B 的 > 阶 子 式 
Qi 
计 


co j= cp, B, * BB) 
J 2 ” 泌 : " 


Qs 
; 
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记 


Qi 
Al= . 3 83 =(p Bb;, 的 B;) 
Qi 
将 | A1B | 用 Binet-Caucht 公式 展开 即 得 所 需 结 论 . 


定理 4.5.3 结论 (1) 的 另外 的 证 明 
证 法 2 当 n>m 时 , 将 4 右边 添上 n x(n -~ m) 零 矩阵 0 成 为 n 阶 方 阵 


B 
(4 0),，B 下 边 添 上 (n - m) x n 零 矩 阵 成 为 n mt 中 则 由 分 块 运算 知 


B 
(4 0) 0 =AB+0=4B 


B B 
14B|=detl(A4 0) 0 =det(A 0).det 0 =0x0=0 


证 法 3 ”4B 的 n 行 都 是 B 的 m 行 的 线性 组 合 ， 当 n> m 时 这 nn 个 线性 组 
合 一 定 线性 相关 .行列 式 4 的 各 行 线 性 相关 ， 行列 式 | 4B| =0. 

例 6 利用 行列 式 证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 对 任意 实数 ui ,六 (1 < i<n)， 
不 等 式 


(abit abyt + oba) < (at+a+ +as)(b?+ b+ + b>) 


=… = 字 ( 约 定 :如 果 有 某 个 六 = 0, 则 认为 mw = 0 符 


因而 


a 


等 号 成 立 当 且 仅 当 一 = 


1 
bi 
合 要 求 .) 
证 明 取 2xn 答 阵 


G2 
02 


考虑 行列 式 | 44'|. 
一 方面 ， 


> Dap, i i 
144’|= | = (Be) (D8)- (Dot) (4.5.13) 


之 ai 之 于 
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另 一 方面 ， 由 Binet-Cauchy 公式 ， 


144’|= 2 4 4 


= >， > 0 (4.5.14) 


即 
( 宇 ww) < (总 二 (总 加 
i=1 i= i=1 
如 所 和 欲 证 . 
等 号 成 立 当 且 仅 当 
Qk Qk, 0 QE, 
AA’'= =0O =0， yl<h< ken 
igk <hesn br be, br bi 
Ok Ok, Ql1 2 _ Qn 
b 5b > Vi<sh<hsnei -7 bb, 口 
习 题 4.5 


1. 设 4 是 nm 阶 可 北方 阵 ，w= (al,as,…,as) ， 证明 . 
det(4-ocxI)=(1-ar4d-ia) det(4) 

2. 设 B= (6b,b2,…,b,) ,其 中 bz0 (i=1,2,…,n)，4 = diag (b1,5,,…,b,)， 求 
det (A - 78). 

3. 举 出 矩阵 4，B 使 det (48)z#det(B4)， 满足 此 条 件 的 4,B 是 否 可 能 是 方 阵 ? 为 
什么 ? 

4. 设 AE 8"*"m，BE Fm*". 求证 ; 多 项 式 4"|41,)- 4B|=4"|41(,)- BA|. 

5. 求 行列 式 : 

(aot bo)” (aotb)” (ao+ b,)" sin 0 sin20! '* sin m9 


(atbo)” (Catbi)” 2 (altb,)” sin 0 sin20, … sin nO, 


(1) ; (2) 


(ast+bo)” (ast+b)” 7 (as+ b,)" sin 0, sin 20，… sin ng, 
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$4.6 秩 与 相抵 


在 第 2 章 中 我 们 定义 了 向 量 组 的 秩 ， 定 义 了 和 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 ， 知 道 矩 阵 
的 行 秩 与 列 秩 相等 ， 并 且 在 初等 变换 下 保持 不 变 . 

和 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 与 行列 式 有 密切 关系 . 

例如 ， 对 任意 n 阶 方 阵 4， 行列 式 |4 | 关 0 人 4 的 各 行 ( 列 ) 线 性 无 关 司 4 
的 行 秩 与 列 秩 都 是 x. 

更 一 般 地 ,我们 有 : 

定理 4.6.1 设 r 是 正 整数 ，m xn 和 矩阵 4 含有 r 阶 非 零 子 式 , 不 含 r+1 
阶 非 零 子 式 ， 则 4 的 行 秩 与 列 秩 都 是 r>. r 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 . 

证 明 4 含有 某 个 + 阶 子 式 


|; i | 

4| ， ， 、| 关 0 

J PP J 

先 证 明 4 的 列 秩 等 于 r+， 为 此 ， 我 们 证 明 4 的 第 让,j,,…,j 列 组 成 列 向 


量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 


Pi 


4474 js 天后， 后生 四 上 
1 


J2 “”” 交 
这 些 列 向 量 添加 若干 分 量 得 到 的 4 的 第 廊 , 疡 ，… 广 列 4 ,4 ,… ,A 组 成 FP"*! 
中 的 线性 无 关 向 量 组 5,， 如 果 r = an， 这 r 个 列 向 量 就 是 4 的 全 体 列 向 量 ， 当 
然 是 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 设 r < n， 我 们 证 明 : 向 量 组 S, = | 4;， 
4; ，… ,4 | 添加 4 的 任何 一 列 hj 7 六 , 产 ， 广 门 得 到 的 向 量 组 8, = {4 ， 
4,，… ,hj , 4} 线性 相关 ， 从 而 5, 是 4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 

对 任意 1< i< m， 考 虑 r+ 1 阶 行列 式 


Qi i Oj ai 

Sih i Di, i 
A, +1 三 : 

Qi 好 万 ij Qi 

Qi i 的 GT CC 


如 果 ic ii zl ， 则 A, ,1 有 两 行 相等 ， 值 为 0， 若 不 然 ， 则 A, ,1 是 
4 的 某 个 r+1 阶 子 式 ,或 者 是 某 个 r+1 阶 子 式 将 各 行 的 顺序 重新 排列 和 各 列 
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的 顺序 重新 排列 得 到 的 r+ 1 阶 行列 式 . 由 于 4 不 含 r+1 阶 非 零 子 式 ， 所 有 的 
r+1 阶 子 式 都 为 0， 因 此 
A,:1=0 
将 A, ,1 按 最 后 一 行 展开 得 : 
Aj411 = Aiay 


其 中 X41 ,42,… A 分 别 是 A, + 的 最 后 一 行 的 元 or ,ay ，… ,ay ,ay 在 A, ,中 的 
代数 余子 式 ,它们 只 与 A 的 第 ,i ,i 行 中 处 于 第 六 ,jo,…,j ,J 列 的 元 有 关 ， 
与 i 的 选择 无 关 . 并 且 


+ A2ay + 十 和 Ara + Aa;y =0 (4.6.1) 


ai; Qi ai; 
?Ui “72 ty 
a 2 Ci Qi 4 71 12 Lr 0 
= = 天 
J1 J2 Jr 
2 ih i 


在 (4.6.1) 中 依次 取 i = 1,2,…,m 得 到 m 个 等 式 


A1G1 十 A2a1j, 二 "十 Ma 十 Aa =0 


42 十 A2 a2), 十 "”… 十 ArQ2j 十 AQ21 =0 


Alam, + 42 am, + "+ Aram + Aamy =0 


这 就 是 

Qj a1j Ql1j ， 

i 2 r CTU 0 
C2 1 人 2 Qo; CD 
A a = 

am Qn, am amj 0 

即 
MAA + A2Ai + +AA +AA;=0 (4.6.2) 


由 于 sz0， (4.6.2) 说 明 列 向 量 组 {4 , 4; ,…, 4; , 41 线性 相关 . 因而 14， ， 
4) 45 是 4 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ，4 的 列 秩 等 于 r. 
显然 4 的 转 置 4" 也 不 存在 r+ 1 阶 非 零 子 式 ， 而 它 的 7 阶 子 式 


， 。 。 。 . 。 T 
J 2 ”大 i i ”本 

A “| = 4 .| | 0 
UU 212 ”及 J 2 J ， 
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由 以 上 证 明知 道 ，47 的 第 i ,i,,…,i, 列 组 成 4" 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 
组 .也 就 是 说 : 4 的 第 i1 ,i,,…,i 行 组 成 4 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ，4 
的 行 秩 为 x. 


k a k, 
如 果 4 含有 * 阶 非 零 子 式 外 ，|， 则 这 个 非 零 子 式 的 各 列 线性 无 


可 


关 ， 将 它们 添 若 干 分 量 得 到 的 4 的 第 11 ,… ,4 列 线性 无 关 . 由 于 4 的 列 秩 为 
r， 线 性 无 关 的 列 向 量 的 个 数 不 超 过 r， 因 此 *<r. 这 就 证 明了 -> 是 4 的 非 零 
子 式 的 最 高 阶 数 . 

定义 4.6.1 设 AE J"*" 所 含 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 为 rr， 就 称 + 是 4 的 秩 
(rank)， 记 为 rank 4. 当 4h = 0 时 ，A4 不 含 任何 非 零 子 式 , 定义 rank 4 =0.， 口 

我 们 以 前 称 4 的 行 秩 和 列 秩 为 秩 ， 记 作 rank 4. 现在 又 将 4 的 非 零 子 式 
的 最 高 阶 数 定 义 为 4 的 秩 ， 仍 记 为 rank 4. 二 者 是 否 会 产生 矛盾 ? 如 果 4 的 
非 零 子 式 的 最 高 阶 数 是 r+-， 则 4 含 r 阶 非 零 子 式 ， 不 含 更 高 阶 数 的 非 零 子 式 ， 
当然 也 就 不 含 r+ 1 阶 非 零 子 式 ， 由 命题 4.6.1 知道 ，4 的 行 秩 和 列 秩 都 是 r. 
可 见 ， 定义 4.6.1 中 的 rank 4 等 于 4 的 行 秩 和 列 秩 ， 定义 4.6.1 与 以 前 的 定义 
是 一 致 的 ， 并 不 矛盾 . 

显然 m x n 撼 阵 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 rank 4 < minim, nj}， 如 果 
m=n， 当 rank 4 达到 最 大 值 n 时 称 A 为 满 秩 (full rank) 方 阵 . 4 是 满 秩 方 
阵 全 14| zx0 所 4 可 道 . 当 rank 4 = m<n 时 ， 称 4 为 行 满 秩 和 矩 阵 ， 它 的 行 向 
量 组 线性 无 关 . 当 rank 4 = n < m 时 ， 称 4 为 列 满 秩 矩 阵 ， 它 的 列 向 量 组 线性 
无 关 . 

由 定理 4.6.1 立即 得 出 : 

推论 4.6.1 设 ,是 任意 正 整数 .如 果 4 不 含 s 阶 非 零 子 式 ， 则 4 不 含 阶 
数 高 于 s 的 非 零 子 式 ，rank 4 < s， 如 果 4 含有 : 阶 非 零 子 式 ， 则 对 每 个 正 整 
数 上 <s，4 含 有 天 阶 非 零 子 式 ，rank A >>s. 口 

例 1 求 下 列 矩 阵 的 秩 : 

(1) 


0…0 a 


i 
a 
2j, 


A= Ex 
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对 l<i<r, 第 i 行 第 一 个 非 零 元 oy 在 第 j 列 ， la<j<j< <Jjen. 


(2) 
1, 0 
B= 
0 0 


解 (1) 4 的 前 7 行 中 处 于 第 ji ,jp,… ,ji 列 的 元 组 成 的 r 阶 子 式 


GD 


1 2 a r 2j, eo. se 

4| .| = = 41 9027 Qn 天 0 
J “0 », os 

247 


而 4 的 更 高 阶 数 的 子 式 包含 有 全 为 0 的 行 ， 值 为 0. 因而 rank A = r， 

(2) B 的 左上 角 的 r 阶 子 式 | 7oo | =1#0， 而 更 高 阶 数 的 子 式 包含 有 全 为 
0 的 行 ， 值 为 0， 因 此 rank 中 = >， 口 

rank 4 等 于 4 的 行 秩 和 列 秩 ， 行 秩 和 列 秩 在 和 矩阵 的 初等 变换 下 保持 不 变 ， 
因此 rank 4 在 初等 变换 下 不 变 . 任意 掏 阵 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 为 
例 1(1) 中 和 矩阵 4 的 形状 ， 也 可 以 经 过 初等 行 变换 和 初等 列 变换 化 为 例 1 (2) 
中 和 矩阵 B 的 形状 ， 然 后 利用 例 1 的 结果 求 出 它们 的 秩 . 

也 可 以 不 利用 行 秩 和 列 秩 ， 而 由 rank 4 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 证 明 
rank 4 在 初等 变换 下 不 变 . 

定理 4.6.2 对 任意 4E FF"*", BE F"*?, rank AB < rank A 且 rank 
AB <rank B. : 

证 明 设 rank 4=r, rank B=s. 则 4 不 存在 r++1 阶 的 非 零 子 式 , B 不 
存在 s+1 阶 的 非 零 子 式 . 

我 们 证 明 4B 也 不 存在 r+1 阶 和 s+1 阶 的 非 零 子 式 ， 

利用 Binet-Cauchy 公式 的 推论 4.5.1 展开 4B 的 任意 上 阶 子 式 


il 12 vv i 
A 二 4 . 四 四 
J 12 J 
kl ko Ok, 
B (4.6.3) 


3 il i2 2 is 
= A 
leak <k < <hsn ki 天 2 " Ek, 万 jh ss, h 


如 果 :>r， 则 (4.6.3) 右 边 求 和 式 中 出 现 的 A 的 1: 阶 子 式 


| 72 贡 ,jsssro 因而 A, =0. 如 果 上 >s， 则 (4.6.3) 右 边 求 和 
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ky hk 
2 
这 就 证 明了 rank (4B)<r=rank 4 自 rank (4B)<s=rank B. 
定理 4.6.3 设 46E 严 *"，P，0 分 别 是 m 阶 和 n 阶 可 逆 方 阵 ， 则 
rank ( PAQ) = rank A. 
证 明 记 B= PA0. 则 由 定理 4.6.2， 有 
rank B = rank (PAQ) <rank (PA)<rank 4. 
又 4=P-1B8O-1， 同 理 又 有 rank 4 =rank (PP BO )<rank B. 因此 
rank A = rank B = rank ( PAQ). 口 
在 $4.4 中 证 明了 : 任何 一 个 矩阵 可 以 通过 有 限 次 初等 变换 变 成 


1, 0O 
0 0 
的 形状 . 


定义 4.6.2 设 A，BE J"*". 如 果 4 可 以 通过 一 系列 初等 行 变换 和 初 
等 列 变换 变 成 B， 就 称 4 与 B 相抵 ， 也 称 4 与 B 等 价 (equivalent). 

定理 4.6.4 4 与 B 相抵 二 存在 可 逆 方 了 泗 P，Q 使 B= PAQ. 

证 明 设 4 与 互相 抵 ，4 可 以 通过 一 系列 初等 行 变换 和 初等 列 变换 变 成 
下 .每 个 初等 行 变换 可 以 通过 左 乘 某 个 初等 方 阵 实现 ， 每 个 初等 列 变换 可 以 通 
过 右 乘 某 个 初等 方 阵 实现 . 因此 ， 存 在 一 系列 初等 方 阵 Pi, P,,…,P,, Qi， 
2 0, , 使 


k 
二 中 出现 的 的 :了 于 式 | fmsro. A,=0. 
J1 


P,*… P,P1A4Q010,°…Q,.=B 

取 P=P,…PPi, 0 = 0Q10,…Q:， 则 P，Q 是 可 北方 阵 , 目 P4C = 也. 

反 过 来 ， 设 存在 可 逆 方 阵 P，Q@ 使 B= PAQ. 由 $4.4 推论 4.4.2， 可 逆 
方 阵 了 P，Q 都 可 以 表示 成 有 限 个 初等 方 阵 的 乘积 

P=P,…P,P!, CC=Cc…C 

因此 B= P,*… P,P AQ! 0,… 0Q,. A 左 乘 一 系列 初等 方 阵 Pl, P,,…, PP， 的 效果 
是 进行 了 一 系列 初等 行 变换 ， 右 乘 一 系列 初等 方 阵 Qi, 8;,，… , Q, 的 效果 是 进 
行 了 一 系列 初等 列 变换 . 因此 ，4 经 过 一 系列 初等 行 变换 和 初等 列 变换 变 成 
B. 


命题 4.6.5 ”和 矩阵 的 相抵 关系 具有 如 下 性 质 : 

(1) 反 身 性 : 4 相抵 于 自己 . 

(2) 对 称 性 : 如 果 4 相抵 于 B， 则 B 相抵 于 4. 

(3) 传递 性 : 如 果 4 相抵 于 BB，B 相抵 于 C， 则 4 相抵 于 C. 
证 明 (1) 4 = 147T，7 是 可 逆 方 阵 ， 因 此 4 相抵 于 4， 
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(2) 4 相抵 于 B= 存在 可 逆 方 了 泗 P，Q 使 B= PAQ0 二 4=P 1BQ-! 且 
忆 -!，@-:!: 是 可 逆 方 阵 汪 下 相抵 于 4. 

(3) 4 相抵 于 B,， 且 B 相抵 于 C= 存在 可 北方 阵 P1, 01, P,, Qs 使 
B= PAQ 有 8 C= PBQO,=» C=(P,Pi)A (0Q10;), 且 PP!，Q10; 是 可 首 方 
阵 一 4 相抵 于 C. 

由 于 相抵 关系 具有 以 上 性 质 ， 可 以 将 F"*"* 中 的 全 体 和 矩阵 按照 相抵 关系 分 
类 ， 使 每 个 4E F"** 属 于 其 中 唯一 的 一 类 ， 同 一 类 中 的 矩阵 两 两 相抵 ， 不 同 
类 的 和 矩阵 不 相抵 . 具体 操作 方式 为 : 对 每 个 4E F"*", 将 F"*" 中 与 4 相抵 的 
全 体 矩 阵 组 成 的 集合 记 作 Ra. 由 于 4 与 自身 相抵 ，A4 € R4. 对 每 个 BE Rs， 
由 相抵 的 对 称 性 有 4E Rs. 对 RM 中 任意 两 个 和 矩阵 了 B，C， 由 于 B，C 都 与 4 
相抵 ， 由 相抵 的 传递 性 知道 8，C 相抵 ， 这 说 明了 每 个 R。 中 的 和 矩阵 两 两 相 
抵 . 如 果 Rs 与 Rg 含有 公共 元 素 C， 则 由 4，BE Re 知 和 4，B 相抵 . 且 对 任 
意 DE Re， 由 于 4，DE Rs 知道 D 与 4 相抵 ， 因 而 DER ， 这 说 明 Rs 中 所 
有 的 矩阵 都 含 于 R，Ra C R4. 同 理 RC Rp， 这 证 明了 : 如 果 Ru 门 Rs 不 是 
空 集 , 则 R4 = Rs. 因此 ， 不同 的 R4，Rs 的 交集 一 定 是 空 集合 ,这样 就 将 
F"*" 按 相抵 关系 划分 成 了 两 两 没有 公共 元 素 的 类 R。， 每 一 类 称 为 一 个 相抵 等 
价 类 (equivalent class). 

在 每 一 类 中 可 以 任 选 一 个 元 素 作 为 这 一 类 的 代表 . 但 我 们 希望 在 每 一 类 中 
选取 其 中 最 简单 的 矩阵 作为 代表 . 在 $4.4 中 已 经 知道 ， 每 个 4 都 可 以 通过 有 
限 次 初等 变换 变 成 

人 
0 0 


的 形状 ， 也 就 是 可 以 相抵 于 这 个 S$， 我 们 选取 这 个 S 作为 4 所 在 的 相抵 等 价 
类 R 的 代表 ， 称 为 4 的 相抵 标准 形 (canonical form of equivalent matrices) ， 当 然 
也 就 是 这 一 类 中 所 有 和 矩阵 的 相抵 标准 形 . 

定理 4.6.6 设 4，BE fF"*"*. 则 : 4 与 B 相抵 eSrank 4 = rank B. 

证 明 先 设 4 与 B 相抵 . 则 存在 可 赣 方 阵 PP，2@ 使 B = PAQ.， 由 定理 
4.6.3 得 rank 4 = rank B. 

ix? 中 每 个 矩阵 4 相抵 于 它 的 标准 形 


的 | 

DO 0 

其 中 r=rank 4. 如 果 BE FF”"*"* 的 秩 与 4 相同 ,也 是 +， 则 B 也 相抵 于 同一 个 
标准 形 S$， 由 相抵 的 传递 性 知道 4 与 B8 相抵 ， ” 口 
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因此 ， 严 *"* 中 的 相抵 等 价 类 实际 上 是 按 和 矩阵 的 秩 划分 的 . 设 d = min | m， 
nj ， 则 严 x" 中 矩阵 的 秩 r 可 以 取 d + 1 个 不 同 的 值 0,1,2,…,d ， 和 矩阵 分 成 d 
+1 个 不 同 的 类 Co,C),…, Cs， 秩 为 + 的 矩阵 属于 C,. 每 一 类 C, 中 所 有 的 矩 


阵 有 一 个 共同 的 标准 形 
I 0 
3 
作为 代表 元 . 


例 2 设 rank 4 =1， 则 4 可 以 写成 某 个 非 零 列 向 量 pB 和 非 零 行 向 量 @ 的 
乘积 : 4 = pa. 
解法 1 由 rank4=1 知 : 4 的 任何 一 个 非 零 行 a 组 成 行 向 量 组 的 极 大 线 
性 无 关 组 ， 所 有 各 行 都 是 @ 的 倍 向 量 . 设 各 行 依次 为 wa，?12c ,nc ， 则 
AiQ 41 41 
A=| : |=| : le=pam， 其 中 P= 
AnG Am Anm 


解法 2 ”存在 可 逆 方 阵 忆 ，Q@ 使 


0 
其 中 p=P| . 是 P 的 第 一 列 ，@& = (1,0,…,0)0 是 0 的 第 一 行 . 


0 


例 3 设 AE mx**"，rank 4 =r. 则 存在 BE F"*"* 满 足 条 件 rank B=n-r 
有 4B= BA = 0. 
证 明 存在 可 北方 阵 了 P，QE F"* "使 


moo 
例 4 求证 : 


2 9 |p-! 即 满足 要 求 。 口 
O 1,.,, . 
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(1) 
A 
mt ? =rank A +rank B. 
(2) 
md ?=m A+t+rank B 


(3) 任 一 矩阵 D 的 一 部 分 行 和 一 部 分 列 交叉 位 置 的 元 组 成 的 子 矩 阵 万 , 的 
秩 rank D) 三 rank D. 
证 明 设 r=rank 4，s=xrank B. 则 存在 可 道 方 阵 P|，Qi;，P,，Q, 使 


PiAQ i» 0 Pp,BQ lt» 0 
1 上 一 DO 0 » 2 2 一 0 


取 可 北方 阵 


(1) 
IT,) 


4 0 PA 人 O 
Si 一 p 0 三 二 
O B O P, BO, T,) 


To,) 


0 
含有 r+ s 阶 子 式 
为 0. 因此 


=1z0; 且 更 高 阶 的 子 式 都 含有 全 为 0 的 行 ， 值 


(s) 


4 0 
rank =rank Si=r+s=rank A+rank B. 
O 8B 


(2) 
IT,) 


P,CQ! 
O 
L,) 
* IL,) 


含有 r+s 阶 子 式 =1 和 0， 其 中 * 表示 某 个 矩阵 . 因此 
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A 0 
rank C 8B =rank S$;>r+s=rank A+trank B. 


(3) 设 rank Di =r. Di 的 r+ 阶 非 零 子 式 也 是 D 的 r 阶 非 零 子 式 ， 因 此 

rank D>r= rank D. 口 
例 5 设 A4，BE pm*"， 求 证: rank (A +B)<rank A+rank B. 
证 法 1 


A 
rank A +rank B = | | 


Tn O14 1) 0 
= rank 
了 Tn) B I T,) 


A 0 
= rank >rank (A + B). 
A+B B 


最 后 一 个 不 等 号 成 立 的 原因 是 ， 4+B 是 | 4 9 的 子 生 阵 
A+B B 


证 法 2 设 rank 4=r, rank B=s,， 取 4 的 列 向 量 组 C4 = 141,…,4,| 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 Ma = |4; ,…, 4; 1， 取 8 的 列 向 量 组 Cs = 1B1,…,B,| 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 Mp = | 再 了 则 Ch 是 Ms 的 线性 组 合 ，Cs 是 Msp 
的 线性 组 合 ， 4 + B 的 列 向 量 组 C4 ,gs= 141+ Bl1,…,A,+B,| 是 C4U Cs 的 线 
性 组 合 ， 从 而 是 Ma U Ms 的 线性 组 合 ， 因 此 
rank (A +B)=rank Ca,s<rank (MU Mp)<rts=rank A+rank B 口 
例 6 (Frobenius 秩 不 等 式 ) 设 AE fp"*"，BE J"*?,，CE Fr*s. 求证 : 
rank AB + rank BC - rank B <rank ABC (4.6.4) 
证 明 不 等 式 (4.6.4) 即 


ABC 0 
rank AB + rank BC < rank B + rank ABC = rank 0 8B (4.6.5) 


将 (4.6.5) 通 过 分 块 矩阵 的 初等 变换 消去 4BC， 得 
To A 1|4B8C DO 0 DO 4B 
oO TO -CC I,,) | - BC B 


O 4B1O -1, AB 0O 
-BC Bl oo ||lBp Bc 


O 如 
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其 中 的 方 阵 


I(n) 4 17) 0 O -I 
0 7 -cr lr 0 
都 是 可 道 方 阵 . 因此 


ABC 0 AB 0 
rank = rank >rank (AB) + rank (BC). 
O BC 


B B 


在 例 7 的 Frobenius 秩 不 等 式 中 取 B = fo ， 得 到 
rank 4 +rank C—-n<rank AC. 
与 rank 4C 三 min irank 4 ,rank C1 一 起 ， 就 有 
rank A +rank B-n<rank AB < min {rank A ,rank Bi. 

对 AE Fm"Y*，BE pF"*P 成 立 ， 这 个 不 等 式 称 为 Sylvecter 秩 不 等 式 . 

例 7 设 4 是 实数 域 上 m xn 矩阵， 求证: rank 4 = rank 447. 

证 了 明 设 rank4=r， 则 rank 44T<rank 4 .只 要 能 在 447 中 找到 一 个 
阶 非 零 子 式 ， 就 说 明 rank 44I=>r， 从 而 rank 447= . 

4 有 r 阶 子 式 


由 Binet-Cauchy 公式 的 推论 4.5.1 知 


i kb ko 2 ok 
(447) = 2 14 T 
Ly iy 机 i lish <h< <hen ki 72 外 天 i i2 a 记 
。 。 2 
i 
= 2 A >0. (4.6.6) 
lsh <h < <n kl kk 1 Ok 
土 式 最 后 的 求 和 式 中 取 ( ,2 ，… ,和 6) = (用 , 训 ，,… ,让 ) 得 到 的 子 式 


。 。 。 . 。 。 2 
i i 

A|. | ,| 兰 0, 从 而 | 4| . >0. 
i 2 J J 12 J 


因此 (4.6.6) 中 的 求 和 式 大 于 0. 这 就 证 明了 A447 包含 7 阶 子 式 


i 
(447) >0. 
i 


从 而 rank (44T)=r=rank 4. 口 
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习 题 4.6 
1. 求 下 列 和 矩阵 的 秩 : 
153 0 
-1 23 7 
4 6 2 
ae 1 0 3 :| ， (2) B= . 
0 9 1! 
4 -3 5 2 
-1 301 


2. 证 明 : 任意 一 个 秩 为 > 的 矩阵 都 可 以 表示 为 r 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 
3. (矩阵 的 满 秩 分 解 ) 设 4=F"*" 目 rank 4=r>0. 求证 ; 存在 BE Fm"*' 和 CE Fr*" 
且 rank B=rank C=r, 使 4= BC. 

4. 已 知 方 阵 4 = (aj),、, 的 秩 等 于 1,， A= an + + am， 

(1) 求证 : 4?= 14; (2) 求 det (I + 4); 

(3) 当 了 +A4 可 道 时 求 (7+ 4)-!. 

5. 设 4，B 是 行 数 相同 的 矩阵 ，(4 ,B) 是 由 4，B 并 排 组 成 的 和 矩阵， 证 明 : 
rank (A,B)<rank A+rank B 

6. 设 n 阶 方 阵 4 满足 条 件 4? = 7， 求证 : rank (4 -1)+trank(A+1)=n. 

7. 设 4 “表示 n 阶 方 阵 4 的 伴随 方 阵 . 证 明 : 

(1) rank 4 ”= norank 4 = n; (2) rank 4 ”= 1erank 4 = -1; 

(3) rank 4 ”= 0 人 rank A<n-l. 
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A B 
例 1 a pea. D 都 是 数 域 尺 上 的 方 阵 . 求证 : 


A 用 本 当 4 可 逆 (4.7.1) 
CD 1DIIl4-BD-Cl， 当 万 可 逆 
证 明 当 4 可 逆 时 ， 
I 0\(A B A B 
a oe ole so) 
两 边 同时 取 行 列 式 ， 得 
4 8 = 4 =|A|1.:|D-c4-1B| (4.7.2) 
CD O D-c4A-'B 


当 刀 可 逆 时 ， 
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I -BD''|4 B| |4-BD*'C 0 
o I C Dj C D 
两 边 同 时 取 行列 式 ， 得 


A 8B A-BD'C 0 _ 
=|D||A4-BD-iC| 
Cc DD C D 


利用 例 1 中 的 公式 可 以 将 行列 式 


称 为 行列 式 的 降 阶 公式 . 
例 2 设 n 阶 方 阵 


。 人 化 为 较 低 阶 的 行列 式 来 计算 ， 也 


0 一 a, 
1 : 
A= 
0 一 Q2 
1 al 


利用 行列 式 降 阶 公式 计算 n 行列 式 |41 -4|. 
解 将 MX-A4 写 成 分 块 形式 


A Qn 
-1 : A B 
A1-A= . = ， 
四 A 2 Cc D 
-1 A+ai 
其 中 
A 
Qn 
-1 A (rn-l)x(n-1) “ (n~-1)xl 
全 = , ， EF ， B=| : IEF 
_1 和 2 
C=(0,,0, -1)E FY D), D=A+a€E Fi. 
记 
0 
N= 1 0 GE Fr- x(n-1) 
1 0 


则 A=AT-N=A(I-A-iN). 
ATT=ATICT-ATIN) I=A I(T+A IN+(A-IN) + 7+ (A-IN)"-?) 
=A-IT+A- N+IA ?IN + +A-"+iN"-? 
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1 
3 0 0 
1 1 
=| 4 4 0 
.1 1 
A”™-1 A2 从 
Cn 
1 1 1 。 a a a 
-lp. i ; | n nl .2 
CA B= - (i ,二 , 广 ) : = + | 
a2 
于 是 由 行列 式 降 阶 公式 得 
a7 -Al=1AlID- CAB = (tat i++ 


=A" +t aM ll+azhn ?i+ +aiAta, 口 
例 3 设 AE 1"*"，BE "x". 求证 : 如 果 1,)- 4B 可逆， 则 了, - BA 
可 逆 ， 并 求 出 (1,) - B4)-!. 
证 明 我 们 有 


S= 二 
0 I-AB 0 Iw-ABJl oO Lo,, 
Tn) 0 T,) B T,) B 
A Ln) 0 Tn) - AB | A Tn) 
Ts) -BII, B (I. 0 0-B4 0 
0 7 人 4 7 人 -4 Tn) O Tn) 
于 是 
11-BA 0 
0 Tn) 


I -Br oO i, 0 I Br oO 
-| | | i os | ea 

如 果 rm - 4B 可逆， 则 等 式 (4.7.3) 右 边 的 每 个 方 阵 者 可逆， 左边 的 矩阵 
等 于 可 逆 方 阵 的 乘积 仍然 可 逆 ， 因 此 1,) - BA 可 道 . 


等 式 (4.7.3) 两 边 同时 求 逆 得 
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0 ! Tn) -8B , 
Tn) A I,) Tn) 
Tn) Ts 0 fio 8B 
0 a 1-A Io IL, 
To,) I y+B(I,) -AB)-IA * 
Tn) x x 


0" 
Tn) 


_ To + B(I,)— AB)-'A 共 
一 兴 区 


因此 


(To ~ Bh4)- =T+ 有 (TO )-4B) 14 
例 4 设 4, 下 是 ” 阶 方 阵 ，7 是 ” 阶 单位 阵 . 利用 分 块 运算 等 式 


| ?| | “| 
= (4.7.4) 
O 7 -7 -I 8B 


14B|=|14|:|B| 


再 一 次 证 明 


证 明 首先 ， 证 明 任何 一 个 2m 阶 方 阵 8 a i 


7 A 
| 有 = detS 
oi 


容易 验证 : 对 于 任意 两 个 n 阶 方 阵 4,， A,， 有 


了 Al I A, 1 Al+A, 
o Illo Ti lo I 


和 = 《ay),xn 可 以 分 解 为 n? 个 n 阶 方 阵 ajE;(1<i,j<n) 之 和 


其 中 E; 是 第 (i,j) 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 n 阶 方 阵 ， 因 此 
1 4|-|7 > ayEs 7 ks 
Ce 


O 1 
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| 
0 I 
个 初等 方 阵 ， 用 它 左 乘 任何 一 个 2n 阶 方 阵 8 的 效果 是 将 $ 的 第 ) + n 行 的 aj 信 
加 到 第 i 行 ，S 的 行列 式 不 变 ， 当 ww = 0 时 0y = To 是 单位 阵 ， 用 它 左 乘 $ 
不 改变 S$， 当 然 也 不 改变 5 的 行列 式 . 


对 每 个 lg<1, J&n, 记 0Q; = 


将 2n | BR 可 以 通过 依次 左 乘 各 @; 来 实现 . 用 每 个 Gy 


左 乘 都 不 改变 | 8 | ， 风 此 用 它们 的 和 各 | 站 也 不 改变 | 5 |. 
在 等 式 (4.7.4) 两 边 取 行列 式 得 


1 4 4 0 -1° 各 | 
O IJ|i-1B) |-T 有 
I 41|4 0 - 
0 Ti-TDi| | -TB 
代入 得 
I 0| | 
= (4.7.5) 
-IB -了 8B 


等 式 (4.7.5) 左 边 = |4 ||B|. 将 等 式 右 边 的 2n 阶 行 列 式 的 第 1 列 与 第 
n+1 列 互 换 、 第 2 列 与 第 n+2 列 互 换 ，…， 第 n 列 与 第 2n 列 互 换 ， 经 过 这 


"次 互 换 ， 生 列 式 变 为 | 外 | ， 其 值 是 原来 的 行列 式 的 ( -1)" 信 ， 因 此 ， 
(4.7.5) 右 边 的 行列 式 等 于 


.14B 0 ， 
(-D"| | -CDrlalcn = |4B | 
(4.7.5) 就 是 
141:18|=|48| 


例 5 设 n 阶 方 阵 4 满足 条 件 47 = 4. 求证 : 存在 n 阶 可 北方 阵 P 使 


-1 I 0 
P AP= 0 0 ， 其 中 =rank 4 


解 ” 存 在， 阶 可 北方 阵 书 ，@, 使 


1,, 0 
| (7 k (4.7.6) 
0 0 
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代 和 42=4， 得 
I,) DO T,,) 0 I,, 0 
1= Pi 
oy oho oenls oh 
等 式 两 边 同 时 左 乘 Pri!， 右 乘 Cr ， 并 令 ron-| 
阶 方 阵 . 得 。” - 


{To OT TI, 0 TD) 0 即 T! 0 1. 0 
0 ollT To 0) lo ol lo oj lo o0 


也 就 是 T= 7 因此 


Ty TT 


I -了 
邻 P= | | 则 由 (4.7.7) 知 
O I 


p-iApe 1, 0O 
0 0 


例 6 利用 和 矩阵 的 等 价 标准 形 研究 n 元 一 次 方程 组 AX = B 有 解 的 条 件 和 
解 集 的 结构 . 


I 人 
解 设 rank 4 =7， A mee ?| 存在 m 阶 可 道 
方 阵 P 和 阶 可 逆 方 阵 D， 使 
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1) 0 
-Pp 4.7.8 
A ' 2 ( ) 
方程 组 48 = 8 化 为 
Po © lor: (4.7.9) 
o oj 区 
两 边 左 乘 P-!， 并 令 了 Y= QX, 得 
和 
7=P-18 (4.7.10) 
0 0 


Y 
插入 列 和 归 Y 分 六 | | 其 中 Y,，Y; 分 别 是 7 维和 nn -~ r 维 列 向 量 . 将 
2 


Zi 
m 维 列 向 量 P-1p 4 为 | | 其 中 Z1，2Z, 分 别 是 7 维和 m -+r 维 列 向 量 ， 
2 


一 (4.7.11) 


如 果 Z2 关 0， 则 方程 组 (4.7.11) 无 解 ， 原 方程 组 4 = BB 无 解 . 
设 Z, =0. 则 (4.7.11) 的 解 为 Yl = Zi， | -| )， 其 中 YE F(t"- x1 
Y, Y, 
可 以 任意 取 值 ， 原 方程 可 能 的 解 为 


X=0-! 2 (4.7.12) 
72 . ~ 


将 (4.7.12) 代 回 原 方程 组 4X = 检验， 得 


4 下 Lo 2loo- 2 和 -本 二 | -中 和 -= PP-16 =- 
-Po oR oj 人 B=8 


(4.7.12) 确 实 是 原 方 程 组 的 解 ， 因 而 是 原 方程 组 的 通 解 . 
(1) 方程 组 4X = 有 有 解 的 充分 必要 条 件 
原 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 Z, = 0. 


Tv 0 
也 就 是 : cl > ?| pp mw 
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"ls A he 


lp» 2 -04 .8) 
= o ol Fl ,pb 


知 B 与 增 广 和 矩阵 (4 ,PB) 相 抵 ， 秩 相等 . 
因此 ，4 天 = 有 有 解 条 件 为 rank (4 ,B)=r=rank A. 
(2) 齐 次 线性 方程 组 AX =0 解 集 的 构造 


和 
齐 次 线性 方程 组 的 =0， a | Zi = Z:=0.， 方程 组 的 
2 


通 解 (4.7.12) 为 
xz 
=0 y, 
Yr+l 
可 逆 方 阵 @ ”的 各 列 Yi ，…，7 组 成 "*1 的 一 组 基 . 设 到 =| : |, 则 
yn 


0 
在 = co， | = Yrriyrrilt "+ Ynyn 
2 


通 解 是 n -r 个 线性 无 关 的 向 量 y,,1,…, 7 在 严 上 的 所 有 线性 组 合 ， 组 成 
nr 维 子 空间 W，17,,1,…,7Y,| 是 Vs 的 一 组 基 . 

(3) 非 齐 次 线性 方程 组 4 = p 有 和 解 时 解 集 的 构造 

设 和 是 4X=8 的 任意 一 个 解 . 则 AX= pA(X-)=0 导 和 ¥- 了 是 
AX =0 的 一 个 解 . 

因此 ，A = 8 的 解 集合 为 Xo。+ V4 = 1 Xo + 蔷 !| XE 内 | 事实 上 ， 在 通 解 


Zz Zz 
(4.7.10) 即 素 = os jen 7: = 0 就 得 到 一 个 特 解 X= o-| ?| 通 解 下 
2 


a 


三 六 -1 0 
=X0+0Q y, 
的 通 解 . 口 


0 
| 其 中 |! } V 了 2E F'"- x!) 是 齐 次 线性 方程 组 4AX = 0 
2 


习 题 4.7 


1. 对 任意 方 阵 4 = (ajy),x。， 将 4 的 对 角 线 元 之 和 a + … + om 称 作 4 的 迹 (trace)， 记 
为 Tr4. 求证 : Tr (4B)= Tr (BA). 
2. 设 n 阶 方 阵 4 满足 条 件 4? = 4， 求 证; rank 4 = TrA4. 
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3. 求 证: 不 存在 方 阵 4，BE 严 < "使 48 - BA=1. 

4. 设 4，B 是 同 阶 方 了 省， 求证 : rank (4B- 1)<rank(4 -1)+rank(B- 171). 
5. 设 AEF™*", rank A=r. 

(1) 从 4 中 任意 取出 s 行 组 成 ;x nn 矩阵 8B， 证明: rank B>r+s-n; 


(2) 从 4 中 任意 指定 * 个 行 和 + 个 列 ， 这 些 行 和 列 的 交叉 位 置 的 元 组 成 的 s x :矩阵 记 
为 D. 求证 ; rank D>rts+t+t-m-n. 


6. 对 nn 阶 方 阵 4 = (ay),x ,和 B=(b,),,， 通 过 对 等 式 


Ql  Q12 an 0 0 : 0 
Qa ad2 ** a 0 0 … 0 
Cnl Qn2 Qnn 0 0 0 
~1 0 0 bu bl bi, 
0 -1 0 ba b22 b2, 
0 0 -1 bn1 bn2 bn 
CI Ci2 Cln bl bi On 
四 Q21 422 Gon ba b2 b2n 
Qn Qn2 机 Qnn bnt bn2 机 bnn 
左边 作 初 等 行 变换 证 明 行列 式 的 性 质 : | 48B|=|141|8|. 
7. 求 行列 式 
so 31 32 Sn_1 1 
$1 32 33 Sn x 
Sn Sn+i Sn+2 及 S2n-1 和 


其 中 呈 = 禾 + 做 + 从，V 开 二 12，…. 

8. 没 4 是 = 阶 方 阵 . 证 明 : 

(1) 如 果 rank 4” = rank 4"+ 对 某 个 正 整 数 m 成立 ， 则 rank 4"” = rank 4"** 对 所 有 的 正 
整数 成立 . 

(2) rank 4" = rank 4" “对 所 有 的 正 整数 并 成 立 . 

9. 设 4E 严 *" .求证 : rank (ro -447) -rank (Try ~ ATA)=m-n. 

10.〈 抢 阵 的 广义 道 ) 

(1) 对 任意 矩阵 4E 严 *“"， 存 在 矩阵 4- € Fr"*" 满 足 条 件 44- A = 4. 什么 条 件 下 
4 -由 4 唯一 决定 ? (4 - 称 为 4 的 广义 道 (generalized inverse matrix) . ) 

(2) 设 A4€E 8"*"，PBE ”1 4- E88"*" 满 足 条 件 44- 4 = A. 求证 : 

线性 方程 组 AX = B 有 解 的 充分 必要 条 件 是 44- p= 有 

方程 组 有 解 时 的 通 解 为 X=A-B+(I-A-A)Y, VYE pp”*!. 


第 5 全 多 项 式 


在 中 学 数学 中 学 过 多 项 式 的 一 些 初 步 知识 . 

但 是 ,在 进一步 学 习 和 应 用 中 还 需要 关于 多 项 式 的 更 多 的 知识 . 例 
如 ， 本 书 前 面 各 章 中 ， 为 了 解决 问题 的 需要 ， 就 补充 了 多 项 式 的 一 些 新 的 
知识 . 为 了 以 后 各 章 的 需要 ， 我们 在 本 章 中 比较 系统 地 集中 地 介绍 多 项 式 
的 一 些 知 识 . 


§5.0 从 未 知 数 到 不 定 元 


1 1 0 0 
、 0 1 1 0 
例 1 设 方 阵 4 = 0 011 ， 求 方 阵 B 满足 条 件 B? = 4 . 
000 1 
0 1 0 0 
0 0 1 0 4 
分 析 A=I+N, 其 中 N= 满足 条 件 N = 0. 
0 .0 0 1 
0 0 0 0 
1 
由 (1 +x)2z 的 Taylor 展开 式 
1/1 1/1 1 
(1+4 4)3=1+1 (二 2 (六! ( 记 -2) 3 
+ %)2= FT + 6 X + 
=1+ i 
2 8 16 
知道 
(1+14- lri) =1+4+ sh(s) (5.0.1) 
2 8 16 ” 和 


其 中 (x) 是 某 个 多 项 式 . 将 x = N 代入 可 知 


2 
(1+ 方 N- 寺 N+ 和] =I+N+Nh(N)=I+N=A 


解 取 


§5.0 从 未 知 数 到 不 定 元 


1 
0 1 .00 
0 010 1 ，|0 
N= ,B=IT+~N-—N +N 
0001 8 16 
0000 0 
0 


则 易 验 证 B? = 
例 2 找 一 个 有 理 系 数 2 阶 方 阵 4 关 了 使 43= 了. 


1 _1 1 
2 8 16 
1 1 

1 2 8 
1 

0 1 7 
0 0 1 


分 析 “” 先 求 方程 妇 =1,， 即 x -1=0 的 全 部 复数 根 . 由 委 -1= 
(x 一 1)(x*+x+1) 知 方程 x?=1 的 根 等 于 1, 或 者 是 x**+x+1=0 的 根 ， 由 求 


根 公式 得 过 + 4+1=0 的 根 为 = - 士 + 如 1 和 古 = -十 


好. 


+ 了 让 


二 间 到 的 表达 式 中 不 是 有 理 数 的 部 分 /3; 清 忌 条 件 (Gi): = 3 揽 _ 


有 理 系数 2 阶 方 阵 K 满足 相应 的 条 件 K?= -31. 易 见 KK 


用 这 个 K 取代 的 表达 式 中 的 V3i， 用 - 方 1 取代 - 
方 阵 


解 易 验 证 4 = 


-| je 


3 


方 , 得 到 有 理 系数 


注意 ”还 可 以 进一步 找 出 整 系数 2 阶 方 阵 4 作为 例 2 的 答案 ， 方法 如 下 : 

设 B 是 满足 条 件 B?+ B+1= 0 的 2 阶 有 理 系数 方 阵 . 显然 B 不 是 标量 

阵 ( 因 为 有 理 数 a 不 可 能 满足 条 件 a?+ a+1=0)， 因此 I，B 生成 有 理 数 域 上 
一 个 2 维 线性 空间 U= {x1+ yB|(x,y)EQ|，{1,B| 是 它 的 一 组 基 . 用 B 乘 


这 个 空间 内 的 每 个 矩阵 ， 得 到 U 上 一 个 线性 变换 


.A: xl+yBr> B(xl+yB)=xB+yB*=xB+y(-1-B)= -y+(x-7y)B 
它 将 U0 中 坐标 为 (x,y) 的 向 量 xI + yB 变 到 坐标 为 (-y,x -7y) 的 向 量 - ylI+ 


(x-y)B: 
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< 


因此 .的 矩阵 为 4 = E | 直接 验算 可 知 4 满足 条 件 4*+A4+1= 0. 


例 1 中 的 多 项 式 等 式 (5.0.1) 中 的 字母 x 代表 的 本 来 是 数 ， 将 x 替换 成 一 
个 矩阵 N 之 后 等 式 仍 然 成 立 . 

例 2 中 将 多 项 式 的 等 式 (x -1)(x*+x+1)=x? -1 中 的 x 用 方 阵 4 替换 ， 
得 到 了 方 阵 的 等 式 (4 - 站 (42+4+7T)=42 -7 从 而 得 到 42+4+7= 0 一 
43=7. 为 了 寻找 满足 条 件 4*+ A + 1= O 的 有 理 系 数 方 阵 4 ， 还 利用 了 数 的 
等 式 之 间 的 关系 : 


选取 K? = - 37 得 到 了 满足 条 件 的 4 = - 方 1+ 方 K. 

这 两 个 例子 显示 ， 多 项 式 的 字母 * 不 一 定 要 代表 数 ， 也 可 以 代表 方 阵 ， 
还 可 以 代表 其 他 数学 对 象 ( 如 线性 变换 )， 看 来 ， 多 项 式 f (4) = ao + 
mx+…+ aww" 的 字母 4 不 但 取 的 值 不 固定 ， 它 代表 的 对 象 也 不 必 限 制 为 数 . 
因此 ， 我 们 将 不 再 把 它 叫做 “未 知 数 "， 而 称 为 “不 定 元 "， 让 它 代表 更 广泛 的 
对 象 ， 在 研究 多 项 式 时 我 们 不 必 关 心 * 代表 什么 对 象 ， 只 关心 它 的 运算 性 质 : 
* 与 系数 范围 中 的 数 以 及 与 自身 进行 加 、 减 、 乘 运算 时 满足 我 们 所 熟悉 的 运 
算 律 ， 如 加 法 与 乘法 都 满足 交换 律 、 结 合 律 ， 乘 法 对 于 加 法 满足 分 配 律 等 等 
正 是 因为 我 们 不 限制 * 代表 什么 对 象 ， 对 得 出 的 有 关 多 项 式 运 算 的 等 式 才 
有 更 广泛 的 应 用 ， 将 * 换 成 满足 同样 性 质 的 任何 对 象 4 ( 数 , 方 阵 , 变 换 等 ) 之 
后 等 式 仍然 成 立 . 


§5.1 域 上 多 项 式 的 定义 和 运算 


1. 多 项 式 的 定义 
定义 5.1.1 设 正 是 任 一 数 域 .x 是 一 个 字母 ( 称 为 不 定 元 )，n 是 任意 非 
负 整 数 ，ao,al, ,acEF ， 则 形 如 ， 
ag + Qix + 2x + "+ anX” (5.1.1) 
的 表达 式 称 为 域 上 的 一 个 多 项 式 (polynomial)， 其 中 ajx* 称 为 这 个 多 项 式 的 上 
次 项 ，a, 称 为 天 次 项 的 系数 (coefficient). (5.1.1) 中 没有 写 出 次 数 高 于 n 的 项 ， 
对 于 所 有 的 整数 > n， 我 们 说 (5.1.1) 中 的 多 项 式 的 上 次 项 的 系数 都 等 于 0. 
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各 项 系数 全 部 为 0 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 ， 记 为 0. 

复数 域 C 上 的 多 项 式 称 为 复 系数 多 项 式 ， 实 数 域 R 上 的 多 项 式 称 为 实 系 
数 多 项 式 ， 有 理 数 域 Q 上 的 多 项 式 称 为 有 理 系数 多 项 式 . 

定义 5.1.2” 如果 和 多项式 f(x)= aot+ alx+… + anx" 与 g(x)= bo+ 
bix+… + bnx" 的 同 次 项 的 系数 相等 ， 即 w = b; 对 所 有 的 非 负 整数 上 成立 ， 就 
称 这 两 个 多 项 式 相 等 ， 记 为 


f(x)= g(x) 

如 果 多 项 式 f(x) 不 等 于 0, 一 定 可 以 将 它 写成 f(x)= ao + ax + 
a2x? +… + anx" 的 形式 使 a, 半 0， 此 时 称 n 次 项 aox" 为 这 个 多 项 式 f(x) 的 首 项 
(leader) ， 称 a， 为 首 项 系数 (leading coefficient), nn 称 为 f(x) 的 次 数 (degree)， 记 
为 deg f(x)，. 如 果 首 项 系数 为 1， 就 称 这 个 多 项 式 为 首 一 多 项 式 (monic polyno- 
mial ) . 

例如 ，2+ x? +0x” 是 次 数 为 2 的 首 一 多 项 式 ; 非 零 常数 的 次 数 是 0. 

零 多 项 式 没有 次 数 . ( 注 : 不 要 认为 零 多 项 式 的 次 数 是 0, 只 有 非 零 常数 的 
次 数 才 是 0.) 

2. 多 项 式 的 加 、 减 、 乘 运算 

对 下 [xj 中 任意 两 个 多 项 式 F(x) = ao+axz+…+a 和 与 g(x) = bo 
bix+… + bnx"， 定 义 它们 的 积 (sum) 

f(x)+g(x)=(a0+bo)+(art bxt++(avt bw) x". 
其 中 N= max {n,mil 是 n，m 中 的 最 大 数 . 
定义 f(x) 与 g(x) 的 积 (product) 


flx)g(x)= aobot+ (aobit+ abo)x + + (a bn t+ Qnbn 1) Xt ™ + abox"t”™ 


- (Dab) 
其 中 ; 次 项 x: 的 系数 是 
aobs + aibs_1+ "+ a_ib!i+ a,bo= 之 


这 样 定义 的 加 法 和 乘法 满足 交换 律 、 结 合 律 、 乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 . 事 
实 上 ， 加 法 与 乘法 的 定义 就 是 按照 这 些 运算 律 以 及 x 的 运算 性 质 xi,xi= xiti 
规定 出 来 的 . 

对 任意 g(x)=bo+t bix+…+ bx"EF[x]，g(x)+0=g(x) 成 立 ; 并 且 
g(x)+(- g(x))=0 对 -g(x)= -bo-bix-… -bnx"E FF[x] 成 立 ， 因此 可 
以 对 任意 f(x)，g(%x)E FLx] 定 义 减法 

f(x)- g(x)=f(x)+(- g(x)) 

多 项 式 的 乘法 还 满足 如 下 的 运算 律 : 

f(x)g(x)=0Sf(x)=0 或 者 g(x) =0， 由 此 可 导出 : 


238 第 5 章 多 项 式 


| g(x)= h(x) 
其 理由 是 : 
flx)g(x)=f(x)h(x)=s fx) (g(x)- h(x))=0 

f(x)#0 
这 个 运算 律 说 : 不 等 于 零 的 公 因 子 f(x) 可 以 从 等 式 f(x)g(x)= f(x)h(x) 
两 边 同时 消去 . 因此 这 一 运算 律 称 为 消去 律 (eliminative law) . 
对 于 不 等 于 震 的 多 项 式 Fx*)，8g(*)， 容 易 验证 : 
deg(f(x)+ g(x))<max {deg(f(x)),deg( g(x))| 
deg(f(x)g(x))= deg f(x) + deg g(x) 

( 注 : 如果 要 对 零 多 项 式 0 定义 次 数 , 则 不 可 能 对 f(x) =0 的 情形 满足 
deg( f(x)g(x))=deg f(x)+ deg g(x). 由 于 0 g(x)=0 对 任何 g(x) 成 立 , 无 
论 规定 deg 0 等 于 哪个 数 ， 都 不 可 能 deg 0 = deg(0g(x)) = deg 0+ deg g(x) 对 所 
有 的 deg g (x) 成立. 这 是 不 对 零 多 项 式 规 定 次 数 的 原因 之 一 . ) 

数 域 上 以 % 为 字母 的 全 体 多 项 式 组 成 的 集合 记 作 [x]. [x] 对 多 项 式 
的 加 、 减 、 乘 运算 封闭 ， 我 们 称 它 为 数 域 上 的 一 元 多 项 式 环 (polynomial ring) . 

3. 带 余 除法 

对 f(x)，g(x)EF[x]， 如 果 存 在 g(x)E Ffx] 使 f(x)=g(x)g(x)， 就 
称 g(x) 整 除 /(x)， 记 作 g(x)|f(x)， 此 时 也 称 f(x) 是 g(x) 的 倍 式 (multiple)， 
g(x) 是 f(x) 的 因 式 (factor, divisor). 反 过 来 ， 如 果 不 存在 h(x)E€ Flx] 使 
f(x)= g(x)h(x)， 就 说 g(x) 不 整除 f(x)， 记 为 g(x) f(x). 

对 任意 g(x)，f(x)E FIix]，,， 虽然 g(x) 不 一 定 整 除 f(x), 但 是 当 
g(x) 关 0 时 总 可 以 对 g(x)，f(x) 定 义 一 种 允许 余 式 的 除法 . 先 通过 一 个 
例子 来 说 明 : 

例 1 设 /(x)=2x3-3x+4,， g(x)=x -2x+3. 求 g(x) 除 f(x) 的 
商 qg (x) 和 余 式 r(x) 使 f(x)= g(x)g(x)+r(x)， 且 r(x)=0 或 deg r(x) 
< deg g(x)., 

解 


| —g(x) ~- h(x)=0 


x -2x+3 |2x3 -3x+4| 2x+4 


2x3 4x2 + 6x 


4x2— 9x+4 
4x2 -8x+12 


一 % 一 8 
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得 到 商 g(x) =2x +4 和 余 式 r(x)= -xx -8， 满足 条 件 F(z)= g(x)g(x)+ 
r(x) 且 deg r(x)=1<deg g(x)=2. 

一 般 地 ， 我 们 有 : 

定理 5.1.1( 带 余 除 法 ) 设 f(x)，g(x)E€ Flxj] 且 g(x) 头 0， 则 存在 唯一 
的 g(x)，r(x)E FL[x] 同 时 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) f(x)= q(x)ge(x) + r(x); 

(2) r(x)=0 或 者 deg r(x) < deg g(x). 

证 明 g(x)， r(x) 的 存在 性 可 以 通过 对 n = deg f(x) 作 数学 归纳 法 来 
证 明 . 

如 果 f(x)=0 或 n<deg g(x), 取 g(x)=0，r(x) = (xx) 即 可 . 

设 an>deg g(x) = m. 并 设 对 于 deg f(x) < 的 情形 已 证 明 . 设 f(x) = 
an + on lz + 与 g(x) = bax"+ b,_1x"-!+… 的 首 项 分 别 是 ax”"，bx"， 
用 bnx” 除 asx" 得 到 “部 分 商 ”5i1asx"-”"， 取 

fi(x)=f(x)— br arr" "g(x) 


= ( anx” 十 Cu _1Xn 1 +，…) 一 bilanx" "(bnx™+ …) 


=(a_ 1 一 lc 1) x 1l + 


则 有 (x)=0 或 deg fi (x)<n. 以 上 过 程 可 以 用 如 下 的 竖 式 来 表示 : 


g(x) = f(x)= q(x): 
bx™ + Gaox + Gal + 一 
一 ) ax + * x LI + … 


下 
根据 归纳 假设 ， 存 在 gl (xz)，r(x)EFfxz] 使 
fi (x)= g(x)g(x)+r(x) 
且 r(x)=0 或 deg r(x) < deg g(x). 于 是 
f(x)= ba ar" "g(x) +fi(x)= q(x)g(x) + r(x) 
其 中 g(x) = bilanx"-"+ gi (x)EF[x]， g(x)，r(x) 符 合 要 求 . 
以 下 证 明 g(x)，r(x) 的 唯一 性 .如果 还 有 另外 的 (x)，7 (x) 满 足 同样 
的 条 件 
f(x)=g (x)g(x)+ri(x), 有 F(x)=0 或 deg i(x) < deg g(x), 
则 
0=(g(x)g(x) +r(x)) - (g(x)g(x) +i(x)) 
=(g(x)—- g(x))e(x) + (r(x) — F(x)) 
(g(x)- g(x))g(x)=7(x)— r(x) 
如 果 F(x)-r(x)z0， 则 g(x) -5(x) 关 0， 且 由 F(x)，r(x) 当 中 非 零 的 
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多 项 式 的 次 数 小 于 deg g (x) 知道 deg(i(x) -r(x))<deg g(x)， 于 是 

deg g(x)<deg q(x%)+deg(q(%)—- g(x))= deg(i(x)— r(x)) < deg q(x%) 
政 盾 . 

可 见 只 能 (xz)- r(xz)=0， 从 而 qg(z) -5(z)=0， 即 FF(x*)=r(xz) 且 
gqg (x) = (x). 唯一 性 得 证 . 

定理 5.1.1 中 由 f(x)，g(x) 唯 一 决定 的 g(x) 称 为 g(x) 除 f(x) 的 商 (integral 
quotient) ，r(x) 称 为 g(x) 除 A(x) 的 余 式 (remainder). 

由 带 余 除法 的 算法 知道 : 商 和 余 式 的 系数 都 是 由 被 除 式 f(x) 和 除 式 
g(x%) 的 系数 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 得 到 的 ， 因 此 仍 在 内. 如 果 除 式 的 首 
项 系数 为 1 或 -1， 则 商 和 余 式 的 系数 实际 上 由 f(x) 和 g(x) 的 系数 经 过 
加 、 减 、 乘 得 到 ， 如果 f(x)，g (x) 的 系数 都 是 整数 ， 商 和 余 式 也 都 是 整 
系数 多 项 式 . f(x)，g(x) 的 “系数 ”也 可 以 是 除了 x% 以 外 的 其 余 字 母 的 
多 项 式 ， 当 g(x) 的 首 项 系数 是 +1 时， 商 和 余 式 的 系数 也 是 这 些 字母 的 多 
项 式 而 不 会 出 现 分 式 . 

由 带 余 除法 知道 : 当 g(z) 关 0 时 ，g(z)1Az)eg(z) 除 F(xz) 的 余 式 等 


于 0. 比 时 将 g(x) 除 Kx) 的 商 9(z) 记 为 ， 


容易 验证 多 项 式 的 整除 的 一 些 简单 性 质 : 
(1) 如 果 f(x)|g(x) 且 g(x)|f(x)， 则 f(x) = cg(x) 对 某 个 非 零 常 数 c 
成 立 . 
(2) 如 果 f(x)|g(x) 且 g(x)|h(x), 则 f(x) | h (x). 
(3) 如 果 f/(x) 同 时 整除 g(x),… ,gi(x)， 则 了 (x) 整除 任意 的 
ui (x)g1 (Xx) + + ur (x) g(x) 
其 中 尺 (x),… ,w(x)E F[lx]. 


习 题 5.1 


1. 设 f(x)=3x3+5x -x+5, g(x)= x +2x+3. 求 g(x) 除 f(x) 的 商 g(x) 和 余 
式 r(x). 

2. (1) p，gq，m 满足 什么 条 件 时 ，(x - m)? 整除 x3 + px+g， 

(2) p，g 满足 什么 条 件 时 ,存在 m 使 (x - m)? 整除 x?+ px+g. 

3. 求 多 项 式 u (x), v(x) 使 w(x)(x-1)+v(x)(x+1) =1. 

4. (综合 除法 ) 设 f(x) = ax +a i++oax+oao 是 数 域 玉 上 的 多 项 式 ，cE 下 ， 
求证 ; x ~c 除 f(x) 的 商 g(x)=b,_1x" -1+ aa22+ + bix+ bo 和 余 式 + 可 以 用 如 下 的 
算法 得 出 : 
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a 
c tn dn] a a; 四 al 0 
+) cb 1 cb; cb! cbo 

bri bn -2 及 加 bi-i 六 加 bo 了 了 


其 中 =， =a+cb(VIs<isn)，r= ao+cbo. 

5. 利用 综合 除法 求 g(x) 除 f(x) 的 商 g(x) 和 余 式 r(x): 

(1) f(x)=2x4 -Sx+8, g(x)=x+3; 

(2) f(x)=x3 -x+2, g(x)=x+i. 

6. 将 f(x) 表 示 成 x = x-c 的 方 军 和 的 形式 bo+ bi(x-c)+ bx ec) + 

(1) f(x)=x5, c= -1; 

(2) f(x)=xi+tx +x +x+1, c=2. 

建议 考虑 如 下 两 种 方法 ; 

方法 1. 用 x -cc 除 f(x) 得 到 商 g(x) 和 余 式 r。， 再 用 x -< 除 g1 (x) 得 商 g; (x) 和 余 式 
mn， 用 *-e 除 9 (x) 得 到 商 qi,1(%) 和 余 式 7;,…， 直 到 g,。(%) 等 于 非 零 常数 q。 为 
止 ， 则 

f(x)=rotri(x-e)+t rr +r (x ec) ll+g (x—- ce)". 

方法 2. 令 y=x-c, 则 x=y+c, 代入 f(x) 中 得 f(y+c),， 展开 成 bo + biy+ 
by2+ … 的 形式 ， 再 将 y = x - c 代入 即 得 . 

7. 设 非 零 的 实 系数 多 项 式 /(x) 满 足 条 件 f(f(x)) = (f(x))" ,其 中 是 给 定 的 正 整 数 ， 
求 f(x%x). 

8. 给 定 正 整 数 >2, 求 非 零 的 实 系 数 多 项 式 f(x) 满 足 条 件 f(x*) = (f(x))*.， 


§5.2 最 大 公 因 式 


定义 5.2.1 设 f(x), g(x)E Flx]. 如 果 有 h(x)|f(x) 且 h(x)|g(x), 
则 称 h (x) 是 f(x)，g(x) 的 公 因 式 (common factor)， 如果 d(x) 是 f(x)，g(x) 
的 公 因 式 ， 并 且 f(x)，g(x) 的 所 有 的 公 因 式 都 整除 d(x)， 就 称 d(x) 是 f(x)， 
g(%) 的 最 大 公 因 式 (greatest common factor) . 

很 自然 要 问 : 任意 两 个 多 项 式 f(x)，g (x)E€ Flx] 是 否 一 定 有 最 大 公 因 
式 ? 如 果 有 ， 是 否 唯一 ? 

显然 ， 当 f(x)=g(x)=0 时 /f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 是 0. 当 g(x) 尖 
f(x)=0 时 g(x) 是 0 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 

设 f(x)，g(x) 都 不 为 0， 不 妨 设 deg f(x) 宇 deg g(x). 用 g(x) 除 f(x) 得 
到 商 9 (x) 和 余 式 ri (x). 由 ri (x)=f/(x) -gi(x)g(x) 知 道 f(%x) 与 g(x) 的 
任何 一 个 公 因 式 h (x) 都 整除 r(x)， 从 而 h(x) 也 是 g(x) 与 r(x) 的 公 因 式 . 
另 一 方面 ， 由 f(x)=gi(x)g(x)+ r(x) 也 知道 g(x) 与 r(x) 的 任何 一 个 公 因 
式 都 整除 f(x)， 从 而 是 f(x) 与 g(x%) 的 公 因 式 . 由 此 可 知 : f(x)，g(x) 的 公 因 
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式 集合 与 g(x)，ri(x) 的 公 因 式 集合 相同 .只 要 g(x)，ri(x) 有 最 大 公 因 式 
d(x) 被 所 有 的 公 因 式 整 除 ， 那 么 d(x) 也 是 f(x)，g(x) 的 公 因 式 并 且 被 f(x)， 
g(x) 所 有 的 公 因 式 整除 ， 因 而 d(x) 也 是 f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 . 因此 ， 求 
fA 用 x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 的 问题 就 转化 成 求 g(x)，ri(x) 的 最 大 公 因 式 的 
问题 . 

如 果 ri(x) =0， 则 g(x), 0 的 最 大 公 因 式 g(x) 就 是 f(x)，g (x) 的 最 大 公 
因 式 . 

如 果 ri(x) 关 0， 再 用 ri(x) 除 g(x) 得 到 商 g,(x) 和 r(x)， 如果 mr (x) 0， 
再 用 m”: (zx) 除 ri(x). 重复 此 过 程 可 以 得 到 一 系列 多 项 式 

f (x), gx) rr), rx) ,r(x), 

其 中 每 个 n(x) 是 ni_1(x) 除 ri_2(x) 的 余 式 (为 叙述 方便 ,约定 ro (x) = g(x)， 
r_-i(x)=/(x))， 因而 ri_1(x)，ri(%) 的 公 因 式 集合 等 于 .2(x)，ri_1(x) 
的 公 因 式 集合 . 由 于 r(x) 的 次 数 随 着 & 的 增长 不 断 降低 ， 最 后 必然 得 到 一 个 
rm+i(%)=0 关 rm(x)， rm(x) 与 ri1(x) 有 最 大 公 因 式 1,,(x)， 它 也 就 是 所 有 的 
re_1(X)，TE(X)Ck=m,m 一 1,…,0) 的 最 大 公 因 式 . 特别 ，r,, (x) 是 f(x)， 
g(x) 的 最 大 公 因 式 . 

这 就 证 明了 任意 f(x)，g(x)E€ F[x] 都 有 最 大 公 因 式 ， 并 且 给 出 了 一 个 求 
最 大 公 因 式 的 算法 . 这 个 算法 是 由 一 系列 带 余 除法 组 成 ， 称 为 轧 转 相 除 法 ， 又 
称 欧 几 里 得 算法 (Euclidean algorithm ) . 

还 需要 讨论 最 大 公 因 式 是 否 唯一 . 当 f(x) = g(x) =0 时 它们 的 最 大 公 因 
式 0 显然 是 唯一 的 . 设 /(x)，g(x) 不 全 为 0， 且 di(x)，ds(%) 都 是 f(x%)， 
g(%) 的 最 大 公 因 式 ， 则 它们 都 不 为 0 且 相 互 整除 ，d,(x) = cdi(x) 对 某 个 非 零 
常数 。 成 立 ， 因 此 ，/(x)，g(x%) 的 任意 两 个 最 大 公 因 式 互 为 非 零 常数 倍 ， 如 
果 将 di(x) 与 它 的 非 零 常数 倍 cd (x) 看 成 “实质 上 ”相同 ， 在 这 个 意义 上 可 以 
认为 最 大 公 因 式 是 唯一 的 . 为 了 追求 真正 的 唯一 性 ， 我 们 选 di (x) 的 非 零 常 
数 倍 d(x) = a 1di(x)( 其 中 a 是 d1(x) 的 首 项 系数 ) 使 4(x%) 是 首 一 多 项 式 ， 将 
它 作为 最 大 公 因 式 的 代表 . 那么 ，/(x)，g(x) 的 首 一 的 最 大 公 因 式 是 唯一 的 ， 
记 作 (f(x),g(x)). f(x)，g(x) 的 所 有 的 最 大 公 因 式 就 是 (f(x),g(x)) 的 所 
有 的 非 零 常数 倍 . 

例 1 试 求 /(x) =2x3 -3x+4，g(x)=x? -2x+3 的 最 大 公 因 式 (f(x)， 
g(x))， 并 尝试 将 (f(x)，g(x%)) 在 有 理 数 域 上 写成 f(x)，g(x) 的 售 式 之 和 

(f(x),g(x))= u(x)f(x) + v(x)g(x) 

的 形式 使 w(x)，v(x)EQ[xj. 

解 上 节 例 1 中 已 经 求 得 g(x) 除 /f(x) 的 余 式 r(x)= -x-8， 商 
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dg (xz)=2x+4. 再 用 r(x)= ~x-8 除 g(x)=x -2x+3， 得 余 式 r(x)= 
83 和 商 g(x)= -x+10. 显然 r, (x) = 83 除 r, (x) 的 余 式 r; (x) =0. 因此 
83 是 f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 ,，(f(x),g(x))=1. 
我 们 有 
r2 (x)=83= g(x)— g(x)ri(x) (5.2.1) 
ri(x)=f(x)- q(x)g(x) (5.2.2) 
将 (5.2.2) 代 入 (5.2.1) 得 到 
r2 (x)=83= g(x)— g(x)(f(x)- g(x)g(x)) 
= — g(x)f(x) + (1+ g(x)gi(x))g(x) 
=(x—10)f(x) + (1+(~-x+10)(2x +4))g(x) 
=(x—10)f(x)+(~2x +16x+41)g(x) 


(f(x) ,g(r)) =1= 训 (% -10)/(x) + 站 人 -2x2+16x+41)g(z) 
可 见 w(x)f(x)+v(x)ge(x)= (f(x),g(x))=1 对 


_1,._ 10 _ _ 22,.16 41 
u(x)=83*-83 *(*)= -5 +83*+83 


成 立 


将 前 面 关于 f(x)，g(x%) 的 最 大 公 因 式 的 结论 总 结 成 下 面 的 定理 : 
定理 5.2.1 对 任意 /f(x)，g(x)E FLlx1], 在 [x] 中 存在 f(x)，g(x) 的 
最 大 公 因 式 d4(x),， 且 d(x) 可 以 表示 成 为 1/(x)，g (x) 的 售 式 之 和 ， 即 存在 
u(x)，v(x)EF[lxj] 使 
d(x)=u(x)f(x)+ v(x)g(x) 
证 朋 最 大 公 因 式 d(x) 的 存在 性 前 面 已 经 证 明 ， 以 下 证 明 uw (x), v(x) 
的 存在 性 . 
如 果 f(x)，g(x) 中 至 少 有 一 个 为 0， 比 如 f(x) =0， 则 4d (x) 一定 是 g(x) 
的 常数 亿 cg(x)，d(x) =0+ cg(x)=1f(x)+ cg(%x) 成 立 , wu (x)=1,v(x)=c 
符合 要 求 . 
设 f(x)，g(x) 都 不 为 0， 且 不 妨 设 deg F(x)>=>deg g(x). 按 最 大 公 因 式 的 
求法 ， 有 
fx), gx), rz) rm(xz) rnrix) 
使 每 个 mr (x)(1<k<mt+t1) 是 _1(x) 除 7 _,(%x) 的 余 式 ， 商 为 g; (x) (约定 
ro(x)= g(x),r_i(%)=f(x)). 其 中 民 , (x) 关 0= ravi(x)，r, (x) 就 是 f(x%x)， 
g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 且 任何 一 个 最 大 公 因 式 d(x) = cr,,(x)，c 是 非 零 常数 . 
我 们 有 
ri (x)=/f(x)- qi(x)g(x) 
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这 说 明 rn (x) 是 f(x)，g(x) 的 倍 式 之 和 . 代入 r(x)= g(x) -g(x)ri(x) 并 
整理 得 
r(x)=(~ g(x))f(x) + (1+ q(x)qi(x))e(x) 
这 说 明 r, (x) 可 写成 x)，g(x) 的 倍 式 之 和 的 形式 
rz (x)= w(x)f(x) + v(x)g(x) 
其 中 uw, (x),， v(x)E FIx]. 
一 般 地 ， 设 已 将 所 有 的 r; (x)(1<is<k-1) 都 表示 为 f(x)，g(x) 的 售 式 
之 和 的 形式 
ri (x)= u(x)f(x)+ v(x)e(x), 其 中 以 (x), vi(x)E FI[x] 
将 .a(x)，ri_1(%) 的 表达 式 代 入 等 式 
re (xX) = rex) — g(x)re_1(x) 
经 整理 得 到 
mxz)=(a 2(x) — g(x) ur ix))Fz)+( a(x) — ge(x v(x)) g(x) 
这 就 将 n(x) 写 成 了 
re (x)= u(x)f(x) + v(x)gl(x), 其 中 w(x), v(x)E F[x] 
重复 这 个 过 程 ， 最 后 得 到 
rm (xX) = un(x)f(x) + v(x)g(r), 其 中 u(x), v(x)E FEx] 
于 是 对 f(x)，g(x) 的 任意 一 个 最 大 公 因 式 d(x) = cer,(x) 有 
d(x)= crn(x)= u(x)f(x) + v(x)g(x) 
其 中 (x)= cun(x), v(x)= cv, (x). 
以 上 定理 5.2.1 的 证 明 过 程 实际 上 给 出 了 求 w(x)，v(x) 的 算法 . 


例 2 试 将 分 数 一 一 二 一 二 的 分 子 分 母 乘 以 适当 的 根 式 将 分 母 有 理化 . 
3+2V2+V4 
解 ” 分 母 可 以 看 成 是 有 理 系 数 多 项 式 /(4) =3+2x+ x? 中 将 x 换 成 和 2 得 到 
的 f(Y2)， 另 一 方面 ，g(32) = 0 对 有 理 系数 多 项 式 g(x) = wx? -2 成立. 
先 用 轧 转 相 除 法 求 /(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 d(x): 


gq2 (%) f(x) g(x%) gi (x) 
x -2 x +2x+3 x -2 *-2 
MX2 + 4% Xx + 2x + 3x 
—2x+3 -2xz2-3x-2 
-2x 一 8 -2x2-4x -6 
r(x)=11 ri(x)=x+4 


可 见 d(x)= r(x)=11 是 所 x)，g(%) 的 最 大 公 因 式 . 将 ri (x)= g(x)- 
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gi(x)f(x) 代 入 r(x)=f(x) -g(x)ri(x)， 整 理 得 
ro (x)=11=(1+ g(x)gi(x))f(x) — g(x)g(x) 
=(1+(x-2)(%—-2))f(x)—- (x -2)g(z%) 
= (x -4x+5)f(x)- (x-2)g(x) 
= (x -4x+5)(x +2x+3)- (x -2)(x’ -2) 
将 x=Y2 代 入 ,得 
11= (4-4 疫 +5)( 煌 +2 沪 +3) 
因此 ， 将 原来 的 分 数 分 子 分 母 同 乘 Y4 -4Y2 + 5 即 可 将 分 母 化 为 有 理 数 11: 
1 V4-4Y2+5 _4-4 信 +5 
3+22+W4 (3+2+W4)M4-4+5) ll 

定义 5.2.2 ”如果 (f(x),g(x)) =1, 就 称 /f(x) 与 g(x) 互 素 (relatively prime)， 口 

定理 5.2.2 f(x)，g(%) 互 素 名 存在 w(x),， v(x)EF[xj 使 ww (x)f(x)+ 
v(x)g(x)=1. 

证 明 由 定理 5.2.1 知道 ， 如 果 f(x)，g(x) 互 素 ， 则 满足 条 件 的 w(x%)， 
2(x) 存 在 . 

有 反 过 来 ， 设 有 w(x), v(x)EF 
f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 整 除 1， 只 
这 说 明了 f(x)，g(x) 互 索 . 

多 项 式 的 最 大 公 因 式 、 互 素 的 概念 也 可 以 推广 到 FF[x] 中 任意 有 限 个 多 项 
式 fi (x), ,f(x)(s>=2). 

对 严 [xj 中 任意 个 多 项 式 f; (x)(1<i<s)， 如 果 h (x) 整除 所 有 这 些 多 
项 式 f(x)， 就 称 h (x) 是 f(x)(1<iss) 的 公 因 式 . 如 果 f; (x)(1<i<;s) 的 
某 个 公 因 式 d(x) 被 所 有 的 公 因 式 整除 ， 就 称 d(x) 是 最 大 公 因 式 ， 此 时 d(x) 的 
非 零 常数 倍 cd(x)(0z cEF) 就 是 f; (x)(1< 衣 ss) 的 全 体 最 大 公 因 式 ， 且 当 
d(x) 了 0 时 f(x)(1s<sisgs) 有 唯一 的 一 个 首 一 的 最 大 公 因 式 ,， 记 为 
(fi(%x) ,f(x)). 

如 果 所 有 的 f(x) = 0， 则 它们 的 最 大 公 因 式 等 于 0， 否则 所 有 的 请 (x) 
(1<igs) 的 最 大 公 因 式 就 是 其 中 不 等 于 0 的 那些 多 项 式 f(x),…,fi(*) 的 最 
大 公 因 式 . 并 且 (fi (x*)， ,fi (x)) = (Cf x), fi (x)), 无 (z)) 对 
1 =2,3,… ,此 成立. 

同样 可 以 得 到 : 

定理 5.2.3 对 f(x),…,f.(x)€ Flx] 的 任意 一 个 最 大 公 因 式 4(x), 存 
在 wi (x),…,u(x)E€ F[xj] 使 

ui (Xx)fi(x) + + u(x)f(x)= d(x) 口 


[x] 使 w(x)f(x)+ v(x)gel(x)=1， 则 
能 为 非 零 常数 ， 因 此 (f(x),g(x))=1， 
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当 ( 有 1(x),…,f(x)) =1 时 我 们 同样 称 f(x),…,f(x) 互 素 . 同样 可 以 
证 明 
定理 5.2.4 f(x)E€ Flxj(1<k<s) 互 素 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 F [x] 
中 的 一 组 多 项 式 w(x)(1s<k<s) 使 
ui (x)fi(x) + tu (x)f (x)=1 
定义 5.2.3 ”对 任意 fi (x), p(x)，g(x)E FLx]， 如 果 g(x)|1(fi(x)- 
(x))， 就 称 f(x) 与 fp (x) 模 g(x%) 同 余 (congruent modulo g(x))， 记 为 
有 (x) 三 (x)(mod g(x))， 当 g(x)z0 时 这 也 就 是 说 有 (x)， 记 (x) 被 g(x) 除 
的 余 式 相等 ， 像 jx) 二 f(x)(mod g(x)) 这 样 的 表示 多 项 式 同 余 的 式 子 称 为 
多 项 式 的 同 余 式 (congruence of polynomials). 
容易 验证 多 项 式 的 同 余 式 的 如 下 简单 而 有 用 的 性 质 : 
命题 5.2.5 对 任意 fi (x)= hi(x)(mod g(x)) 有 fy (x)= h(x)(mod g(x)), 
以 下 同 余 式 成 立 : 
f(x)+fo(x)=h (rx) + h(x)(mod g(x)) 
fi (x)flx)=h (x)h(x)(mod g(x)) 
证 明 由 已 知 条 件 ，g(x) 整 除 f(x) -h(x) 及 (x) -h(x)， 从 而 整除 
它们 的 和 与 差 
(fi(x)— hx)) falx) — hx)) = (fi(x) + fx))- (hi(x) + h(x)) 
这 就 是 说 


f(x)if(x)=h (x) + h(x)(mod g(x)) 
并 且 
fi (xfolx)— hx) hr) = 万 (z)Pz) -hz)POxz)+Rxz)POz) ~ hi(x) h(x) 
= (fi(x)— h(x))folx) + h(x) (fax) — h(x)) 
是 用 (x) -h(x) 与 (x) -h(x) 的 倍 式 之 和 ， 因 此 被 g(x) 整除. 这 说 明 
fi (x)fax)=h (x) h(x) (mod g(x)) 
f(x)，g(%) 互 素 的 充分 必要 条 件 u(x)f(x)+ v(x)g(x) =1， 可 以 用 同 
余 式 表达 为 


u(x)f(x)=1 (mod g(x)) 
因此 有 : 
引 理 5.2.6 f(x)，g(x)E€ FF[x] 互 素 作 存在 wu (x)E€ FI[x] 使 
u (x)f(x)=1 (mod g(x)) (5.2.3) 
我 们 知道 : 在 多 项 式 环 F [x] 中 只 有 非 零 常数 c。 才 有 逆 。.-!E [x] 使 
cc=1， 而 对 次 数 宇 1 的 多 项 式 f(x)E F[x]， 则 不 存在 w(x)E F[x] 使 
w(x)f(x)=1， 也 就 是 说 f(x) 在 F[x] 中 不 可 逆 , 但 同 余 式 (5.2.3) 却 可 以 理 
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解 为 : 
f(x) 模 g(x) 可 逆 ， u(x) 是 f(x) 模 g(x) 的 道 . 
由 此 很 自然 想到 : 
(1) 有 i (x),…,f.(x) 模 g(x) 可 逆 苇 它们 的 乘积 f(x)…f(x) 模 g(x) 
可 逆 . 
(2) 如 果 广 (z)P(xz)=0(mod g(x)) 且 广 (xz) 模 g(x) 可 逆 ， 逆 为 ul (x)， 
则 可 在 f(x)fp(x)=0 (mod g(x)) 两 边 同 乘 ui (x) 消 去 户 (*) 得 到 户 (*)=0 
(mod g(x%)). 
翻译 成 多 项 式 互 素 的 语言 ， 就 是 : 
定理 5.2.7 (1) 如 果 f(x),…,f/(x) 都 与 g(x) 互 素 ， 则 它们 的 乘积 
用 (x)…f.(x) 与 g(x) 互 素 . 
(2) 如 果 (x) 与 g(x) 互 素 ， He(x)| (fi(x)fo(x)), 则 g(x)| f(x). 
证 明 (1) 对 每 个 1<is<s,， 由 于 f(x) 与 g(x) 互 素 ， 存在 ui (x)€ 
FLx|] 使 
u (x)fi(x)=1 (mod g(x)) 
因此 所 有 的 wu; (x)fi(x)(1<iss) 的 乘积 
(wx)fi(x)) (Cu (x)f (x))=1 (mod g(x)) 
即 
(wx) u(x)) (fi(x) f(x))=1 (mod g(x)) 
这 说 明 fi (x)…/(x) 与 g(x) 互 素 . 
(2) (x) 与 g(x) 互 素 寺 存在 wi (x)E Flxj 使 w(x)fi(x)= 
1 (mod g(x)). 
gx) | (fi(x)fo lx))Sf (x)f(x)=0 (mod g(x)) 
两 边 同 乘 u(x) 得 : ui (x)fi(x)f(x)= ul (x)0=0 (mod g(x)). 
将 ui (x)fi(x)=1 (mod g(x)) 代 入 得 : fp (x)=0 (mod g(x))， 即 
g(x)|fr (x). 口 
§ 2.7 例 5 关于 整数 的 余数 的 中 国 剩余 定理 可 以 推广 到 多 项 式 : 
定理 5.2.8 (中 国 剩余 定理 ) 设 gl (x),…,g,(%) 是 数 域 上 任意 一 组 两 
两 互 素 的 多 项 式 ， 方 (x),…,f.(x) 是 F [x] 中 任意 一 组 多 项 式 ， 则 存在 
f(x)E F[xxj 使 
f(x)=f(x)(mod g(x)) 
对 1<i<s 成 立 . 
证 明 对 每 个 g (x)E€ FLx]， 设 每 个 g; (%) 除 p(x) 的 余 式 为 r,(x), 记 
op (x)=(ri(x),", r(x)) 
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只 要 能 对 每 个 1 三 is<s 找到 一 个 h(x)E FLxj 使 
oh; (x%) = (0,.,0,1,0,.…) (5.2.4) 
人 
第 i 分 量 
则 f(x) = 有 Cx)hi(x) + +(x)h(x) 对 1<is<s 满足 条 件 


Ho)= DR) (4) (mod gi(#)) 


h; (xz) 满足 的 条 件 为 
g; (x)|h (x), Vjzi; Bh (x)=1 (mod g(x)) 
记 
Yi (x) = 了 Bi (%) 
为 除了 g; (x) 以 外 所 有 其 余 的 gj(x)(1<js<s,jx i 的 乘积 .由 于 每 个 g; (x) 
(j 关 让 与 g;:(%) 互 素 ， 由 定理 5.2.7 知道 它们 的 乘积 y; (x) 也 与 g;(x) 互 素 . 于 
是 存在 u; (x ) 使 
u; (x)Yi(x)=1 (mod gi(x%)) 

取 h(x)= w(x)Yi(x)， 则 h(x) 被 所 有 的 g; (x)(jz 让 整除 ,是 h(x)=1 
(mod gi(x)). 可 见 h(x) 满足 条 件 (5.2.4). 于 是 f(x)= f(x)hi(x)+…+ 
大 (x)h,(x) 满 足 要 求 . 


习 题 5.2 
1. 求 下 列 多 项 式 的 最 大 公 因 式 和 公共 根 ;: 


f(x)=x3 -2x +2x-1, g(x)= x -x +2x -x+l 

并 将 它们 的 最 大 公 因 式 (f(x),g(x)) 写 成 w(x)f(x)+v(x)g(x)= (f(x),g(x)) 的 
形式 . 

2. 设 P [xj 中 的 多 项 式 f(x)，g(x) 互 素 . 求证 : 存在 唯一 一 组 w (x), v(x)E€P[x] 
使 w(x)f(x)+v(x)g(x)=1H deg u(x)<deg g(x), deg v (x) < deg f(x). 

3. 对 如 下 的 多 项 式 f(x)，g(x), 求 次 数 最 低 的 多 项 式 w(x)，v(x) 使 w(x)f(x)+ 
v(x)g(x)=1. 

(1) f(x)=x3, g(x)= (x-3); (2) f(x)=x3-3, g(x)= x -2x+3. 

4. 如 果 两 个 整 系数 三 次 方程 有 公共 的 无 理 根 ， 那 么 它们 还 有 另 一 个 公共 根 ， 


5. 将 分 数 一 -的 分 子 分 母 同 乘 以 适当 的 数 ， 将 分 母 化 成 有 理 数 . 
V9 -2V3+3 
6. 设 Fx) 是 22+1 次 多 项 式 ，nm 为 正 整数 ，f(x)+1 被 (x -1)" 整除 ， F(x) -1 被 
(x+1)" 整 除 . 求 f(x). 
7. 求 次数 最 低 的 多 项 式 f(x)， 使 它 被 x? 除 的 余 式 为 x* + 2x + 3， 被 (x -3)? 除 的 余 式 
为 3x 7. 
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A! 0 
8. 已 知 多 项 式 rr (x)=x +2x+3, r(x)=3x-7. wt- | 中 
2 
B! 0 
| | 其 中 
0 8B, 


0 1 0 3 2 1 
3 1 2 3 
4 = 0 1|,， 4,= ,Bi=|0 3 2|, 8,= . 
0 3 0 2 
0 0 .03 


试验 证 mn (41) = B1，r, (4,) = B,. 并 求 一 个 最 低 次 数 的 多 项 式 f(x) 使 {(4)=B. 
9. 设 多 项 式 (x),… ,h(x) 的 最 大 公 因 式 等 于 1，4 € rx"，XE "x1 求证; 如 果 
f(A4)X=O 对 1<igk 成 立 , 则 对 = 0. 


$5.3 因 式 分 解 定理 


在 中 学 数学 中 就 学 过 一 些 非常 初步 的 因 式 分 解 方 法 ， 尝 试 将 一 些 具 体 的 多 
项 式 分 解 为 不 能 再 分 解 的 因 式 的 乘积 . 当然， 在 那里 不 可 能 对 一 些 重要 的 问题 
深入 讨论 : 比如， 什么 是 不 能 再 分 解 的 多 项 式 ? 怎样 判别 并 证 明 多 项 式 能 否 再 
分 解 ” 因 式 分 解 的 答案 是 否 一 定 唯 一 ? 

首先 ， 多 项 式 能 否 再 分 解 与 所 规定 的 系数 范围 有 关 . 比如 要 进行 x*+ -4 的 
因 式 分 解 ， 在 有 理 数 范 围 内 ， 分 解 成 

x4—-4= (x +2)(x? -2) 
就 已 经 不 能 再 分 解 了 . 在 实数 范围 内 还 可 以 将 x? -2 再 分 解 为 (x +V2)(x -V2)， 
因而 
x4 ~4= (x +2)(x+V2) (x -v2) 
是 最 后 的 答案 . 在 复数 范围 内 则 还 可 以 将 x* + 2 再 分 解 为 (x +V2i)(x -V2i)， 
因此 
x 4=(x+V2i) (x -V2i) (x +Y2) (x V2) 

才 是 最 终 的 分 解 结果 . 

定义 5.3.1 如 果 下 fx] 中 次 数 >=1 的 多 项 式 F(x) 能 够 分 解 为 [x] 中 两 个 
次 数 宇 1 的 多 项 式 f(x)，fo(x) 的 乘积 ， 就 称 f(x) 在 数 域 上 可 约 (reducible). 
如 果 不 能 作 这 样 的 分 解 ， 就 称 f (zx) 是 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 (irreducible 
polynomial) . 口 

以 上 定义 中 的 “可 约 ” 就 是 能 够 再 进行 因 式 分 解 ， 不 可 约 就 是 不 能 分 解 . 
注意 : 只 有 将 多 项 式 /(x) 分 解 为 次 数 宇 1 的 因 式 h(x)，f(x)( 因 而 也 就 是 次 
数 < deg f(x) 的 因 式 ) 的 乘积 ， 才 能 算是 “真正 的 ” 因 式 分 解 . 而 从 多 项 式 中 
分 解 出 非 零 常数 因子 不 能 算是 因 式 分 解 ， 比 如 将 x +V2i 分 解 为 i ( -ix +V2) 就 
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不 能 算是 因 式 分 解 . 这 样 规定 的 原因 是 : 非 零 常数 是 FLxj] 中 的 可 逆 元 ， 因 而 
F 中 每 个 非 零 常数 。 都 是 任何 多 项 式 f(x) 的 因 式 : f(x) = ce-LF(x)， 如 果 允 
许 这 样 的 “ 因 式 分 解 "， 那 么 每 个 多 项 式 都 可 以 再 分 解 ， 因 式 分 解 就 永远 不 能 
完成 了 . 这 正如 在 整数 的 因子 分 解 中 不 能 将 + 1 作为 素 因 子 ， 不 能 将 2=1x2 
或 2=(-1)x(-2) 认 为 是 真正 的 分 解 一 样 . 

由 不 可 约 多 项 式 的 定义 还 可 以 知道 : F [x] 中 的 一 次 多 项 式 都 是 不 可 约 多 
项 式 . 

由 定义 还 可 以 知道 : 不 可 约 多 项 式 p(x) 的 因 式 只 有 非 零 的 常数 ec， 以 及 
p (x) 的 非 零 常 数 倍 cp (*)， 除 此 之 外 没有 别 的 因 式 . 因此， 如 果 p(x) 不 整 
除 多 项 式 f(x)E F [x]， 就 一 定 有 (p(x),f(x)) =1， 特别 地 ， 当 0 < deg f(x) 
< deg p (x) 时 一 定 有 (p(x),f(x))=1. 

于 是 ， 由 定理 5.2.5 知道 : 如 果 不 可 约 多 项 式 p (x) 整除 [x%] 中 若干 个 
多 项 式 A (x),…,f,;(x) 的 乘积 ,那么 p (x) 一 定 整 除 其 中 某 一 个 A (x). 

定理 5.3.1( 因 式 分 解 及 唯一 性 定理 ) 数 域 上 每 一 个 次 数 >1 的 多 项 式 
f(x) 可 以 分 解 为 [Lx] 中 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 并 且 分 解 式 在 如 下 的 意 
义 下 是 唯一 的 ， 如 果 有 两 个 分 解 式 

f(x)= p(x)p, (x) = gi(x) g(x), 

则 上 =s， 且 将 不 可 约 因 式 g(x),…, g(x) 适当 地 排列 之 后 可 以 使 g; (x) = 
cipi(*) 对 1<isgs 成 立 ， 其 中 c,…,c, 是 中 的 非 零 常数 . 

证 明 先 对 n = deg f(x) 用 数学 归纳 法 证 明 分 解 式 的 存在 性 . 

当 n=1 时 f(x) 不 可 约 ， 无 须 再 分 解 . 

设 n>>2， 并 且 次 数 低 于 n 的 多 项 式 都 可 以 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 
果 /(%) 不 可 约 ， 无 须 再 分 解 ， 若 不 然 ，f(*) 可 分 解 为 两 个 次 数 大 于 等 于 1 的 
多 项 式 f(x)，fo(x%) 的 乘积 . 且 deg fi (x)=n-deg f(x)< n, deg f2 (x) = 
ndeg fi1(x)<n. 由 归纳 假设 ， f(x)，fs(x) 都 能 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 
乘积 : 

fi (x)=pi(x) p(x), folx)= peri( x)" ps (x). 

于 是 A(x) 是 不 可 约 多 项 式 p; (x)(1<i<s) 的 乘积 . 

由 数学 归纳 法 原理 ， 任意 次 数 的 多 项 式 都 能 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 

现在 证 明 分 解 的 唯一 性 . 设 
f(x)= p(X) p(x) = q(x) g(x) 

其 中 所 有 的 p; (x)，g(%) 都 是 不 可 约 多 项 式 . 

当 s=1 时 f(x) = pi(x) 本 身 就 是 不 可 约 多 项 式 ， 不 能 再 分 解 . 。 = 上 = 1 且 
pi (x) = f(x) = qi(%*) 成 立 . 


85.3 因 式 分 解 定理 2S1 


设 *2， 并 且 设 分 解 的 唯一 性 对 * - 1 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 成 立 

由 于 pi (x) 整除 ol (*),…,q(xz) 的 乘积 和 (xzx)， 因 此 p, (xx) 整 除 某 个 
gj (xz)、 适当 排列 9 (x) 92) 的 顺序 可 使 pj (x)| gi (x). 由 gi (x) 不 可 
约 及 deg pl (x) 宕 1 知 gi (x)=cipi (x)， 0 ciE 下 . 于 是 

fi (x)=p2 (x)p (x)= cr ga (xz) g(x) 
有 (x) 是 s -1 个 不 可 约 多 项 式 p, (x),…,p,(x) 的 乘积 . 由 归纳 假设 知道 
s-1=t~1， 并 且 适 当 重 排 不 可 约 因 式 cf 1g, (x),g3(x),…,g,(%) 的 顺序 之 后 
可 以 使 
p2 (x%)=c2cr ga (xz)，Px)=cg(x)(V3<i<s) 

成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 ， 分 解 的 唯一 性 对 所 有 的 多 项 式 f(x) 成 立 . 口 

例 1 在 有 理 数 域 上 对 x”- 1 进行 因 式 分 解 . 


解 x5-1=(x3)” -1=(x3-1)(xz2+x9+wx5+X3+1) 


=(x-1)(xz2+x+l)(x2+x+x+x3+1ly) (5.3.1) 
另 一 方面 ， 。 
zx-~-1=(x5)3-1=(x5-T1)(xo+x+1l) 
=(x -1)(x4+x%3+x+X+l1)(xz0+x+1) (5.3.2) 


比较 分 解 式 (5.3.1)，(5.3.2). (5.3.1) 中 的 因 式 x?+ x+1 没 有 有 理 根 ( 实 
际 上 没有 实 根 )， 因 此 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 它 应 当 是 (5.3.2) 中 某 个 
因 式 的 因 式 . 易 见 x*+ x+1 不 整除 x-1 及 x1+x+x?+%x+1， 做 除法 可 知 
x2+X+1 整 除 x+x +1，, 商 为 x*-x +x5-x*+x3?-x+1， 于 是 由 分 解 式 
(5.3.2) 得 

x =(x-1)(x tr+1)(xt+ x +x + r+l1). 
(xs -x +A Xt+x -r+l1) (5.3.3) 

这 就 是 x*” -1 在 有 理 数 域 上 的 分 解 式 , (虽然 在 这 里 我 们 还 不 会 证 明 其 中 
的 因 式 汐 + 妇 +x2+X+l 与 -x+s-xw+o-x+l 的 不 可 约 性 .) 口 

在 多 项 式 Ax) 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 的 分 解 式 

f(x)= pi(x)"p, (x) 
中 ， 我 们 通常 将 每 一 个 不 可 约 因 式 p; (%) 的 首 项 系数 提出 来 ， 将 它 化 为 首 一 的 
不 可 约 多 项 式 . 并 且 将 相同 的 p; (%) 的 乘积 写成 p; (x) 的 短 的 形式 ， 这 样 就 将 
上 所 zx) 的 分 解 式 写成 
f(x) = cp1(x) "pa x) PCX) 人 

的 形式 ， 其 中 的 p; (x)(1<is<k) 是 两 两 不 同 的 首 一 的 不 可 约 因 式 ， 而 nj,…， 
ns 都 是 正 整 数 . 这 样 的 分 解 式 称 为 标准 分 解 式 (standard decomposition). 

如 果 已 经 有 了 f(x)，g (x)E FLx] 的 标准 分 解 式 ， 就 能 够 直接 写 出 f(x)， 
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g(x) 的 最 大 公 因 式 

(f(x) ,g(x)) = px) p, (x)™ 
其 中 pi (x),…,p,(x) 是 在 f(x)，g(x) 的 标准 分 解 式 中 同时 出 现 的 不 可 约 因 
式 ， 每 个 p; (x)(1<is<7) 的 宕 指数 m 是 p; (x) 在 f(x)，g(x) 中 的 方 蹇 指数 
中 较 小 的 一 个 . 特别 ， 如 果 /(x)，g(x) 的 标准 分 解 式 中 没有 公共 的 不 可 约 因 
式 ， 则 (f(x),g(x))=1. 

因 式 分 解 的 定理 在 理论 上 很 重要 ， 但 并 不 能 对 实际 的 分 解 过 程 提供 具体 的 
方法 . 因 式 分 解 是 一 个 很 困难 的 问题 ， 并 没有 一 个 能 够 包 打 天 下 的 有 效 的 方 
法 . 因此 ， 一般 说 来 ， 对 于 给 定 的 多 项 式 /(x)，g(x), 求 /(x)，g(x) 的 最 大 
公 因 式 的 最 有 效 的 方法 还 是 轧 转 相 除法 . 


习 题 5.3 


1. 在 有 理 数 域 上 分 解 因 式 x+x5+x2+x+x+x3+1l. 
2. 利用 多 项 式 的 因 式 分 解 的 唯一 性 ， 证明 x* -10x*+1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 


$5.4 多 项 式 的 根 


1. 多 项 式 的 根 与 一 次 因 式 
定义 5.4.1 在 多 项 式 f(x)= ao+alx+ax+…+a ER[x] 中 将 >x 换 成 
数 cE FF， 得 到 的 数 ao + alc+ qc:+…+ gnc"EF 称 为 f(x) 当 x = ec 时 的 值 ， 记 
作 f(c)， 如 果 f(c) =0， 就 称 c 是 f(x) 的 一 个 根 (root) 或 零点 (zero point) . 
注意 多项式 f(x) 中 的 字母 x 本 来 不 是 代表 一 个 数 . 当 我 们 将 x 用 来 代 
表 F 中 数 的 时 候 ， 就 是 将 /(%) 看 成 定义 域 上 的 一 个 函数 f/: cr>f(c). 另 一 
方面 ， 对 任意 一 个 给 定 的 数 cE FF，f(x)m>f(c) 定 义 了 FF [x] 到 FF 中 的 一 个 映 
射 ， 这 个 映射 保持 加 法 、 减 法 、 乘 法 ， 即 
flx)+ g(x)= s(x), fx)- g(x)=h(x), f(x)e(x)= p(x) 
fl(ec)+g(c)=s(c), fle)- gl(c)=h(e), flec)g(c)= ple). 
也 就 是 说 : 在 多 项 式 的 等 式 中 将 x 替换 成 正中 任何 一 个 数 c， 都 得 到 关于 数 的 
等 式 . 在 这 个 意义 上 ， 我们 将 多 项 式 的 等 式 称 为 恒等式 . 反 过 来 ， 对 两 个 不 相 
等 的 多 项 式 f(x)，g(x)，f(c)=g(c) 却 可 能 对 某 些 和 EF 成 立 ， 此 时 我 们 说 
c 是 方程 f(x) = g(x) 的 解 . 
定理 5.4.1 (余数 定理 ) 用 一 次 因 式 x - e 除 多 项 式 f(x)， 得 到 的 余 式 等 
于 常数 Ac). 
( 因 式 定理 ) (x-c)|f(x)Sf(e)=0. 
证 明 设 x=-e 除 F(x) 的 商 为 9(x)， 余 式 为 r(*). 则 r(x)=0, 或 
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deg r(x)<deg (x-4a)=1 因而 deg r(x)=0. 总 之 ， r(x) 是 某 个 常数 +， 我 
们 有 
f(x)= q(x)(x—-c)+r 
将 x 换 成 c 得 到 f(c) =r， 因此 余 式 等 于 f(c). 
特别 ，(x -ce)|f(x)Sr=0Sf(e) =0. 

定理 5.4.2 (1) 设 0z/(x)EF[lix]j, 且 deg f(x)=n， 则 f(x) 在 下 中 不 
同 的 根 的 个 数 不 超 过 n. 

(2) 设 FF[xj] 中 的 多 项 式 f(x)，g(x) 的 次 数 都 不 超过 n. 如 果 有 n+1 个 
不 同 的 数 ci 使 f(c;) = g(c)(l<iasn+1), 则 f(x)= g(x). 特别 ， 如 果 有 无 
穷 多 个 不 同 的 数 ec 使 Fec) = g(c), 则 f(x)= g(x). 

证 明 (1) 如 果 f/(x) 在 FF 中 没有 根 ，f(x) 的 根 的 个 数 为 0， 当 然 不 超过 nn. 

设 f(x) 在 FF 中 有 根 x,/， 则 f(x) 有 一 次 因 式 x -x, f(x)=(x-xi)fi(x). 
如 果 (x) 在 中 还 有 根 x,， 则 (x)= (x x2)f2(x*)， 从 而 

f(x)= (x x) (x — x2) f(x) 
重复 这 个 过 程 ， 可 以 将 f(x) 分 解 为 

f(x)=(x— x1) (rx— %,) f(x) 
直到 其 中 f(x) 在 下 中 没有 根 为 止 由 s+ deg f(x) =deg f(x)=n 知道 ;<< 
n, 且 degf(x)=n-s. 设 cEF 与 x1,…, zx, 都 不 相等 ， 则 cc- xz0 对 
ii<s 成 立 . 且 由 f(x) 在 中 没有 根 知道 f (cc)s 冯 0. pc) = (ec- x1)*… 
(cc,)f,(c) 是 不 等 于 0 的 数 c-x (sis<ss*) 和 A(c) 的 乘积 ， 因 此 F(c) 关 0， 
c 不 是 f(x) 的 根 . 

可 见 x1,… ,xs 是 f(x) 仅 有 的 根 ， 除 此 之 外 f(x) 没 有 其 他 的 根 ， f(x) 的 不 
同 的 根 的 个 数 不 超 过 ;， 当 然 也 就 不 超过 n. 

(2) 如 果 f(x)zg(x), 则 (x)=f(x)-g(x) 冯 0, 且 deg h(x)<n. 有 
n+1 个 不 同 的 数 c; (1<igsn+t+1) 使 f(c;) = g(ei) 从 而 h(c;) =0. 也 就 是 
h(x) 有 n+1 个 不 同 的 根 c (1<isgn+1). 但 由 deg h(x)<n 知道 h(x) 的 
不 同 的 根 的 个 数 不 超 过 n， 了 矛盾. 这 就 证 明了 f(x) = g(x). 

例 1 设 A4，B，C，D 是 数 域 广 上 nn 阶 方 阵 ， 且 4C = C4 . 求证 : 
A B 
C DD 
证 明 当 |4| 关 0 时 4 可 道 ， 


I O1f4 B A B 
-C4-! Ijlc Di lo p-c4A-'B 


两 边 同时 取 行 列 式 ， 得 


-14p-c| (5.4.1) 
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4 5| -|4 B =|14|:|D-C4-IB|=|4(D-C4-1B)| 

CD O D-CA-'B 
=|4D-ACA4-'B|=|14D- CA4-'B|=|AD- CB| 

这 证 明了 当 |] 4 | 0 时 (5.4.1) 成 立 . 

现在 设 14 | =0. 考虑 n 阶 方 阵 4 = M1 +4. 设 4=(ay),w。， 则 


AiC = CA; 成 立 . 且 


A+an Q12 机 Qln 
Q21 和 +a2 人 C2n 
FM)=|41=|127+41|1= ， . = A + 
Qnl Qn2 罗拉 A + Qnn 


是 4 的 n 次 多 项 式 , 在 FF 中 至 多 只 有 n 个 不 同 的 根 . 而 F 中 有 无 穷 多 个 不 同 
的 数 c 不 是 f(4 ) 的 根 ， 对 所 有 这 些 c 都 有 |4.| = f(c)z0， 因 而 
A B 
=|AD- CB| (5.4.2) 
C DD 
对 的 无 穷 多 个 不 同 的 值 成 立 . 
等 式 (5.4.2) 两 边 都 是 4 的 多 项 式 ， 并 且 有 4 的 无 穷 多 个 不 同 的 值 使 等 号 
成 立 . 这 说 明 等 式 (5.4.2) 两 边 是 相等 的 多 项 式 ， 将 4 替换 成 中 所 有 的 数 也 
都 成 立 . 特别 当 4 =0 时 等 号 也 成 立 ， 也 就 是 
A 
1 
这 就 证 明了 等 式 (5.4.1) 在 所 有 的 情形 下 成 立 . 
2. 重 因 式 与 重 根 
定义 5.4.2 如 果 不 可 约 多 项 式 p (x) 是 多 项 式 f(x) 的 因 式 ， 
p Cx)” If(x) 有 Hp (x)*+iNf(x), 就 称 p(x) 是 f(x) 的 重 因 式 (h-ple factor), 
是 因 式 p(x) 在 f(x%) 中 的 重 数 (multiple number) .如 果 天 = 1， p(x) 称 为 f(x) 的 
单 因 式 (single factor); 如 果 丰 > 1， 那 么 p(x) 称 为 f(x) 的 重 因 式 (multiple fac- 
tor). 如 果 x-~c 是 f(x) 的 上 重 因 式 ， 就 称 ec 是 f(x) 的 上 重 根 (k-ple root) ， 大 是 
f(x) 的 根 。c 的 重 数 ， 当 =1 时 称 c 是 f(x) 的 单 根 (single root) ， 当 大 > 工时 称 
是 f(x) 的 重 根 (multiple root) . 
如 果 已 经 将 f(x) 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 ， 从 分 解 式 就 可 知道 每 个 不 可 
约 因 式 的 重 数 . 一 般 来 说 f(x) 的 因 式 分 解 是 很 困难 的 ,， 但 是 计算 多 项 式 的 最 
大 公 因 式 却 有 轧 转 相 除 法 这 样 的 有 效 算法 . 通过 计算 A(x) 与 它 的 微 商 f'(x) 的 
最 大 公 因 式 可 以 判别 多 项 式 是 否 有 重 因 式 . 
定义 5.4.3 对 任意 数 域 灭 上 的 多 项 式 F(x ) = Qnx" + Cn_1X2- 工 十 .十 CI1X 十 


B 
hp -cg 
D 
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ao， 定 义 f(x) 的 微 商 (differential quotient)( 也 称 导数 (derivate) ) 
f(x)= na +n-l)a rx? ++ax+ai 

f' (x) 也 称 为 fx) 的 一 阶 微 商 ; f'(x) 的 微 商 的 微 商 称 为 (x) 的 二 阶 微 商 ， 
记 作 /"(x)， 依 此 类 推 可 以 对 任意 正 整 数 定 义 阶 微 商 ， 记 作 A?(x)， 使 
fOr)= (fr N(x)). 

易 验 证 微 商 满足 以 下 基本 性 质 : 

(1) (af(x)+ bg(x))’ = af’'(x)+ be’ (x); 

(2) (f(x)g(x)) =f'(x)e(x)+f(x)g' (x); 

(3) (f(x)) = mf™ I(x)f' (x). 

注 : 在 微 积分 中 ， 微 商 是 用 极限 定义 的 ， 微 商 的 以 上 性 质 也 用 极限 证 明 . 
在 任意 的 数 域 上 一 般 并 不 能 定义 极限 ， 例 如 在 有 理 数 域 上 就 不 能 定义 极限 . 但 
是 ， 定义 5.4.3 并 不 依赖 于 极限 ， 只 涉及 到 多 项 式 系数 的 加 、 减 、 乘 法 ， 由 这 
些 运算 就 足以 证 明 以 上 性 质 . 

定理 5.4.3 f(x)E€ Flx] 有 重 因 式 (f(x),f'(x)) 震 1，(f(x),f'(x)) 的 
每 个 不 可 约 因 式 p(x) 都 是 f(x) 的 重 因 式 .如 果 不 可 约 多 项 式 p (x) 是 (f(x%)， 
f'(x)) 的 上 重 因 式 ， 那么 它 是 f(x) 的 +1 重 因 式 . 

证 明 设 p(x) 是 f(x) 的 有 重 因 式 ,kk 二 1， 则 

f(x)=p: (x)fi(x),p(x)d fi(x) 

f° Cx)= Ip (x)p (xr)f (x) + pr Cx)f 1 x) = pr x) lp Cx)fi(x) + px)f (x)) 

由 于 p' (x) 与 (x) 都 不 被 p (x) 整除 ,它们 的 乘积 的 非 零 常数 们 
tp'(x)fi(x) 也 不 被 p (x) 整除 .因此 

kp' (x)fi(x)+p(x)f (x) = hp' (x)fi(x) +0#0 (mod p(x%)) 

这 说 明 pr (x)|f'(x) 且 pr (x) 人 f'(x),， 因此 pri(x)|(f(x),f'(x)) 且 
Pi (Cx)HCfC x),f' (x)). 

因此 ， 当 上 且 仅 当 有 >1( 即 p(x) 是 f(x) 的 重 因 式 ) 时 ，p (%) 是 (f(xx)， 
f(x)) 的 因 式 ， 并 且 是 (f(x),f'(x)) 的 上 -1 重 因 式 . 当 且 仅 当 f(x) 至 少 有 一 
个 重 因 式 时 ，(f(x),f'(x)) 关 1， 并 且 (f(x),f'(x)) 的 & 重 不 可 约 因 式 都 是 
f(x) 的 +1 重 因 式 . 反 过 来 ，f(x) 没 有 重 因 式 e(f(x),f'(x))=1. 日 

3. 复数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 

由 因 式 定理 知道 ， 只 要 能 求 出 f(x) 的 根 ， 就 能 对 f(x%) 进 行 因 式 分 解 ， 对 
于 复数 域 C 上 的 多 项 式 f(x)， 有 下 面 的 重要 定理 : 

定理 5.4.4 (代数 基本 定理 ) ”次数 >>1 的 复 系数 多 项 式 f(x) 在 复数 域 中 至 
少 有 一 个 根 . 

代数 基本 定理 的 证 明 需 要 用 到 更 高 深 的 知识 ,这 里 就 不 给 出 了 .， (例如 ,在 
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复 变 函数 课程 中 将 会 给 出 一 个 证 明 .) 
由 代数 基本 定理 可 以 立即 得 到 复数 域 上 多 项 式 的 分 解 定理 : 
定理 5.4.5 (1) 复数 域 C 上 每 个 次 数 n 宇 1 的 多 项 式 f (x)= anx + 
an_ix* id+ 和 +ax+ao 都 可 以 唯一 地 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 
f(x)= a,(X— XI) (x— x,) 
或 写成 标准 分 解 式 
f(x)= an(z 一 ce( 和 一 co) 
其 中 cu, ，c 是 f(x%) 的 所 有 的 不 同 的 根 ， 正 整数 nj,…,n 分 别 是 各 个 根 的 
重 数 . 
(2) (Vieta 定理 ) 设 x1,…,x, 是 /f(x%)= ax "+anLix*- 1+…+ax+ dao 的 
全 部 根 ( 可 能 重复 )， 则 对 每 个 1<k<n， 有 
Ok = > ti = (1)* 


Jai<reie n 
Si< "<isn 


对 1<k<n 成 立 ， 其 中 cx 是 n 个 根 x1,… ,x 中 每 次 取 上 个 相 乘 得 到 的 所 有 的 
乘积 之 和 . 

证 明 (1) 根据 因 式 分 解 及 唯一 性 定理 ， 次 数 二 1 的 复 系数 多 项 式 F(x) 可 
唯一 分 解 为 

f(x)= api(x)' p(x) 
其 中 p; (x)(1<igs) 为 首 一 的 不 可 约 多 项 式 ，a, 是 f(x%) 的 首 项 系数 . 根据 代 
数 基 本 定理 ， 次 数 二 1 的 不 可 约 复 系数 多 项 式 p,;(%) 至 少 有 一 个 复数 根 x;,， 从 
而 有 因 式 x -x;，pi (x)=(x-xi)gi(x)， 由 p; (x) 是 不 可 约 首 一 多 项 式 知 
gi (x%)=1，p; (x)=x-~x;. 于 是 
f(x)= az Xi)" (x— rn) 
其 中 x ,… ,x 是 f(x ) 的 全 部 复数 根 . 将 其 中 相同 因 式 归并 得 标准 分 解 式 
f(x)= a(x ~ cx ec)™ 

其 中 cc 是 f(x) 的 全 部 不 同 的 根 ， 正 整数 nn,… ,n, 分 别 是 这 些 根 在 f(x ) 中 
的 重 数 . 

(2) 将 分 解 式 

f(x) = ax + an IX 
右边 展开 得 
fx)= a (x -ox t+ 1) + +(-1)",) 

与 Fxz)=ax+a_iz 1+ + gjx+ ao 比较 对 应 项 系数 即 得 所 需 结论 . 品 

4. 实数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 

为 了 研究 实数 域 上 多 项 式 的 标准 分 解 式 ， 先 研究 实数 域 上 不 可 约 多 项 式 


1 alx+ a0= an(x— x1) (x — Xn) 
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p (x) 是 什么 样子 . 首先 ， 我 们 指出 : 实 系数 多 项 式 的 虚 根 一 定 成 对 共 轿 出 现 . 
也 就 是 说 : 

引 理 5.4.6 ”如 果 虚 数 z= a + bi(a,bER,bz0) 是 实 系数 多 项 式 f(x) 的 
根 ，z 的 共 思 3= a -bi 一 定 也 是 f(x) 的 根 ， 以 a + bi 为 根 的 实 系 数 二 次 多 项 
式 p (x)=x*-2ax+(a*+ 刀 ) 是 f(x) 的 不 可 约 因 式 . 

证 明 ”由 因 式 定理 ，x -z 是 f(%) 的 因 式 f(x) = (x ~z)fi(x). 两 边 同 时 取 
共 思 得 f(x) = (x-z)fi1(x)， 可 见 f(z)=0. 由 f(x)=(x--z)f1(x) 知 道 0= 
f(z)=(z-z)fi (z)， 由 z-zz0 得 f(z)=0,， 因此 (x-z)|f1(x), fi1 (x)= 
(x-z)fo(x). 可 见 

f(x)=(x-z)(x-2)f(x)= g(x)f lx), 
其 中 g(x)=(x-z)(x-z)=(x-a- bi)(x-a+t+bi)=x -2arx+a* +b 是 实 
系数 多 项 式 ， 是 A(x) 的 因 式 . 

如 果 g(xz) 可 以 分 解 为 两 个 次 数 >1 的 实 系 数 多 项 式 g1(x)，g2(x) 的 乘积 ， 

则 由 deg g(x)=2 知道 deg gli(xz)=deg go(xz)=1. 设 gi(x)=cx+d， 其 中。， 


dERH czx0. &i(z) 有 实 根 - 对 ， 从 而 | 一 “| = si 一 dg, -4) =0， 


- 人 是 g(*) 的 实 根 . 但 g(x) = (> - z)(x -下 只 有 两 个 虚 根 *，= 而 没有 实 根 ， 
矛盾. 可 见 g(x) = x -2ax+ (a?+ 妃 ) 是 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

由 引 理 5.4.6 立即 得 到 实数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 定 理 : 

定理 5.4.7 (1) 实 系数 不 可 约 多 项 式 的 次 数 为 1 次 或 2 次 . 

(2) 次 数 大 于 等 于 1 的 实 系 数 多 项 式 f(x) 唯 一 地 分 解 为 一 次 或 二 次 实 系数 
不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 

证 明 (1) 设 p(x) 是 实 系数 不 可 约 多 项 式 . 则 p (x) 一 定 有 复数 根 ， 如 
果 p (x) 有 实 根 <， 则 它 有 一 次 实 系数 因 式 x - c<， 由 p (x) 不 可 约 知道 p(x) = 
k(x-c), 0 kER,， degp(x)=1. 如 果 p (x) 没有 实 根 ， 必 有 某 个 虚 根 
a+bi (a,bER,b#¥0)， 由 引 理 5.4.6 知道 p(x) 有 实 系 数 不 可 约 二 次 因 式 
g(x)=x -2ax+ (a r+)， 由 p(x) 不 可 约 知 p (x)= kp(x) 为 二 次 实 系 数 多 
项 式 . 

(2) 由 因 式 分 解 及 唯一 性 定理 ，f(x) 在 实数 域 上 可 以 唯一 地 分 解 为 不 可 
约 多 项 式 的 乘积 .前面 已 证 明 实 不 可 约 因 式 次 数 为 1 或 2. 因此 实 多 项 式 可 以 
唯一 地 分 解 为 一 次 或 二 次 不 可 约 实 系数 多 项 式 的 乘积 . 

例 2 在 实数 域 上 将 x*+1 分解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 . 

解 x4+1=w%4+2x2+1-2x2= (x+1) -~ (V2x) 

= (x +V2x +1)(x2 -V2x+1). 
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由 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 知 道 x?* +Y2x + 1 与 x** -YN2x +1 都 没有 实 根 ， 
因此 是 不 可 约 的 实 多 项 式 .， x + 1 已 被 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 . 

例 3 多 项 式 f(x)=x*+x?+x*+%x+1 在 实数 域 上 是 否 可 以 分 解 ” 在 有 理 
数 域 上 呢 ? 如果 能 分 解 ， 给 出 分 解 式 . 如 果 不 能 分 解 ， 试 证 明 你 的 结论 . 

解 ” 实 数 域 上 不 可 约 的 多 项 式 只 能 是 1 次 或 2 次 , 4 次 多 项 式 f(x) 能 够 
分 解 . 


f(x)= (22+1)2+z(x2+1D)+ 二 好- 并 好 


= (tS) (etl) (5.4.3) 
得 到 的 两 个 2 次 因 式 都 没有 实 根 ， 是 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 
如 果 f(x) 在 有 理 数 域 上 能 够 分 解 为 两 个 次 数 大 于 等 于 1 的 因 式 fi (x)， 
(x) 之 积 
fx)= fi(x)fo(x) (5.4.4) 
则 由 f(x) 是 首 一 多 项 式 知 道 可 以 选择 /1(x)，_fs(%) 都 是 首 一 多 项 式 ， 由 实数 域 
上 多 项 式 因 式 分 解 的 唯一 性 知 ， 将 用 (x)，f(x) 在 实数 域 上 分 解 为 不 可 约 多 项 
式 的 乘积 ， 可 以 得 到 f(x%) 在 实数 域 上 的 分 解 式 (5.4.3). 可 见 (5.4.3) 右 边 的 每 
个 不 可 约 实 系数 多 项 式 都 是 (5.4.4) 右 边 的 两 个 有 理 系 数 多 项 式 万 (xz), 户 (x) 
中 的 某 一 个 的 因 式 . 这 人 迫使 f(x)，fp(x) 的 次 数 都 等 于 2， 各 等 于 (5.4.3) 右 
边 的 一 个 因 式 . 但 (5.4.3) 右 边 的 两 个 因 式 都 不 是 有 理 系数 多 项 式 . 矛盾 . 这 
证 明了 f(x) 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 
5. 单位 根 
例 4 n 是 正 整数 . 
(1) 证 明 多 项 式 x* -1 没有 重 因 式 ， 也 没有 重 根 . 
(2) 分 别 在 复数 域 C 和 实数 域 R 上 进行 x" -1 的 因 式 分 解 . 
解 (1) f(x) = x”-1 的 微 商 f'(x) = nz 1 f'(x) 仅 有 一 个 不 可 约 因 式 
x*， 它 不 是 x" -1 的 因 式 ,因此 (f(x),f'(x)) =1,， f(x) 没 有 重 因 式 ， 也 没有 
重 根 . 
(2) 先 求 多 项 式 x" - 1 的 全 体 复数 根 ， 也 就 是 方程 x* - 1 =0 即 方程 x* = 1 
的 根 . 
将 方程 x* = 1 的 任何 一 个 根 z 写成 三 角 函 数 式 z = r(cos 9 + isin 9)， 其 中 
实数 7r=s0,，0<9<2x. 则 


z=7" (cos 0O+isin 0)”"=r(cos nd +isin ng)=1 
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r=1 


"=i 
> 
和 k 是 整数 = 7, Osks<n-l 
因此 方程 x* = 1 有 n 个 不 同 的 根 
wi = cos LT + isin 24 ， k=0,1,2,.…,n—l1 
n n 


特别 ， 其 中 wo = 1. 
x" -1 在 复数 范围 内 的 标准 分 解 式 为 
x 1=(x-1)(x- wi)(x- ww) (x wl1) 
在 所 有 的 w; (0<k<n-1) 中 ，wo=1 是 实数 ， 当 n 为 偶数 时 


实数 ， 其 余 的 wi = cos 22 + isin < 都 是 虚数 ， 其 共 肛 虚数 
2kx . 2kx 2(n-k)rxr .. 2(n-k)rx 


Wh = COS — isin = COS + isin = Wn 
n n n n 


= -1 是 


也 
2 


以 ws， 本 为 根 的 实 系 数 二 次 多 项 式 民 -2xeos +1 在 实数 域 上 不 可 约 ， 因 


此 ，x" -1 在 实数 域 上 的 标准 分 解 式 为 
(DIE -2xcos 二 x+1j， 当 为 奇数 2m+1 


x -1= 


Gz- D(z+ DT (x -2xcos SE+1), 当 nn 为 偶数 2m 


定义 5.4.4 多 项 式 x* -1 的 n 个 不 同 的 复数 根 


wh = cos 2 + isin 2 (YE=0,1,2,.…,n—1) 


称 为 n 次 单位 根 (root of unity). 
( 注 :将 wi 称 为 n 次 单位 根 是 因为 它们 是 方程 x" =1 的 根 ,也 就 是 1 的 n 次 
方 根 .在 实数 范围 内 1 的 n 次 方 根 只 有 1( 当 n 为 奇数 ) 或 + 1( 当 nn 为 偶数 ). 但 
在 复数 范围 内 ,由 于 x" =1 是 n 次 方程 并 且 没 有 重 根 ,因此 有 nn 个 不 同 的 根 .) 
如 果 将 n 次 单位 根 w; 用 复 平面 上 的 点 4 《和 =0,1,2,…,n -1) 表 示 出 来 ， 
它们 就 是 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 的 一 个 内 接 正 n 边 形 的 个 顶点 . 
由 于 x*-1 的 n-1 项 系数 为 0，x”" -1 的 n 个 根 w, (0<k<n-1) 之 和 


l+wt+w2t+ +w-1=0 


从 而 
cwi+co+…+w = 一 1 
如 果 记 w= wi = cos 全 +isin 全 ， 则 wi=or(Y0<ksn-1)， 也 就 是 说 : 
个 单位 根 都 可 以 表示 为 其 中 一 个 单位 根 w = wi 的 寡 . 一 般 地 ， 如 果 所 有 的 n 
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次 单位 根 w (0< <n -1) 都 能 写成 某 个 给 定 的 ”次 单位 根 ww 的 守 ， 就 称 wn 
为 n 次 本 原单 位 根 (primitive root of unity). 由 wi = wi (0 三 大 过 -=- 1) 知道 wl 是 
n 次 本 原单 位 根 . 很 自然 要 问 : 除了 wi 外 还 有 哪些 n 次 单位 根 是 n 次 本 原单 
位 根 ? 

例 5 设 w。 = cos “mx + isin SS(0< m 志 m1) 是 n 次 单位 根 ， 求 w。 是 
n 次 单位 根 的 充分 必要 条 件 . 

解 ” 由 于 w=1，w。 的 任意 整数 寡 wnw 满足 条 件 (w4)"” = (wy) =1=1. 
也 就 是 说 : wi 的 所 有 的 整数 寡 都 是 ”次 单位 根 . 只 要 mw。 的 整数 军 能 够 取 n 
个 不 同 的 值 ， 那么 这 n 个 不 同 的 值 就 是 全 部 n 次 单位 根 ，ww 就 是 本 原单 
位 根 . 

设 j, i 是 任意 整数 ， 则 wh = whesw 订 :=1. 而 
2m (j— i)x 


+ isin 


jt os .2m (j- i)x 
™ n 


=1on|(m(j- i)) 


当 (m,n)=1 时 ， n|(m(j-t1)))on|(j-1). 取 j=0,1,2,…,n-1 等 n 
个 不 同 的 值 ， 则 其 中 任意 两 个 值 之 差 不 被 n 整除 ， 因 此 ow 的 个 寡 wi (0< 
Js<n-1) 两 两 不 同 ， 就 是 全 部 n 个 不 同 的 单位 根 ， 因 此 ww,, 是 ”次 本 原单 
位 根 . 

如 果 (m,n)=d>1, 记 ni= 闻 ， mi = 本， 则 (nmi)=1， 此 时 

wr =1on|(mG- tonl(d(i- tonl|(i-1) 

特别 ， w=1. 可 见 wj 是 ni 次 单位 根 ，w 的 智也 是 nj 次 单位 根 . 而 全 部 ni 
单位 根 只 有 nj 个 ，n1 < n， 因 此 w。 的 寄 至 多 只 能 有 m 个 不 同 的 值 ， 不 可 能 
穷尽 全 部 n 个 n 次 单位 根 ，w, 不 是 n 次 本 原单 位 根 . 

因此 ，w,, = w? 是 n 次 本 原单 位 根 的 充分 必要 条 件 是 : (m,n)=1, 即 m 
与 n 互 素 . 

当 (m,n)=d>1 时， 


2mn , 2m 2701T .. 2mix 
Cos 


m ， 1 
Wm = COS + 1s1n + 1S1n 
1 


其 中 ml= 本， m= 了 < n. 可 见 w, 是 ni 次 本 原单 位 根 性 = cos AE + isin 所 的 
1 1 
mi 次 害 ， 并 且 (ml,mi) =1， 将 前 面 得 到 的 n 次 本 原单 位 根 的 充分 必要 条 件 应 
用 于 mm ， 得 到 : w,。= gm 是 nj 次 单位 根 . 
例 6 利用 例 5 的 结论 判别 15 次 单位 根 各 是 多 少 次 本 原单 位 根 . 这 些 单 
位 根 各 是 *5 - 1 在 有 理 数 域 上 的 分 解 式 


X5-1=(x-1)(x2+x+l)(x4+x3+%2+X+1)x 
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(xs—x +x xt+x xt+1) (5.4.5) 
中 哪个 因 式 的 根 ? 
解 设 wi = cos 2 + isin TF. 


当 (k,15)=1 互 素 ， 即 庆 =1,，2,，4，,， 7,，8，,，11，13,，14 时 ，w; 是 15 次 本 
原单 位 根 . 

当 (k,15)=3,， 即 =3,，6,，9,，12 时 ，wi 是 5 次 本 原单 位 根 . 

当 (,15)=5,， 即 天 =5，10 时 ，ws 是 3 次 本 原单 位 根 . 

当 (k,15)=15,， 即 =0 时 ，w; =1 是 1 次 本 原单 位 根 . 

1 次 本 原单 位 根 1 当然 是 分 解 式 (5.4.5) 右 边 第 一 个 因 式 x -1 的 根 . 

3 次 本 原单 位 根 w;，wio 都 是 x? -1 的 根 . 从 x? -1 的 3 个 根 中 去 掉 1 次 单 


位 根 1 剩 下 的 两 个 根 就 是 全 部 的 3 次 本 原单 位 根 ， 因 此 大 =】 = 2 + x + 1 就 是 
以 两 个 3 次 本 原单 位 根 为 根 的 首 一 多 项 式 ， 这 是 分 解 式 (5.4.5) 右 边 第 二 个 
因 式 . 


5 次 本 原单 位 根 wj，wo，we，wp 都 是 5 -1 的 根 、 从 -1 的 5 个 根 中 
去 掉 1 次 单位 根 1 剩 下 的 4 个 根 就 是 全 部 的 5 次 本 原单 位 根 ， 因 此 所 二 = 


x4+x3+yz+xy+l 就 是 以 全 部 S$ 次 本 原单 位 根 为 根 的 首 一 多 项 式 . 这 是 分 解 
式 (5.4.5) 右 边 的 第 3 个 因 式 . 

从 x5-1 的 全 部 15 个 根 中 去 掉 1 次 、3 次 、5 次 单位 根 ， 剩 下 的 8 个 根 就 
是 全 部 的 15 次 本 原单 位 根 . 因此 ， 从 x5 -1 中 将 分 别 以 1 次 、3 次 、5 次 本 原 
单位 根 为 根 的 3 个 因 式 提取 出 去 ， 剩 下 的 因 藕 即 分 解 式 (5.4.5) 右 边 第 4 个 因 
式 ， 就 是 以 8 个 15 次 本 原单 位 根 为 根 的 首 一 多 项 式 . 

例 6 揭 示 了 xz -上 在 有 理 数 域 上 的 分 解 式 的 一 个 奥妙 : 按 15 的 4 个 正 整 
数 因 子 1，3，5，15 将 x”-1 的 15 个 根 分 成 4 组 ， 每 组 分 别 由 1 次 本 原单 位 
根 、3 次 本 原单 位 根 、5 次 本 原单 位 根 、15 次 本 原单 位 根 组 成 . 以 每 组 的 单位 
根 为 根 构造 一 个 首 一 多 项 式 ， 得 到 一 个 有 理 系数 因 式 . 得 到 的 4 个 有 理 系数 多 
项 式 恰 好 就 是 *5 - 1 的 有 理 数 域 上 因 式 分 解 得 到 的 全 部 不 可 约 因 式 . 

对 任意 的 正 整 数 n，x” -1 工 在 有 理 数 域 上 的 分 解 式 都 有 同样 的 规律 : x" -1 
在 有 理 数 域 上 的 每 个 不 可 约 因 式 对 应 于 n 的 一 个 正 整 数 因 子 m， 记 作 @, (x)， 
它 是 以 所 有 的 m 次 本 原单 位 根 为 根 的 首 一 多 项 式 : 

BD, (x)= [i (# ~ 00s ST isin SE] 


lsk<m,(k,m)=1 


由 于 8B (x) 的 根 在 复 平面 上 对 应 的 点 都 是 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 的 m 等 
分 点 ，@B,,(%) 称 为 m 次 分 圆 多 项 式 (cyclotomic polynomial). 
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尽管 分 圆 多 项 式 是 在 复数 域 上 定义 的 . 但 是 ， 容 易 证 明 它 们 都 是 整 系数 多 
项 式 . 

例 7 分 圆 多 项 式 B,, (x) 都 是 整 系数 多 项 式 . 

证 明 首先 ， 当 m=1 时 ，GB1 (x)=x-1 是 整 系数 多 项 式 . 

设 m 宇 2. 将 m 分 解 为 素数 的 乘积 mm = pip，…p, (pp 可 能 有 重 
复 )， 对 素 因 子 的 个 数 * 用 数学 归纳 法 ， 

s=1 时 m=p 本 身 是 素数 ，x? -1 的 p 个 根 1,w,…,w, -1 中 除了 1 以 外 都 
是 p 次 本 原单 位 根 ， 


x*—l1 -1 -2 
DB, (Xx) =x- ww) (x wi1)= =X +x “++x+l 


是 整 系数 多 项 式 . 

设 ;2， 并 且 设 当 非 负 整 数 1< s 且 d 是 :个 素数 的 乘积 时 ，G@,(x) 是 整 
系数 多 项 式 . (我 们 约定 :=0 时 d =1, 已 经 知道 B(x) = x -1 是 整 系数 多 项 
式 ). 则 对 s 个 素数 的 乘积 m = p1…p,， 在 x" -1 的 所 有 的 根 中 除去 所 有 的 本 
原 d 次 单位 根 (1 < d < m, 且 d |m) 之 外 剩 下 的 就 是 全 部 的 本 原 m 次 单位 根 . 
而 对 m 的 每 个 < m 的 因子 4，gs(x%) 就 是 以 全 部 本 原 d 次 单位 根 为 根 的 首 一 
多 项 式 ，d 是 m 的 :个 素 因 子 中 的 某 ;i 个 的 乘积 ，t1 < s， 由 归纳 假设 知道 
Bas(x) 是 整 系数 多 项 式 . 因此 


DP, (x) 二 


x™"—l 


| ®x) 


lgd<m,dim 


DB,, (x) 是 复 系数 多 项 式 ， 并且 是 首 一 的 整 系数 多 项 式 [| B(x) 除 x" -1 


的 商 ， 因 此 是 整 系数 多 项 式 . 

由 数学 归纳 法 原理 ， 所 有 的 8,, (x ) 都 是 整 系数 多 项 式 . 口 

例 7 的 证 明 方 法 实际 上 给 出 了 按 * 由 小 到 大 求 分 圆 多 项 式 B(x) 的 方法 . 
例如 ， 当 m = pg 是 两 个 素数 p，g 的 乘积 时 ，m 的 < m 的 因子 为 1，p，g. 因 
此 ， 当 p=g 时， 


wp -1 wr _1 
D7 = BB) wl 
当 p 关 gq 时 ， 
B(x) = x 一 1 _ Xp 一 1 _ Caxm -1)(x-1) 
pq BOBBIE) pl (1) (x -1) 


x~1 
在 $5.7 中 将 证 明 : 分 圆 多 项 式 都 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 因此 
和 一 上 = [1 Bul x) 


isdin 
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就 是 x" -1 在 有 理 数 域 上 的 标准 分 解 式 . 
习 题 5.4 


1. 证 明 : 如 果 (x 一 DD| f(x")， 则 (x 一 1) | 了 fx"). 

2. 证明; 如 果 (x?+x+1 了 | (f(x3) + 切 (o))， 则 (x- 1) 同时 整除 (x) 与 f(x). 

3. 求证 : (1) 1， 如 ,4 在 有 理 数 域 Q 上 线性 无 关 . 

(2) 如 果 疫 是 有 理 系数 多 项 式 f(x) 的 根 ， 则 Yw 与 各 w? 也 是 /(x) 的 根 ， 其 中 
1 地 


w= -+i 


2 2 

4. (1) 求 以 2+V3 为 根 的 最 低 次 数 的 首 一 的 有 理 系 数 多 项 式 g(x). 

(2) 设 f(x)= x -4x4+3x3-2x*+x-1， 求 1(2 +V3). 

(3) 用 (1) 中 求 出 的 g(x) 除 /(x) = x” -4x4+3x -2x*+x-1 得 到 商 g (x) 和 余 式 r(x)， 
将 f(x) 写 成 f(x) = g(x)g(x)+ r(x) 的 形式 ， 再 将 x=2+Y3 代 入 求 f(2+Y3). 是 否 比 (2) 中 
更 简便 ? 

(4) 设 h(x) 是 任 一 有 理 系数 多 项 式 ，2 +V3 是 h (x) 的 根 ， 求 证， g(x) 整 除 h(x)， 并 
且 2+Y3 也 是 h (x) 的 根 . 

5. a, 4b 都 是 有 理 数 且 5 关 0，a + bY2 是 有 理 系数 多 项 式 f(%) 的 根 ， 求证: a - b V2 一 
定 也 是 f(x) 的 根 . 

6. 求 多 项 式 + px + g 有 重 根 的 条 件 . 


7. 证 明 ， 多 项 式 1+ x+ 河 +…+ 当 没 有 重 根 . 
8. (1) m，n，p 是 任意 正 整数 ， 证 明 :， (x2 4+1) | (wm ant14 wapt2) 
(2) Ns N22, NR3, Was 15 是 任意 正 整 数 ， 证 明 : 


(x4+ 和 3 十 和 2 二 充填 1) | (wi + X52+! + %5n3+2 十 X5n4+3 十 %5n5+4) . 


9. 设 a，5，。 是 方程 2 + gx +r=0 的 根 . 写 出 根 为 二 与 人 ， 各， “二 的 三 次 方程 


10. 求证 方程 x -x?- 浅 x- 二 =0 的 根 不 可 能 全 为 实数 ， 


2 
11. 分 别 在 复数 域 、 实 数 域 上 将 下 列 多 项 式 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 
(1) x4+4; (2) (x~-1)"+(x+1)"; 
(3) x 1; (4) Xt x tl. 
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我 们 已 经 看 到 ,复数 域 上 只 有 一 次 多 项 式 才 是 不 可 约 多 项 式 ， 实数 域 上 只 有 
一 次 多 项 式 或 没有 实 根 的 二 次 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 . 但 是 ， 有 理 数 域 上 的 多 项 式 
的 情况 复杂 得 多 ， 任 意 次 数 的 有 理 系数 多 项 式 都 有 可 能 不 可 约 . 例如 ， 我 们 将 证 
明 ， 对 任意 的 正 整数 n，n 次 多 项 式 x* +2 就 是 有 理 系 数 不 可 约 多 项 式 . 
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有 理 系数 的 多 项 式 与 整 系数 多 项 式 有 密切 的 关系 . 有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 
分 解 可 以 化 为 整 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 来 研究 . 

1. 整数 环 的 性 质 

全 体 整 数组 成 的 集合 记 作 Z， 以 x 为 字母 的 整 系数 多 项 式 ao + al + … + 
ax" (0<nmnEZ,aoa…oEZ) 组 成 的 集合 记 作 Z[x]. 

Z 对 除法 不 封闭 ， 即 使 限定 除数 不 为 0 也 不 封闭 . 也 就 是 说 ， 对 任意 的 
a,，bEZ 且 5bz0， 有 可 能 不 存在 gEZ 使 by = a. 因此 ，Z 不 是 数 域 . 但 是 ZZ 
对 加 、 减 、 乘 法 封闭 ， 我 们 称 Z 是 整数 环 (ring of integers) . 

为 了 研究 Z [xj] 的 需要 ， 我 们 叙述 整数 环 Z 的 如 下 性 质 . 容易 看 出 ， 其 中 
很 多 性 质 与 数 域 上 的 多 项 式 环 F[x] 类 似 . 

(1) (整除 性 ) 对 任意 a，58EZ， 如 果 存 在 g 使 a = g6， 就 称 b 整除 a， 记 
作 bla， 并且 称 b 是 a 的 因子 (也 称 b 是 a 的 约 数 )，a 是 4 的 倍数 . 而 上 /fa 
表示 2 不 整除 a. 

(2) ( 带 余 除法 ) 对 任意 a,，5EZ, 且 bz0,， 存在 唯一 的 g,， rEZ 且 
0<r<165| 使 a = gb+r， 其 中 gq 称 为 b 除 a 的 商 ，r 称 为 余数 . 

(3) (最 大 公 因 子 ) 对 任意 a，45EZ， 如 果 cEZ 既 能 整除 a， 又 能 整除 5， 
就 称 c 是 a，&b 的 公 因 子 ( 也 称 公 约 数 )， 如 果 d 是 a，5。 的 公 因子 ， 并 且 ec， 
所 有 的 公 因子 都 整除 4， 就 称 4 是 we，2 的 最 大 公 因 子 ( 也 称 最 大 公约 数 )， 当 
a=b=0 时 a4, 5 的 最 大 公 因 子 等 于 0， 当 a，5， 不 全 为 0 时 有 唯一 的 最 大 公 因 
子 d >0， 记 为 (a,5)，a， 56 的 全 部 最 大 公 因 子 为 + (a,b)， 通过 轧 转 相 除 法 
可 以 求 得 最 大 公 因 子 (a,5)， 并且 可 以 求 得 整数 ww,，v 使 ww+ w=(a,b). 对 
多 个 整数 a ,…,a, 也 可 以 类 似 地 定义 最 大 公 因 子 (al,…, a,)， 并 且 也 有 类 似 
的 性 质 : 存在 wi ,… ,uu 使 wa + "+ Ua, = (al，…，a,) ， 

(4) ( 同 余 ) 设 a, 5b，cEZ. 如 果 c|(a -65),， 就 称 a 与 6 模 c 同 余 ， 记 
为 a=6b (mod c)， 当 cz0 时 这 就 是 说 c 除 a, 5。 的 余数 相等 ， 我 们 有 

al 三 bi (mod ec)H a,= 6b, (mod c) 
altbi=atb (mod c), aibi= a2b; (mod c). 

(5) ( 互 素 ) 如 果 (al,… ,a,) =1， 就 称 al,… ,a, 互 素 . 

a， 上 bb 互 素 司 存 在 uw，vEZ 使 wa + 地 =1S 存 在 wEZ 使 wa=1 (mod 6b). 

al …，a, 互 素 全 存在 整数 1,…， us 使 wial+…+ ua,=1. 

如 果 整 数 aj,… , a, 都 与 5 互 素 ， 它 们 的 乘积 oil…a, 也 与 5 互 素 . 

如 果 ec|(cb) 并 且 。，4a 互 素 ,那么 c1b. 

(6) (素数 ) 设 正 整数 p > 1， 并 且 除 了 1，P 以 外 没有 其 他 的 正 整数 因子 ， 
就 称 p 是 素数 (prime) . 
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整数 a 与 素数 p 互 素 Sa 不 被 p 整除 . 
如 果 素 数 p 整除 若干 个 整数 a ,…, a, 的 乘积 ， 那 么 p 整除 其 中 某 一 个 整 
数 ai . 
如 果 9 是 某 个 素数 p 的 正 整 数 次 容 : g = p”"， 则 对 任意 a1,…,a,EZ 有 
(ait*+a,)=a1 + + a(mod p). (5.5.1) 
(5.5.1) 的 证 明 ”由 二 项 式 定理 知 
‘(p—-k+1) 


= ~ 1). 
(al+ a2)? = al+ Seton-tas + 吗 ， 其 中 Ct = PC ) 阿 
k=1 » 


由 (Ek!,p)=1 及 (EE!)| (pp-D:e(pok+1)) 和 (CE!) | (Cp -1)(p-k+1)), 
因此 C=0(mod 了 了) 对 1<k<p -1 成 立 ， 这 证 明了 
(ali+ a)r=a+ aod(mod p) 

对 s 和 m 用 数学 归纳 法 邑 可 知 (5.5.1) 对 所 有 的 m 和 s 成 立 . 

(7) 〈 素 因子 分 解 ) 每 个 大 于 1 的 正 整数 都 能 分 解 成 素数 的 乘积 a = p,… 
ps .如果 不 计较 素数 因子 pi,…,p, 的 排列 顺序 ， 这 个 分 解 式 由 a 唯一 决定 ， 
并 且 可 以 写成 标准 分 解 式 a = g%…g" 的 形式 ， 其 中 gi,…,g, 是 不 同 的 素数 ， 
n1,…,n, 是正 整 数 . 

2. 本 原 多 项 式 

每 个 有 理 系数 多 项 式 都 能 写成 一 个 整 系数 多 项 式 的 常数 倍 ， 而 且 可 以 要 求 
这 个 整 系数 多 项 式 的 各 项 系数 互 素 ， 有 具体 做 法 如 下 : 对 有 理 系数 多 项 式 f(x) 
的 各 项 系数 通 分 求 分 母 的 最 小 公 倍数 m， 则 mf(x) 是 整 系数 多 项 式 . 设 mf(x) 


各 项 系数 的 最 大 公 因子 为 4， 则 g(x) = 可 A(x) 是 整 系数 多 项 式 且 各 项 系数 互 


素 ， 而 /(z) = g(x). 


定义 5.5.1 设 g(x)= bo+ bix+… + b,x" 是 不 为 0 的 整 系数 多 项 式 ， 并 
且 各 项 系数 bo,b1，,…,b。 的 最 大 公 因 子 等 于 1， 就 称 g(x) 是 本 原 多 项 式 (primi- 
tive polynomial). 

因此 ， 前 面 所 说 的 就 是 : 

引 理 5.5.1 每 个 非 零 的 有 理 系数 多 项 式 f(x) 都 能 写成 某 个 本 原 多 项 式 
g(x) 的 有 理 常 数 们 f(x) = cg(x), 其 中 0zcEQ， 口 


例如 ， A(z) = 三 - 言 刀 + 并 x+1 可 写成 


f(x) = 蕊 (24- 10x? + 9x +12)， 


其 中 g(x) =12x4 -10x*+9x+12 是 本 原 多 项 式 . 要 研究 有 理 系 数 多 项 式 f(x) 
的 因 式 分 解 ， 只 要 研究 本 原 多 项 式 g(x) 的 因 式 分 解 就 行 了 . | 
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如 果 本 原 多 项 式 /(x) 能 够 分 解 为 两 个 整 系数 因 式 六 (xz)， 记 (xz) 的 乘积 ， 
当然 这 也 是 f(x) 在 有 理 数 域 上 的 一 个 分 解 . 反 过 来 ， 如 果 本 原 多 项 式 /(x) 能 
够 分 解 为 两 个 有 理 系数 多 项 式 f1(x)，f2(x) 的 乘积 ,我 们 证 明 /(x) 一 定 能 够 分 
解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 .这 就 是 说 : 如 果 .F(x) 在 整 系数 范围 内 不 能 分 
解 ， 那 么 在 有 理 系数 范围 内 也 不 能 分 解 . 这 就 将 有 理 数 域 上 的 因 式 分 解 问题 归 
结 为 了 整 系数 范围 内 本 原 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 . 

假如 本 原 多 项 式 F(x) 能 够 分 解 为 两 个 有 理 系 数 多 项 式 A(x)，. 记 (xz) 的 乘 
瞿 ， 总 可 以 用 站 (zx) 的 适当 的 有 理 常 数 倍 听 (xz) 代 替 六 (*)， 同 时 用 c 户 (z) 代 
蔡 .PCx)， 化 为 AP(x) 是 本 原 的 整 系数 多 项 式 的 情形 ， 同 时 户 (*) 也 能 写成 某 个 


本 原 多 项 式 gz(x) 的 有 理 常数 倍 -gz(x)， 其 中 *,+ 是 整数 ， 并 且 可 以 通过 约 分 
化 为 :>0 且 (s,t)=1 的 情形 . 此 时 


f(x) = 二 1(%)g2(%). 


由 于 了 1(%)g2(%) 等 于 整 系数 多 项 式 /(*)，t: 整除 Jf1(x)g2(%) 的 各 项 系数 .又 
由 于 (s,t) =1 ， 必 然 导 致 ; 整除 1 (x)g,(x) 的 各 项 系数 ， 是 f1(x)g2(x) 的 各 项 
系数 的 公 因 子 . 我 们 证 明 两 个 本 原 多 项 式 f1(x)，g,(x) 的 乘积 也 是 本 原 多 项 
式 ， 各 项 系数 的 最 大 公 因 子 等 于 1. 这 将 迫使 1=1， 从 而 f(x) = sz(x) 也 是 
整 系数 多 项 式 ，f(x) = f1(x)… sg2a(x) 是 f(x%) 在 整 系数 范围 内 的 一 个 分 解 . 
定理 5.5.2(Gauss 引 理 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 设 
fx) = ax + anix t+ +alxt+ao 
g(x%)= bnrx™ + bn_1x"-! 
是 两 个 本 原 多 项 式 . 
h(x)=f(x)g(x) = hs nx" +t harn-ir" "lt + hx+ ho 
如 果 h(x%) 不 是 本 原 多 项 式 ， 各 项 系数 h,(0<i<m+n) 的 最 大 公 因 子 
d>1. 设 p 是 d 的 一 个 素 因子 ， 则 p 是 h(x) 的 各 项 系数 的 公 因 子 . 但 由 于 
f(x),，g(x) 都 是 本 原 多 项 式 ，p 不 能 整除 f(x) 的 所 有 的 系数 ， 也 不 能 整除 
g(x) 的 所 有 的 系数 . 我 们 证 明 这 将 导致 矛盾 . 
设 /(x) 的 每 个 系数 a;(0< i<n) 被 p 除 的 商 为 g;,， 余数 为 mr; g(x) 的 每 个 
系数 6 (0<j< m) 被 p 除 的 商 为 9， 余数 为 ;. 则 
f(x)= pho(x)+fi(x), g(x)= pgo(x) + g1(x), 


+'**+bix+bo 


其 中 
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fo(x) = gn” + qn-1x" + + gx%+ go 


f(x)=rr tr I ++rixt+ro 
Bo(X) = Gn + Gn ix +++ Go 
ZI1(X) =FX" + IX I+ +FIX+ Fo 
f(x) 至 少 有 一 个 系数 ai 不 被 p 整除 ， 因 此 有 (x)z0; 同样 ,也 有 
gi(X%)0. 
h(x)=f(x)g(x)= (pho(x) + fi(x)) (pgo(x) + gi1(x)) 
= pho(x) +fi(x%)gi(x) 
其 中 ho(x)= pfo(x)go(x) +fo(x) + go(x*)EZLx]. 
设 非 零 的 整 系数 多 项 式 f 有 (x) = re +…,g1(x) = Fo +… 的 首 项 分 别 是 nx'， 
Fx ， 其 中 1<7n, <p ， 则 /1(x)g1(x) 的 首 项 为 rpF,x**+*， 由 于 ri ,7 都 与 p 互 
素 ， 它 们 的 乘积 nz, 与 p 互 素 . f(x)g(x) 的 +s 项 系数 hi, ,等 于 p 的 某 个 倍 
数 加 上 rz, ， 因 此 太 , ,= 六 关 0 (modp)，hi; ,不 被 p 整除 . 矛盾. 可 见 f(x)g(x) 
的 各 项 系数 的 最 大 公 因 子 只 能 等 于 1， f(x)g(x) 是 本 原 多 项 式 . 口 
推论 5.5.1 设 /(x)，g(x)EZ[x]， 并 且 g(x) 是 本 原 多 项 式 . 如 果 g (x) 
整除 fx)， 则 g(x) 除 (x) 的 商 g(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 并 且 当 f(x%) 是 本 原 多 
项 式 时 g(x) 也 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 由 于 /(x)，g(x) 都 是 有 理 系数 多 项 式 ，g (x) 除 f(x) 的 商 g(x) 也 
是 有 理 系 数 多 项 式 ， 由 引 理 5.5.1 知 g(x) =c*h(x)， 其 中 h(x)EZLlx] 是 本 原 


多 项 式 , 0zcEQ. 可 写 c= 二 使 *， iEZ, 1>0, 且 (s,t)=1. 则 


f(x)= q(x)g(x) = h(x) g(x) 


其 中 g(x)， h(x) 是 本 原 多 项 式 ， 它们 的 习 积 h(x)g(x)= Da 也 是 本 原 多 
项 式 ， 各 项 系数 do, di,…, d， 的 最 大 公 因 子 等 于 1. 由 


f(x) = 之 i E Z[x] 
知道 ; 整除 每 个 sd;(0< i<n). 再 由 (1,s)=1 知 ;整除 每 个 d;， 从 而 1 是 do， 
di，,"… ,ds 的 公 因子 .但 do, di,…,d 的 最 大 公 因 子 等 于 1， 因 此 上 =1. 这 说 明 
q(x) = s*h(x) 是 整 系数 多 项 式 . 

由 f(x)= sh(x)g(zx) 知 道 s 是 f(x) 的 各 项 系数 的 公 因 子 ， 如 果 f(x) 也 是 
本 原 多 项 式 ， 各 项 系数 的 公 因子 只 有 + 1， 这 迫使 * = +1， 此 时 g(x) = + h(x) 是 
本 原 多 项 式 . 

定理 5.5.3 如 果 f(%x)EZLx] 可 以 分 解 为 两 个 次 数 大 于 等 于 1 的 有 理 系 数 
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多 项 式 的 乘积 ， 那 么 FLx) 是 次 数 大 于 等 于 1 的 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

证 明 设 Fx)=A(x)APz)， 其 中 hz)，P(xz) 是 次 数 大 于 等 于 1 的 有 理 
系数 多 项 式 的 乘积 .由 引 理 5.5.1, 可 写 fi(x)= cigi(x), p(x)= cagz(x)， 
其 中 g(x)，g2(x) 是 整 系数 本 原 多 项 式 ，c! ，cs 为 非 零 有 理 数 ， 于 是 

f(x)= cic2gi(x) g2(%). 
由 于 gi1(x) 是 本 原 多 项 式 ，f(x) 是 整 系数 多 项 式 ，g1(x) 除 F(x) 的 商 'clczgz(z) 
是 整 系数 多 项 式 . 于 是 f(x%) 被 分 解 为 次 数 大 于 等 于 1 的 整 系数 多 项 式 g1(x) 与 
cuczsg2z(x) 的 乘积 . 口 

例 1 求 出 所 有 满足 以 下 条 件 的 三 角形 : 它 的 任意 两 边 长 度 之 比 是 有 理 
数 ， 每 个 角 的 度数 都 是 有 理 数 . 

解 设 入 48C 满足 条 件 . 记 它 的 三 边 之 长 分 别 为 BC = a，AC = 6b， 
AB=c， 则 


b+c -a 1 by? Ci a a 
co 4 
是 有 理 数 . 同 理 ，cos 中 ，cos C 都 是 有 理 数 . 

设 角 4 的 度数 为 有 理 数 二 ， 其 中 uw, wv 是正 整数 . 取 n= 360v"， 则 角 n4 的 
度数 360v 是 360 的 整 倍数 ，n4 是 周 角 的 整 倍数 . 考虑 复数 w = cos 4 + isin 4， 
则 

w"” = cos nA +isin rd =1 
w 及 其 共 恩 五 都 是 多 项 式 x" -1 的 根 ， 以 w,6 为 根 的 二 次 多 项 式 
g(x)=(x-w)(x-i)= x -2rxcos 4+1 
是 x" -1 的 因 式 . 

由 于 cos 4 是 有 理 数 ，g (x) 是 有 理 系数 多 项 式 . 设 2c0s 4 = 二， 其 中 ;， 
i€EZ,t>0 有 HH(s,t)=1,， 则 wg (x)=iw*-sx+t 是 本 原 多 项 式 . tg (x) 也 是 
x" -1 的 因 式 . 

由 推论 5.5.1 知道 : 本 原 多 项 式 tg (x) 除 整 系数 多 项 式 x* - 1 所 得 的 商 
q(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 因 此 g(x) = tx?*- sx+t 除 x* -1 得 到 的 商 的 首 项 系数 
二 应 是 整数 ， 这 迫使 1=1. 

因为 2cos 4 = s 是 整数 ， 由 |2cos 4| 三 2 知 


2cos 4ET+2, 土 1,0}，cos AE[ #1,+ 吉 ,0}. 


但 cos 4 = +1 导致 4 =0° 或 180", 不 是 三 角形 的 内 角 . 因此 cos 4 = 0 或 站， 
A = 60? ，90P 或 120". 
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但 另外 两 个 角 B，C 同样 也 只 能 是 60°，90? 或 120°, 由 A+B+C=180° 知 
唯一 的 可 能 是 4 = B= C =60?， 公 4BC 是 等 边 三 角形 . 显然 ， 等 边 三 角形 满足 
条 件 . 

因此 ， 满 足 条 件 的 三 角形 就 是 所 有 的 等 边 三 角形 . 

3. 有 理 根 定理 

由 推论 5.5.1 还 可 以 得 出 关于 整 系数 多 项 式 的 有 理 根 的 如 下 定理 : 

定理 5.5.4( 有 理 根 定理 ) 设 f(x)= ax"+…… +alxt+ aoE ZLlx]， 其 中 


om 天 0. 如 果 有 理 数 。 = 广 是 /(%) 的 根 ,其 中 s，t EZ 且 (s,1)=1，, 则 
tit|as 且 s|ao. 
证 法 1 由 因 式 定理 知道 x - 整除 f(x)， 从 而 tx - :整除 f(x)， 由 


(s,1)=1 知 tx - s 是 整 系数 本 原 多 项 式 , 而 f(x) 是 整 系数 多 项 式 . 由 推论 
5.5.1 知 tx -s 除 f(x) 所 得 的 商 q(x) = 56,-1x"-!+… + bix + bo 是 整 系数 多 项 
式 . 由 


f(x)=ax" + +axt+ao= g(x)(iw—s) 

= (b,x ++ bxt+ bo)(tx—s) 

得 as = 加 it a0= bos; 可 见 i|a,,s 
证 法 2 (直接 证 明 , 不 用 引 理 5.5.1) 


Qo 


同 乘 * 得 
ans" + Gris t+ +als1+aot=0 (5.5.2) 
一 方面 ， 由 (5.5.2) 有 
as =t( -0 15 lo gst" 0 


因此 :| (ass")， 由 上 与 * 互 素 知 上 与 只 互 素 . 因此 io 
男 一 方面 ， 由 (5.5.2) 有 
aotr=s(— a las st gat!) 
因此 *| (aoz)， 由。 与 了 互 素 知 * 与 如 互 素 ， 因 此 s | co. 
例 2 求 多 项 式 /(x) = x? -6x? +15x -14 的 全 部 复数 根 . 


解 如 果 /(x) 存 在 有 理 根 (其 中 (s,1) =1,: >0)， 则 1:11,s|14 .因此 :=1. 


如 果 x<0， 则 f(x)<0 .因此 多 项 式 的 实 根 只 能 大 于 0，s EE {1,2,7,14}， 试验 可 知 
2 是 多 项 式 的 根 . 用 x -2 除 f(x) 得 商 g(x) =x?-4x+7. 用 一 元 二 次 方程 的 求 根 
公式 或 配方 法 求 得 g (x) 的 两 根 为 2+V3i， 因此 多 项 式 f(x) 的 三 个 根 为 2， 
2 43i. 
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例 3 有 理 系 数 多 项 式 8x3 - 6x - 1 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 说 明理 由 . 
解 ” 先 看 /(x) = 8x? - 6x -1 是否 有 有 理 根 . 如果/(x) 有 有 理 根 (其 中 


(s,t)=1,t>0)， 则 :18,s|1 . 因此， 二 E| +1,+ 方 ,+ 地 ,二 计 |} 需要 依次 
对 这 8 个 有 理 数 试验 看 它们 是 否 是 f(x) 的 根 . 不 过 有 一 个 办 法 减少 工作 量 : 
令 y=2x， 则 f(x) =8x? -6x -1 可 以 写成 y 的 多 项 式 g(y)=y -3y-1. 


f(x) 有 有 理 根 cg(y) 有 有 理 根 2c . 
g(y) 的 有 理 根 汪 满足 条 件 |1,1|1 ， 因 此 只 可 能 为 +1， 显然 + 1 不 是 


g(7y)= 和 -37y7-1 的 根 ， 因 此 g(y) 没 有 有 理 根 . 因此 f(x) 也 没有 有 理 根 . 

如 果 f(x%) 能 够 分 解 为 两 个 次 数 大 于 等 于 !1 的 多 项 式 A(xz)， 户 (x) 的 乘积 ， 则 
有 1(*)，_/(*) 必 有 一 个 是 有 理 系数 一 次 多 项 式 ur + 6， 它 的 有 理 根 - 二 就 是 F(x) 
的 有 理 根 ， 既 然 f(x) 没 有 有 理 根 ， 就 证 明了 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . ” 口 

4. 整 系数 多 项 式 不 可 约 的 一 个 判别 法 

定理 $.5.5(Eisenstein 判别 法 ) 设 

(xz)= ax +a ix I++ax+acEZ[x] 

如 果 存 在 某 个 素数 p 同时 满足 以 下 条 件 : 

(1) ph oa; 

(2) plai, VOsisn-1; 

(3) 局 C0， 
则 .A(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 

证 明 设 f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 则 由 定理 5.5.3 知道 f(x) 可 以 分 解 为 
两 个 次 数 大 于 等 于 1 (从 而 次 数 都 小 于 deg f(x)) 的 整 系数 多 项 式 


m-1 


g(x)= bax™ + bmn-1%X +*"*+ bix+ bo 


h(x)= ct + crim lt + cx+ co 

的 乘积 : f(x)= g(x)h(x). 

将 整 系数 多 项 式 g(x)，h(x) 写 成 

g(x)=pgo(x) + g1(x), h(x)= pho(x)+ hi(x) 

的 形式 ,使 go0(x)，g1(x) 的 i 次 项 系数 (0<k< m) 分 别 是 p 除 b, 的 商 g, 和 余 
数 r,，ho(x)，hi(x) 的 j 次 项 系数 (0<j<) 分 别 是 p 除 c 的 商 和 和 余数 方 . 
我 们 有 

f(x)= (pgo(x) + g(x)) (pho(x) + hi(x)) = ph(x) + g(x) h(x) 
因此 f(x) 的 i 次 项 系数 a 与 g(x)hi(x) 的 i 次 项 系数 模 p 同 余 . 

首先 ， 由 p 不 整除 o, = bmes 知道 小 bo 且 p 人 ct， 因此 gi(%) 的 m 次 项 系 
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数 与 h(x) 的 k 次 项 系数 i >0 且 7 <p， 都 与 p 互 素 . 设 g1(x%) 的 不 等 于 0 
的 最 低 次 项 是 * 次 项 ，h,(z%) 的 不 等 于 0 的 最 低 次 项 是 1 次 项 ， 则 
g1(X) = rx tt rr, hi(x)= Fx + + Fx! 
因而 
g1CX)hi(x) = rr tt rr +! 
的 不 等 于 0 的 最 低 次 项 是 s+ :次 项 ， 由 r+, 及 i 与 p 互 素 知道 它们 的 乘积 rjz, 与 
P 互 素 ， 因此 f(x) 的 ;+ 次 项 系数 4,,, 与 p 互 素 . 但 f(x) 只 有 首 项 系数 a, 与 
P 互 素 ， 因 此 s+1=n=m+k,m=s,k=t. 这 迫使 
g1(X) = rmx™, hi(x) = Fxt 

由 m 宇 1 及 =1 知 g1(x)，hi(x) 的 常数 项 都 等 于 0，f(x) 的 常数 项 ao 等 于 
pgo(x) "pho(%) 的 常数 项 p?gogo ，ao 被 p? 整除 ， 与 原 假设 矛盾 . 

这 就 证 明了 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 口 

例 4 证 明 下 面 的 多 项 式 f(%) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 : 

(1) f(x) = x"+2 ,nn 是 任意 正 整 数 ; 

(2) f(x)= x 1 +x 2+ r++1, p 是 任意 素数 . 

证 明 (1) x"+2 的 首 项 系数 1 不 被 p =2 整除 ， 其 余 各 项 都 被 2 整除 ， 常 
数 项 2 不 被 2 整除， 由 Fisenstein 判别 法 ，x" +2 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

(2) 不 能 直接 对 f(x) 用 Eisenstein 判别 法 . 取 y=x-1, x=y+1， g(7)= 
f(y+1). 则 : 

(= 人 = 车 二 

P+CP I+ tC y+ py 


和 
= + t+ Co y+p 
如 果 f/(x) 可 以 分 解 为 次 数 宇 1 的 两 个 有 理 系数 多 项 式 fi(x)，f(x) 的 乘积 ， 则 
g(7y)=fi(y+1)fz(y+1) 是 Q[y] 中 次 数 二 1 的 两 个 多 项 式 fi (y +1)， 


ply + 1) 的 乘积 . 
然而 ，g(y) 的 首 项 系数 1 不 被 整除 ， 其 余 各 项 Gy -22 一 P+ 


(I<ksp-1) 都 被 p 整除 ,常数 项 p 不 被 p? 整除 .由 Kisenstein 判别 法 ， 
8g(Y) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 因 此 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 口 

注意 例 4(2) 中 的 f(x) 就 是 §5.4 中 定义 的 分 圆 多 项 式 B,(x)， 取 p =3， 
5 得 到 的 xw*+x+1，x4+x3+x2+x+1 是 x5 -1 的 两 个 有 理 系 数 不 可 约 因 式 . 


习 题 5.5 
1. 在 有 理 数 域 上 将 下 列 多 项 式 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 : 
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(1) x*+4; (2) x2 一 1 

2. 整 系数 多 项 式 f( x) 能 否 同时 满足 f(10) = 10 ，F(20) =20 ，F(30) =40? 

3. 设 a1,as,… ,a, 是 两 两 不 同 的 整数 . 求证 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 : 

(1) (x—-a)(x- a)(x- a)-1; (2) (x ~ a) x- a) r(x- a) +l. 
4. 利用 3 倍 角 公式 cos 3a = 4cos a - 3cos a 证 明 cos 20 是 无 理 数 . 

5. 求 下 列 多 项 式 的 全 体 复数 根 : 


(1) x? +3x+4; (2) x*+—- 6x ~ 3x+2. 
6. 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 并 说 明理 由 . 
(1) xe+wa+l (2) x*+4k+1, 为 整数 ; 


(3) xw?+ px+1，p 为 奇 素数 . 


7. 设 a，b， < 都 是 非 零 的 有 理 数 ， 且 如 + 也 + 全 与 女 + 全 + 
C a a b 


都 是 整数 .求证 
lal=|16|=|el. 
8. 设 a，b,， nn 是非 零 整数 ，n>2, 且 ab|(a+6b)". 求证 bla"-!, 


附录 2 jp 元 域 Z, 上 的 多 项 式 


设 p 是 任意 一 个 素数 .对 任意 两 个 整数 a，bE Z， 如 果 p | (a - 5)， 就 称 
a, 上 2b 模 p 同 余 ， 记 作 4a=6b(mod p). 这 也 就 是 说 p 除 a， 4 的 余数 相等 . 
Pp 除 整 数 的 余数 " 共有 p 个 不 同 的 值 0,1,2,…,p -1. 对 r 的 每 个 值 ， 将 
满足 条 件 a =r(mod p) 的 全 体 整数 a 组 成 的 集合 记 作 z， 即 
r= {pn+r|ln€EZ} 
每 个 这 样 的 集合 7 称 为 模 p 的 一 个 同 余 类 (congruence class) ，r 称 为 这 个 同 余 类 
的 代表 元 ， 对 每 个 a€ ZZ， 我 们 也 用 a 表示 a 所 在 的 同 余 类 . 则 z = bea= 
b(mod p). 设 p 除 a 的 余数 是 r,.,， 则 rx, 是 同 余 类 a 的 代表 . 
这 样 ， 整 数 集合 Z 被 划分 成 模 p 的 p 个 同 余 类 0,1,…,p -1 的 并 ,不 同 的 
同 余 类 两 两 的 交 为 空 集 . 
将 模 p 的 全 体 同 余 类 组 成 的 集合 记 作 Z, ， 对 Z, 中 的 任意 两 个 元 素 可 以 
定义 加 、 减 、 乘 运算 : 
a+b=a+b=r,,,, -b=a-b=7i,, =ab= i,, 
其 中 ,;，r,.，;，rw 分 别 是 p 国生 a ~b5，ab 得 到 的 余数 ， 因 此 分 别 是 
a +b,a -5b,ab 所 在 的 同 余 类 的 代表 元 . 
例如 ， 当 p =2 时 z= 1{0,1}. 其 中 0 由 全 体 偶数 组 成 ,1 由 全 体 奇数 组 
成 ， 对 这 两 个 同 余 类 有 : 
0+t0=0,， 0+1=1，1+1=0; 
Ox0=0, 0xl=0，1xl=1. 
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( 注 : 其 中 的 1+1=0 不 大 符合 我 们 的 习惯 ,1+1=2 才 符合 习惯 .但 2 所 在 
的 同 余 类 2 (由 全 体 偶 数 相 成 ) 的 代表 元 不 是 2 而 是 0，2 =0， 因 此 1+1=0. 它 
表示 的 意义 其 实 就 是 


“奇数 ”+ “奇数 ”=“ 侦 数 ” 
这 就 不 奇怪 了 ， 类 似 地 ， 05- 了 = 了 就 是 “偶数 ”-“ 奇 数 ”" = “奇数 ”). 


又 如 ，p =5 时 ，Zs= {0,1,2,3,4}. 同样 可 以 定义 加 、 减 、 乘 法 . 例如 
3+4=2, 0-1=4, 3x4=2 


特别 地 ， 


lilixl=2x3=4x4=1 
可 见 Zs 中 所 有 的 非 零 元 1,2,3,4 都 是 可 逆 的 : 
1-'=1, 2-1=3, 3-!=2, 4-'=4 
因此 ， 对 任意 4a,5E Zs 且 60 都 可 以 做 除法 求 得 c=a==b= ab-! 使 必 =a. 
例如 : 3:2=3x2-!=3x3=4. 

回头 看 Z,， 发 现 对 任意 a ,bEZ, 且 5z0 也 可 以 作 除法 . 在 到 中 ，pz0 
只 能 b=1,， 显然 a+1= 4a. 

一 般 地 ， 对 任意 素数 p 和 65x0,， 由 于 pH/b， 有 (5,p) =1， 因 此 存在 
u€ 2 使 w=1(mod p), 设 p 除 4 的 余数 为 r,， 则 元 5=1， 可 见 8-!= 元 ,因此 
对 任意 5EZ, 可 以 求 得 5 = 比 ~! 使 性 =a. 这 说 明了 ZZ, 对 加 、 减 、 乘 、 除 四 
则 运算 封闭 (做 除法 时 除数 不 为 零 ). 

因此 ，Z, 是 一 个 域 (field)， 它 由 p 个 元 组 成 ， 称 为 p 元 域 . 我 们 同样 可 以 
定义 Z, 上 的 多 项 式 及 其 加 、 减 、 乘 运算 ， 研 究 域 Z, 上 的 多 项 式 环 Z,[x]， 定 义 
带 余 除法 ， 通 过 轧 转 相 除 法 求 最 大 公 因 式 ， 研 究 互 素 的 多 项 式 ， 研 究 Z,[ x] 中 的 
多 项 式 的 因 式 分 解 ， 得 到 因 式 分 解 及 其 唯一 性 的 定理 ， 定 义 ,上 多 项 式 的 微 商 
并 由 最 大 公 因 式 (f(%),f'(x)) 是 否 等 于 1 来 判别 f(x) 是 否 有 重 因 式 ， 等 等 . 

整数 环 上 的 多 项 式 环 Z[ x] 与 Z,[x] 有 密切 的 关系 . 对 每 个 


f(x)= a ta ix + +axr+aoEZlx] 


记 
f(x)= a + ix I ++ ax+ ED,Lx] 

则 gpg:f(x)m> f(x) 是 ZLx] 到 Z,[x] 的 映射 并 且 满 足以 下 条 件 : 
pf(x)+g(x))= pf(x)) + pl(g(x)), pl(flx)g(x))= op(f(x)) yp(g(x)) 
由 ZLx] 到 Z,[x]j 的 上 映射 对 于 研究 Z[x] 的 因 式 分 解 很 有 帮助 ， 例 如 : 

例 1(Gauss 引 理 ) ” 整 系数 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 设 /(x)，g(x) 都 是 本 原 多 项 式 ，h(x) = f(x)g(x)， 如 果 h(x) 的 
各 项 系数 的 最 大 公 因 子 4d > 1， 则 d 有 素 因 子 p， 对 这 个 素数 p 考虑 映射 


274 第 5 章 多 项 式 


p:ZLx I>Z, Lx], f(x)r> f(x). 则 gh(x)=0. 
但 由 f(x)，g(x) 是 本 原 多 项 式 知 道 p 不 能 整除 f(x) 的 全 部 系数 ， 也 不 能 
整除 g(x) 的 全 部 系数 . 因此 
pf(x))#z0B op(g(x))#0 SS vp(f(x)g(x))= f(x)g(x) #0 
这 导致 h(x)zf(x)g(x). 矛盾 . 这 证 明了 f(x)g(x) 是 本 原 多 项 式 . 
例 2(Eisenstein 判别 法 ) 设 
f(x)= ax"+arix lI++ax+aoEZlx)] 
如 果 存 在 某 个 素数 p 同时 满足 以 下 条 件 : 
(1) ph a 
(2) pla, VOsisn-1; 
(3) ph C0， 
则 (x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
证 明 设 A(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 则 f(x) 可 以 分 解 为 两 个 次 数 大 于 等 于 1 
的 整 系数 多 项 式 fi(x)，fp(%) 的 乘积 ， 对 满足 已 知 条 件 的 素数 p 考虑 映射 
9p:2Z[x]—>2Z,Lx], f(x)F> f(x)， 则 
fx) = x" = f(x)f(x) = (Bix + en) (Cx: + ee) (1) 
其 中 k=deg A(x)>1，s=deg 户 (x%)>1 且 大 +s=7 由 ph a, Ha 0. ax” 
在 Z,[ xj 中 的 分 解 式 只 能 具有 形式 x" = hz5 .uvs ， 其 中 )， pk 是 Z， 中 的 非 零 
元 素 . 与 (1) 比 较 得 


fi(x) = Bi fol(x)= Ee (2) 
由 于 上 >1，s 宇 1，(2) 说 明 f1(x%)， f(x) 的 常数 项 都 被 p 整除 ，A (xz)P(xz) 的 常 
数 项 被 p? 整除 ， 与 已 知 条 件 (3) 矛 盾 . 这 证 明了 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 .， “ 口 
不 难看 出 ， 以 上 例 1， 例 2 中 的 证 明 与 85.5 中 的 证 明 实 质 上 是 相同 的 ， 

只 不 过 用 同 余 类 的 语言 叙述 起 来 更 加 简明 扼要 


例 3( 分 圆 多 项 式 的 不 可 约 性 ) 设 m 是 正 整数 ，w = cos isin 入 ， 
D(x) = [| (x ~ w:) 


lgk<m(k,m)=1 

是 m 次 分 圆 多 项 式 . 求证 : B,, (x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

证 明 将 x" -1 在 有 理 数 域 上 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 . 其 中 每 个 不 可 约 
因 式 乘 适当 的 非 零 有 理 数 。 之 后 得 到 的 整 系数 本 原 多 项 式 f(%) 整 除 x* - 1， 且 由 
推论 5.5.1 知道 Kx) 除 x* -1 的 商 也 是 整 系 数 多 项 式 ， 这 迫使 f(%) 的 首 项 系数 是 
+1， 且 不 妨 选 为 1， 因此，x” -1 可 以 分 解 为 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 有 限 个 整 系 
数 首 一 多 项 式 的 乘积 ， 其 中 必 有 一 个 以 w 为 根 ， 设 为 f(x). 我 们 证 明 所 有 的 m 
次 本 原单 位 根 都 是 六 xz) 的 根 ， 从 而 更 。(x) = f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
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设 a 是 f(x) 的 根 ， 素数 p <n 且 (p,n)=1. 我 们 证 明 or? 也 是 f(x) 的 根 . 
车 不 然则 a* 是 x" -1 的 另外 一 个 有 理 数 域 上 不 可 约 的 整 系数 首 一 因 式 g(x) 
的 根 ， 自 (f(x),g(x))=1. 

x ~ 1=f(x)g(x)h(x) (3) 
其 中 h(x) 是 整 系数 首 一 多 项 式 ， 由 于 wz 是 g(%) 的 根 ，w 是 g(x?) 的 根 ， 从 而 
用 x) 与 g(x?) 有 公共 根 w， 有 公 因 式 x - w， 因 此 最 大 公 因 式 (f(x),g(x?)) 的 
次 数 大 于 等 于 1. 由 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 知道 /(x)| g(x?)，g(x?) = f(x) 
u(x)， 其 中 u(x) 是 整 系数 首 一 多 项 式 . 
对 素数 p 考虑 映射 p:Z[x] 一 Z,[x]，f(x)m> (x). 则 
x" ~ 1=/(x)B(x)h(x), g(x)=f(x)n(x) 

注意 对 任意 著 数 a ,…,a,EZ 有 (alt + an) ?= + + ab(mod p). 
特别 取 aj =… = a,=1 得 m=m(mod 了 )， 也 就 是 元 ?> = 元 对 所 有 的 元 EZ， 成 
立 . 设 g(x)= bo+ bix+… + bx ， 则 

Bx)= bot ba te +t ba = (Bot bxt+ + bext)? = (B(x))? 

设 v(x)EZ,[x] 是 f(x) 在 Z,Lx] 中 的 任意 一 个 不 可 约 因 式 ， 则 w(x) 整除 
(B(x))? = g(x?)=f(x)a(x), 从 而 v(x)| g(x). 

v(x) 在 Z,Lxj] 中 同时 整除 x* -1= 了 (x)8(x)h(x) 的 两 个 因 式 f(x) 与 
B(x)， 可见 v(x) 是 x" ~ 1 的 重 因 式 . 但 x* -1EZ,[x] 的 微 商 (x" - 1) = 
nx" ~ 1. 由 于 (p,n)=1， 元 尖 0， 因此 ( 刀 -1) = ix”"-! 与 x* ~ 1 互 素 ,， 因 此 
xX" -1€Z,lx] 没 有 重 因 式 ， 了 矛盾 . 

这 就 证 明了 : 对 f(x) 的 任意 根 a 和 任意 素数 p 儿 n，a? 都 是 F(x) 的 根 . 

已 经 知道 w 是 f(x) 的 根 . 对 与 n 互 素 的 任意 正 整数 < nm， 将 大 分 解 为 素 
因子 的 乘积 有 = pip2…p,， 则 p; 人 nC(Vlsisit). 

(x w)|f(x) Sx wo ) | fx) (x wn) | f(x) 
(x wn) | f(x) 
即 ww 是 f(x) 的 根 . 

这 就 证 明了 所 有 的 n 次 本 原单 位 根 o*(1< < n,(k,n) =1) 都 是 f(x) 的 
根 ，f/(%) 被 B,(x) 整 除 . 再 由 f(x) 不 可 约 知道 f(x) = 8B,(x)，g,(x) 是 有 理 
数 域 上 不 可 约 多 项 式 . 口 
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1. 多 元 多 项 式 的 定义 
定义 5.6,1 设 己 是 一 个 数 域 ，xl，…，,zn 是 n 个 相互 无 关 的 字母 ， 形 如 
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后 42 
CQMNTL 和 22 和 


的 式 子 ， 其 中 eaE ,hk ,ko，… ,hb 是非 负 整 数 ， 称 为 字母 x ,… ,x, 在 数 域 记 上 
的 一 个 单项 式 (monomial). 其 中 a 称 为 这 个 单项 式 的 系数 ，ki + … + k, 称 为 这 
个 单项 式 的 次 数 . 
如 果 两 个 单项 式 
ax Nhe, 
中 相同 字母 的 才 相 等 : k= m;(Y1s<is<n)， 就 称 它们 为 同类 项 . 
x1，,…,%n 在 数 域 记 上 的 有 限 多 个 两 两 不 是 同类 项 的 单项 式 的 和 


f(x1s ,Xn) = > Qk kk Ne (5.6.1) 
k 上 rk 人" 
a 


称 为 x1,… ,x 在 数 域 广 上 的 一 个 多 项 式 . 其 中 每 个 单项 式 称 为 这 个 多 项 式 的 


一 项 . 


me Lo I 
| m2 
bx1'x2 Xn 


x1，"… ,Xa 在 数 域 让 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 集合 记 作 F[ x ,… ,x ]. 

两 个 多 项 式 f(x1,…,x,) 与 g(xi,…,xs) 相 等， 是 指 f(xi,…, x) 与 
g(x1，… ,Xn) 中 的 同类 项 的 系数 对 应 相等 .特别 ，f(x1,… ,x,) =0 是 指 它 的 每 
一 项 的 系数 ai 都 是 0 ， 

换 名 话说， 就 是 任意 一 组 两 两 不 是 同类 项 的 驳 … 志 在 尺 上 线性 无 关 . 
这 也 就 是 ”个 字母 xi ,… ,x,,“ 相 互 无 关 ” 的 数学 描述 . 

多 项 式 f(x1,… ,x,) 中 系数 不 为 0 的 各 项 次 数 的 最 大 值 称 为 这 个 多 项 式 的 
次 数 (degree) ， 记 为 deg f(x1，,…,x,)， 如 果 f(x1,… ,x,) 中 所 有 的 非 零 的 项 的 次 
数 都 等 于 同一 个 值 m > 1， 就 称 f(x1,…, x) 是 m 次 齐 次 多 项 式 (homogeneous 
polynomial) 

对 x ,…, x。 在 数 域 记 上 的 两 个 多 项 式 f(xi,…,x,) 和 g(xi,… ,xs)， 可 以 
按 我 们 熟悉 的 方式 定义 加 、 减 、 乘 法 : 

将 f(x1，,…, xn) 和 g(x1，,…, zx) 的 同类 项 的 系数 相 加 (或 减 )， 得 到 的 多 项 
式 称 为 f(x1，… ,x,) 与 g(x1,… ,x,) 的 和 (或 差 ). 

将 f(x1，… ,x ) 的 每 一 项 与 g(xi,…, x) 的 每 一 项 按 如 下 法 则 相 乘 : 
和 


k k 
Qk kN Xn fs = Qk ek Dn s,m Xl! 
n An n 1 月 


所 有 这 样 的 项 相 加 再 合并 同类 项 ， 得 到 的 多 项 式 称 为 Fixi ,x ) 与 g(x1,…， 
x) 的 积 . 

集合 F[xi,… ,x,] 对 如 上 定义 的 加 、 减 、 乘 运算 封闭 ， 称 为 上 的 n 元 多 
项 式 环 . 

2. 字典 式 排列 法 ”仿照 一 元 多 项 式 的 降 短 排列 法 ,我 们 可 以 将 n 元 多 项 
式 中 的 各 项 按 如 下 顺序 排列 . 


9 
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对 多 项 式 中 任意 两 项 


天 k 
Qk kh bn 
1 下 n 


如 果 ” 的 指数 闫 m:， 就 将 xi 的 指数 较 大 的 项 排 在 前 面 ( 即 : 按 xi 的 降 害 排 
列 )， 如果 前 上 =- 1 个 字母 x1,…,%_1 的 指数 对 应 相等 : 下 = mi,…,h_1= 
m, -1， 而 第 i 个 字母 x, 的 指数 闫 m， 就 将 x, 的 指数 较 大 的 项 排 在 前 面 ( 即 : 
按 %, 的 降 寡 排列 ). 

按 这 样 的 顺序 排列 多 项 式 f(xi,… ,x ) 的 各 项 之 后 ， 排 在 最 前 面 的 非 零 项 
称 为 这 个 多 项 式 的 首 项 . 容易 验证 : 两 个 多 项 式 f(x1,…,xi) 与 g (xi, yzn) 
的 首 项 的 乘积 等 于 它们 的 乘积 f(x ，… ,x,)g(xi,…,%,) 的 首 项 . 特别: 

两 个 非 零 多 项 式 的 乘积 不 等 于 零 . 

与 域 上 一 元 多 项 式 环 F[x] 不 同 ， 对 F[x;,…, x] 中 的 两 个 非 零 多 项 式 一 
般 不 能 作 带 余 除法 . 但 是 ,与 FLx] 类 似 ，F[xi,…, x] 中 的 非常 数 的 多 项 式 
也 能 够 唯一 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 .这 个 命题 的 证 明 超 出 本 书 的 范围 ， 在 
这 里 就 不 给 出 了 . 

3. 多 项 式 环 上 的 多 项 式 

FLx1,… ,xa] 中 的 n 元 多 项 式 f(x1,… ,x) 可 以 看 作 其 中 任何 一 个 字母 和 
的 一 元 多 项 式 ， 它 的 系数 是 其 余 字 母 x1 ，… ,x _ 1,xip41，… ,x 的 多 项 式 . 例如 ， 
将 f(x1,… ,x ) 看 成 x 的 多 项 式 ， 写 成 

8B(X1) = an(xa2 Ka) XT 十 Gm-1CX2 Ks) LP! 
十 十 CI(CX2 ，… , Xn) Xl + ao( X23, ,Xn ), 
其 中 a x2, Ex yx]， VO<i<m. 

将 多 元 多 项 式 看 成 一 元 多 项 式 之 后 ， 就 可 以 利用 一 元 多 项 式 的 某 些 结 论 . 
例如 余数 定理 和 因 式 定理 . 我 们 有 : 

定理 $.6.1 设 F(x)= anxm+.…+alX 十 aoE DLx];ao,a1,"…,amnED, 其 
中 D 是 整数 环 Z 或 D = F[x,,…,x,j] 是 不 同 于 x 的 其 他 一 些 字母 x ,… ,x, 在 
域 记 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 元 多 项 式 环 ， 则 对 任意 a€ D， 可 以 用 x -a 除 
f(x) 得 到 唯一 的 商 a(x)€ D[x] 和 余 式 +r=f(a)ED，, 使 

f(x)= g(x)(x-a)+tr 
特别 ,，(x -a)|f(x)Sf(a)=0 

注意 : 在 余数 定理 的 证 明 中 用 到 了 带 余 除 法 ， 对 D[x] 中 任意 两 个 非 零 多 
项 式 一 般 不 能 作 带 余 除 法 . 但 x - a 的 首 项 系数 是 1， 用 x - a 除 任意 f(%)E€ 
DLx] 时 实际 上 并 不 涉及 到 D 中 元 素 的 除法 ， 只 涉及 到 加 、 减 、 乘 运算 . 因此 
余数 定理 及 因 式 定理 的 证 明 及 结论 仍然 能 够 成 立 . 

例 1 分 别 在 有 理 数 域 和 复数 域 上 分 解 因 式 f(x,y;z)=x3+y+23- 
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3xyz ， 
解 将 /f(x,y,z) 看 成 x 的 多 项 式 g(x)， 系数 是 y，z 的 多 项 式 ， 即 g(x) 
ED[xj， 其 中 六 = Cly,z]. 则 
g(-(y+z))=[-(7y+z)]3 + 和 +2-3[-(7y+z)]yz=0 
因此 x-(-(y+z))=x+y+z 整 除 g(x)， 用 x+y+z 除 g(x) 得 
和 十 多 十 各 x —3yx+y +2 x (y+z)x+y -y+z 


x + (y+2) x 


— (y+z)x? 一 3yzx 


— (y+z)x (y+2z)x 


(yr y+2)rty ta 


(yr yeta)r+y + 


0 
可 见 、 
fxsy,2)= (x) = xt y+2)x (y+2)x+ yy yz+z) 
=(x+y+z)(x +y +2 Ay Xz— yz) (5.6.2) 
而 


x? — (y+z)x+y -y+z 


= [x-li(y+zs)] - 工 +2)+y -y+ 
2 4 (7 ba 


1 ”3 
= [x-=(y+z)| + (7 27+ 7) 


= [tri 2) + -2) 


=(x+twyt+ wz) (x+w y+ wz) 


其 中 心 = -十 + 如 ;= cos 笃 + isin 和 是 本 原 3 次 单位 根 . 
因此 
COxy,z)=(x+y+z)(z+oay+w2z)(xz+o2y+az) (5.6.3) 
是 f(x,y,z) 在 复数 域 上 的 标准 分 解 式 . | 
式 (5.6.2) 右 边 的 第 二 个 因 式 x*?+y +z?- xy xr- yz 在 复数 范围 内 的 因 
式 x 十 CUY 十 amw2z， 和 十 wiy+ WwW% 不 是 有 理 系数 多 项 式 ， 因此 x + y? + 2 XY 一 XZ 
- yz 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 因此 (5.6.2) 是 f(x,y,z) 在 有 理 数 域 上 的 标准 分 
解 式 . 
例 2 求 n 阶 Vandermonde 行列 式 
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1 1 1 

和 1 和 2 Xn 

2 2 和 2 

V(x1, X22, ,Xn)= | xi MX2 Xn 
和 1 x 1 。 1 


解 在 83.2 例 4 中 已 经 计算 过 Vandermonde 行列 式 . 这 里 采用 另外 一 种 
方法 . 

V(xi,X2，"…, Xn) 是 n 个 字母 x1,xs,…, x, 的 多 项 式 . 每 一 项 具有 形式 
二 112，… 中 选取 -1 个 数 的 一 个 排列 )， 次 数 为 


1+2+ + (nD) = 


对 每 个 1<i<n, 可 以 将 V(xi,… ,x,) 看 作 字 和 母 x; 的 多 项 式 ， 
f(xi)= ao+ alxi + a2x? + + apxt 
其 中 的 系数 a0,aj,… ,as 都 是 其 余 字 母 xj(jzz 让 的 多 项 式 . 令 字 母 x, 取 值 %; 代 
入 f(x;)， 也 就 是 在 V(x ,… ,zx,) 中 将 x; 换 成 x， 得 到 的 新 行列 式 的 第 i，j 两 
列 相等 ， 行 列 式 值 为 0. 这 说 明了 x; -x 是 V(x,,…,x。) 的 因 式 .所 有 的 因 式 
ti-Xi(l1<j<isgn) 互 素 ， 都 是 V(xi,…,%,) 的 因 式 , 它们 的 乘积 g (x) 


二 11 (xi x) 也 是 V(x1，…, Xn) 的 因 式 . 而 g(x) 的 次 数 为 于 SS~， 与 


lsj<ign 
V(x1,…,%a) 相 同 . 因此 
Y(xzi Xan) = A [1 (xi— 好) (5.6.4) 
lsj<ign 


4 是 待定 常数 . 
等 式 (5.6.4) 左 边 V(xi,… ,x,) 中 的 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 得 到 一 项 x,x3… 
避 -!， 没 有 其 他 的 同类 项 ， 系 数 为 1， 等 式 (5.6.4) 右 边 [| (x; - %) 中 的 项 


x223…% 由 所 有 的 因子 x; -xj(1<j<isgn) 的 第 一 项 %; 相 乘 得 到 .因此 等 式 
右边 x2x3…x%-! 的 系数 为 4+*， 比 较 等 式 (5.6.4) 两 边 xsx3… x ! 的 系数 得 X= 
1. 代入 (5.6.4) 得 


V x1 ,%,) 二 [| (x; 一 xj) 口 
4. 对 称 多 项 式 | 
例 3 设 p,g 是 已 知 的 复数 ,已 知 xi,x,x3 是 多 项 式 + px +g 的 3 个 根 . 
(1) 求 3 个 根 的 平方 和 s = 好 + x2 + x3; 
(2) 求 3 个 根 的 立方 和 ss = x? + xi + x3. 
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解 ” 由 一 元 多 项 式 的 根 与 系数 关系 的 定理 ， 知 
ol= Xi1t+x2+ x3=0 


G2 二 XI1X2+ XiX3+ X22X3=p 


03= XIX2X3= 4 
以 下 设法 由 G1, O02 来 计算 $2 和 $53. 
(1) s2 = (xX1+ x2+ xX3): — 2( wx + KIXI3+ XX3) = 0 — 20, = 一 2P. 


(2) 解法 1 ss 在 字典 式 排列 之 下 的 首 项 是 xi. 而 o3 = (xi+…)3=x?+… 
的 展开 式 中 的 首 项 也 是 xi. 


ot = (xi1t+ Xt+ Xa) = (x1+ Xo + X3) (XI + Xo + x3) (KI + x2 + x3) 


3 
= (0)+ 3( 之 ， xz3xj) + 6xlxax3 = s3 +3P+6as 


i=] lasi,je3,ixj 


其 中 f= >， xii : 只 要 将 户 由 cl,cz,cs 算出 来 , 则 ss = oj -3 疡 -6c3 就 


1<iy7s31 了 


算出 来 了 . 
户 的 首 项 是 ztxa， 可 以 分 解 为 cs = x1x2 + … 的 首 项 与 cl = xi + … 的 首 项 
的 乘积 . 因此 与 o10s 具有 相同 的 首 项 . 
0102 = (KX1+ x2+ X3) (KX2 + KIX3 + X27X3) = fr +3xix2x3= fr +303 
因此 
f=0102- 303 
s3 =al-3(olo -303) -603= 0 -30102+303 
= -3g 
(2) 解法 2 xi,xz,x3s 都 是 多 项 式 f(x) = wx? -olx?+ osx -os 的 根 . 即 
XI ox?t+ ox — 03 =0 
X23- ox2+ ox2— 03=0 
好- lx +aax -03=0 
三 个 等 式 相 加 ， 并 生 将 ss = xi + x23+x3 ，s2= x?+ X23+ x3， G1 = xi+ x2+ Xs 代 
人 得 
53 ~ 01582+ 0201 ~303=0 (5.6.5) 
再 将 (1) 的 结果 s = ci -20s 代 人 得 
s3— 01(07 ~ 202) + G201 -303=0 
整理 即 得 
s3=0 -3002+303= -3g 口 
显然 ， 例 3 (2) 的 解法 2 更 简捷 ， 将 各 个 根 x,(1< i<3) 代 人 多 项 式 /(x)， 再 将 
得 到 的 各 个 等 式 相 加 就 得 到 了 等 式 (5.6.5). 注意， 由 等 式 (5.6.5) 还 可 以 得 到 
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5 -3c3s=al(s ~ oo)， 

也 就 是 

x+X3+2X3 一 3xixax3= (XI + Xa + x3) (XI + XI + XI 一 MIX2 一 XiX3 一 %2%3) 
这 就 是 例 1 中 得 到 的 有 理 分 解 式 (5.6.2). 但 由 例 3 (2) 的 解法 2 这 样 得 出 来 ， 
更 加 巧妙 ， 磊 有 些 “ 踏 破 铁 鞋 无 现 处 ， 得 来 全 不 费 功 夫 ” 的 感觉 ， 然 而， 这 样 
的 巧 办 法 “可 直 而 不 可 求 "， 相 比 起 来 ， 还 是 例 1 中 的 “ 策 办 法 ”更 正规 一 些 ， 
适用 性 更 广 些 . 

类 似 地 ， 例 3 (2) 的 前 一 种 解法 虽然 比 解法 2 更 “ 策 ” 一 些 ， 但 它 可 以 推 
广 到 更 一 般 的 情况 ， 更 具有 普遍 意义 . 

注意 到 例 3 中 的 三 次 多 项 式 f(x) 的 3 个 根 x1,x2,x3 的 表达 式 oj,o2,o3 都 
是 xl, xz,x3 的 多 项 式 函 数 ， 并 且 具 有 一 个 共同 的 性 质 : 将 x1,x,,x3 作 任意 置 
换 ， 也 就 是 在 这 些 多 项 式 m(xi,xa,xs)(1<8<3) 中 将 xi,xa,xs 分 别 替 换 成 
zi Ki，%i， 其 中 ( 记 记 记 ) 是 1,2,3 的 任意 排列 ， 函 数 都 不 变 : 

Ok( Xi» Kiss Xi) = Or(xlyx2yx3) (Vl<ske3) 

我 们 称 具 有 这 样 性 质 的 多 项 式 o, (x ,x; ,x3) 为 x1,x2,x3 的 对 称 多 项 式 ， 更 一 般 
地 ， 有 

定义 5.6.2 设 /(xzx2… xn)ERLzxz ;xan]， 如 果 将 f(xi ,x2,…， 
x ) 中 的 字母 x | ,x ，… ,Xx 分 别 殖 换 成 x; ,x; ，… ,x; ， 其 中 (i 记 … 鹿 ) 是 1,2,…， 
n 的 任意 一 个 排列 ， 得 到 的 多 项 式 f(x; ,x; ,… ,x; ) 都 与 f(xi,x2，,… ,x ) 相 等 ， 
就 称 f( x ,x2，… ,Xn) 是 1 ,Xz 的 对 称 多 项 式 (symmetric polynomial). 口 

易 见 例 3 中 的 ci ,cz ,cs 都 是 xxz,xs 的 对 称 多 项 式 ，s,,s3 也 是 xi yx yx3 
的 对 称 多 项 式 . 实际 上 ， 对 任意 正 整数 上 ，w = 妇 + 人 丰 + 姑 都 是 对 称 多 项 式 . 
显然 ， 对 称 多 项 式 经 过 加 、 减 、 乘 运算 得 到 的 仍 是 对 称 多 项 式 . 例 3 中 就 是 由 
对 称 多 项 式 cl ,cz,cs 经 过 加 、 减 、 乘 计算 对 称 多 项 式 ;,，s;. 

一 般 地 ， 对 于 任意 ”个 字母 xl ,x,,… ,x, 和 正 整 数 k<n， 从 这 n 个 字母 中 
每 次 取 不 个 相 乘 得 到 的 所 有 乘积 之 和 


Gp (Xi x2 Kn) = 2 i i 
是 x1,x2,… ,zx 的 对 称 多 项 式 . 这 样 得 到 的 n 个 对 称 多 项 式 o1 ,o,,…,o, 称 为 
初等 对 称 多 项 式 (fundamental symmetric polynomial) ， 也 称 基 本 对 称 多 项 式 ， 
初等 对 称 多 项 式 具 有 特别 的 重要 性 . 例如 ， 关 于 多 项 式 
f(x)= x + an1x"! 


的 根 与 系数 的 关系 的 定理 : 


as = (—1)0,_ (x1, xX2,""" ,Xn) 


+ +ax+tao=(x— Xi)(x— ra) (x— x,) 


282 第 5 章 多 项 式 


说 的 就 是 多 项 式 的 系数 与 根 的 初等 对 称 多 项 式 之 间 的 关系 . 

不 过 ， 初 等 对 称 多 项 式 的 重要 性 更 集中 的 体现 是 

定理 5.6.2 任何 一 个 n 元 对 称 多 项 式 f(x1,xs，…, x) 都 可 以 表示 为 x,， 
xn 的 基本 对 称 多 项 式 o(1 < 和 gn) 的 多 项 式 ， 也 就 是 说 : 存在 n 元 多 项 
式 gn(y1,y2，… ,Yr) 使 

fx1s x2s°"* ,Kn) = p0102,"" sOn) 

证 明 设 对 称 多 项 式 f(xi, x，,… ,x,) 按 字典 式 排列 法 的 首 项 为 axTix… 
x", a0. 

由 于 f(x ,x2，,…,%) 是 对 称 多 项 式 ， 由 它 的 一 项 az xx 经 过 x1 ,Xx2，"…， 
x 的 任意 置换 得 到 的 项 axhixj… x 仍 是 f(xl, x;,…, x,) 的 项 ， 其 中 (hi， 
如 ,上 ) 是 (mj,m2,… ,mi) 的 任意 置换 ,如果 mi 宇 mw 宇 … 宕 ms 不 成 立 ， 对 某 
一 对 i<j 有 mi < mj， 将 m;，my 互 换 位 置 得 到 (ki ,ho，…,,)， 对 应 的 项 0 
应 当 比 axfix 史 xz 排 在 更 前 面 ， 与 ax 和 x 加 …x 是 首 项 的 假设 相 违背 . 

可 见 mi> mz 宇 … 宕 m .我 们 设法 寻找 某 一 组 非 负 整 数 d) ,4d,,… , d， 使 

qo og om (5.6.6) 

的 首 项 等 于 ax 和 xx 

计算 可 知 (5.6.6) 中 的 多 项 式 


2 
di+d,+: ‘+d d,+"+d d 


= axdi 由 ed 
的 首 项 为 
af + 中 + 和 dh 
因此 di,d,,…,d 满足 的 条 件 为 
di+d;+°**+d,= mi di=mi- m2 


dy+°"**+d,= m2 dy; = m2 — m3 
一 
dn = mn dn = man 
可 见 取 di= mi -mri(1<ign~1) 及 d, = mn 即 可 满足 条 件 . 
取 o1,o2,… ,0 的 多 项 式 pl = aa ogg ， 则 
fi xis X23s° go) = f(x2 oo) — 1 
仍 是 x1 ,x2,… ,x 的 对 称 多 项 式 并 且 它 的 首 项 比 / 的 首 项 更 “小 "(也 就 是 在 字典 
式 排 法 中 排 在 更 后 面 ). 重复 刚才 的 过 程 ， 又 可 以 找到 oj,os,…,o, 的 多 项 式 
92 与 有 具有 相同 的 首 项 ,而 f; = fi- ps 的 首 项 更 小 ， 重 复 这 个 过 程 ， 可 以 找 
到 o4(1<k 上 <n) 的 一 系列 的 多 项 式 gp1, gp,,… 使 
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万 亡 = 大 Po 太 = 万 -9 

中 每 一 个 的 首 项 都 比 前 一 个 更 “小 ”". 而 按 字 典 式 排列 法 排 在 axfx2… xz 后 
面 的 项 的 类 型 的 个 数 有 限 ， 经 过 有 限 个 步骤 之 后 必然 得 到 某 个 f = 0. 于 是 f= 
gi1+ z+ +91= 9 是 0:(1<k<n) 的 多 项 式 . 

还 可 以 证 明定 理 5.6.2 中 的 多 项 式 是 唯一 的 ， 因 此 有 : 

对 称 多 项 式 基 本 定理 x ,x,,… ,x 的 任何 一 个 对 称 多 项 式 都 可 以 唯一 地 
表示 成 xl ,xz，…xn 的 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 

定理 5.6.2 的 证 明 过 程 实际 上 给 出 了 求 g 的 算法 . 例 3 就 是 按 这 个 算法 将 
s2，53 表示 成 了 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 


习 题 5.6 


1. 证 明 : 二 元 多 项 式 wx? + y* -1 在 任意 数 域 上 都 不 可 约 . 
2. 在 复数 域 上 分 解 因 式 : f(x,y,z)= -223-7-23+x (y+2)+y (r+z)+ a(x+ty) 
一 2XYZz ， 
3. 已 知 x1，x2，x3 是 方程 x?+ px + gq 的 3 个 复数 根 . 将 D = (x -x2)?2(xI x3) (x2 - 
“3) 表示 成 p，g 的 多 项 式 . 
4. 将 = 从 + 故 +…+ 和 (有 =2,3,4) 表 示 成 x ,x2,… ,x 的 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 
xX+y+z+w=10, 
5. 解 方程 组 Xi + y+ 2 + w= 30, 
x3+y +2 + w= 100, 
XYyzw = 24. 
6. 已 知 实数 *，y，z 满足 x+y+z=3， 妇 + 和 认 + 好 =S，o3+ 轨 + 丰 =7， 求 友 + 放 二 夺 . 
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例 1 计算 ” 阶 行列 式 


i 1 no. 1 
X1 YX2 加 Nn 
A = 
x -2 X32 ,os MX 
妇 


解法 1 A 貌似 Vandermonde 行列 式 , 但 最 后 一 行 的 元 不 是 x ,… ,x 的 
n ~1 次 蜂 而 是 它们 的 n 次 宕 ， 不过， 可 以 将 这 个 行列 式 A, 扩充 为 n+1 阶 
Vandermonde 行列 式 
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1 人 1 1 

和 1 MX2 Xn y 

Xx1 2 x2 了 

f(y)= V(xi,, Xn)yy)= 2 
2 X32 r+-2 y" 2 
和 1 和 1 和 1 n-l 
X1 X2 Xn y" 
= [ly-x)-. Tl CG- x) (5.7.1) 
i=1 lgsi<jsn 


f(yY) 是 以 y 为 字母 的 多 项 式 . 将 行列 式 V(x1，… ,x ,Y) 按 最 后 一 列 展开 得 
f(y)=aotaly+ + ai + any” 
其 中 的 系数 a0,al,… ,a 都 是 x;,… ,x; 的 多 项 式 ， 特 别 
Qn-1= ~ A, 
其 中 A, 就 是 本 题 所 求 的 行列 式 . 另 一 方面 ， 将 (5.7.1) 的 右边 的 多 项 式 展开 得 
fly) = Cy (x) ) Tl (i — Xi) + 


可 见 f(y) 中 yr-! 的 系数 加 

an = 一 (x+ xn) [1] (5 =- 2) (5.7.2) 
与 (5.7.1) 比 较 得 四 

A = (x1 + "+ xn) 加 (x; — Xi) 口 


解法 2 设 /C4) = (x) 
+ (一 1)"o, 是 以 x1,xs,… ,Xa 为 根 的 多 项 式 . 则 对 每 个 1<k<n， 有 
f(x1) = rh or + oni -+(-1)",=0 
从 而 al = r+ or -+ (1)", (5.7.3) 
对 1<ign-1, 将 所 求 行列 式 A, 的 第 n -i+1 行 的 ( - Uici 倍加 到 第 n 行 , 则 
由 (5.7.3) 知 道行 列 式 的 第 n 行 变 为 (ojx?-1,o1x3-1,… ,olx%-!1), 将 公 因 子 ci 
提出 来 就 得 到 Vandermonde 行列 式 : 


1 1 ou 1 1 1 wo 1 
Xi X2 Xn x X2 Xn 
x? 2 X2 x? 2 X2 
A, = : 三 Il : 
Ea 2 X22 2 2 X92 X32 MX 
0G1XL ox3-! olx®-! x1!l %3 1 MX 
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= 01 Tl (和 — i) 


Igi<jgn 


由 于 cl = 之 /wm ， 就 得 到 


A, = 之 | (x 一 Xi ) 口 

例 2 将 nn 阶 方 阵 钱 = (zj),x ,中 的 nw? 个 元 xj(1si,j<n) 看 作 n? 个 无 关 
的 字母 ， 则 行列 式 det( 针 ) 是 这 些 字 母 的 n 次 齐 次 多 项 式 f. 求证 : 三 在 
QI zy |1<i,j<n] 中 不 可 约 . 

证 明 车 不 然 ， 设 f 可 以 分 解 为 两 个 非常 数 的 多 项 式 f1，f 的 乘积 : f= 
fif2- 

由 行列 式 的 定义 知道 ， 每 个 字母 x; 在 f 的 每 一 项 中 的 次 数 最 多 是 1， 也 就 
是 说 ， 


f= axjy + b 

其 中 a，&。 都 是 除了 xj 以 外 的 其 余 字 母 的 整 系数 多 项 式 . 

因此 ，x%y 只 能 在 fh ，_f 两 个 因 式 中 的 一 个 中 出 现 ， 在 另 一 个 中 不 出 现 . 

不 妨 设 x 在 所 中 出 现 ， 则 xu 不 在 户 中 出 现 , 广 = axn+5，a，5， 记 都 
是 除了 xu 之 外 的 其 余 字母 的 多 项 式 . 我 们 有 

f= (axu+b)f= afrrxut+ bf 
如 果 户 包含 某 个 x1,(j 关 1)， 则 户 =cxyv+td，c，d，a，8 都 是 xil， x1j 之 外 其 
余 字 母 的 多 项 式 ， 且 a，c 都 不 为 0. 
f= (axii + b) (ex +d)= acxiv1; + box + adxii + bd 

由 于 a，c 都 不 为 0，ac 关 0， 因 此 了 含有 被 xlxy 整 除 的 项 . 然而 ， 根 据 行列 
式 的 定义 ， 在 /的 每 一 项 中 xu 都 不 能 与 xy 相 乘 ， 矛 盾 ， 

因此 户 不 含 与 x 在 同一 行 的 任何 一 个 x1;， 所 有 的 xi 都 含 于 广 . 

同样 的 道理 ， 与 wi 在 同一 列 中 的 所 有 的 xi(2<i<n) 在 行列 式 中 也 不 能 
与 xu 相 乘 ， 因 此 所 有 的 x; 也 都 不 能 含 于 户 而 只 能 含 于 万. 

由 于 fi 包含 每 个 v1j(1<j<n)， 而 与 x1 在 同一 列 中 的 sy(1<i<n) 在 行列 
式 中 不 能 与 x1; 相 乘 ， 因 此 所 有 这 些 x; 也 都 不 能 含 于 所 而 只 能 含 于 fi. 

这 样 就 证 明了 所 有 的 字母 xy(1< i,j<n) 都 不 能 含 于 fs 而 只 能 含 于 fi. 
不 包含 任何 一 个 字母 ， 只 能 是 常数 . 这 就 证 明了 /在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 口 

例 3 求 整数 a 使 x*-x+a 整除 x， + x+90. 

解 记 f(x)=x3+x+90，g(x)=x2 -x+a， 则 g(x) 除 f(x) 的 商 g(x) 
是 有 理 系数 多 项 式 ， 且 由 g(x%) 是 首 一 多 项 式 知 g(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 对 任意 
整数 值 x = b5，g(5) 是 整数 ， 即 : 
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当 g(5) 关 0 时 g(5) 整 除 f(5); 当 g(5)=0 时 (45)=0. 

取 b=0, 1 得 g(b5)=a 整除 /(b5) =92，90， 从 而 a|(92 -90)=2， 
a= 土 1， 土 2. 

取 b= -1 得 g(-1)=2+6 整除 /( -1)=88, 故 azxzl1l 生 azx -2. 

和 璋 下 的 可 能 性 是 a= -1 或 2. 由 g(-2)=6+ a 整除 /( -2)= -23-2+ 
90 知 az-1. 

检验 可 知 剩 下 的 最 后 一 种 可 能 性 a。=2 是 所 求 的 解 。 口 

例 4 设 1(x)，g (x) 是 数 域 Ff 上 的 非常 数 多 项 式 ，n = deg f(x)， 
m= deg g(x%)., 

(1) 求证 : (f(x),g(x))=1 有 如 下 充分 必要 条 件 : 
对 任意 0 关 h(x)E FLx] 有 目 deg h(x)<m+n， 存在 u(x)，v(x)E FF[x] 使 
deg u(x)<m 或 u(x)=0 
deg v(x)<n 或 v(x)=0 

(2) 对 f(x)= x +2x+3 ， g(x)=x” -2, 求 u(x)， v(x)EQLx] 使 

u(x)f(x) + v(x)g(x) = (f(x), g(x)) 

(1) 证 明 先 证 充分 性 . 假设 对 满足 已 知 条 件 的 h(x) 都 有 满足 所 说 条 件 

的 u(x)，v(x)E€ FLx] 存 在 ,特别 取 h(x) =1， 则 由 
u(x)f(x)+v(x)e(x)=1 


u(x)f(x)+v(x)g(x)= h(x) 且 | 


知道 (f(x),g(x))=1. 
以 下 证 明 必 要 性 . 设 (f(x),g(x)) =1， 则 存在 w(x)，vi(x)E F[x] 使 
u(x)f(x) +v(x)g(x)=1 
两 边 同 乘 &(x*) 得 
h(x)u(x)f(x) + h(x)v(x)e(x)= h(x) : (5.7.4) 
用 g(x) 除 h(x)ui(x) 得 商 q(x) 和 余 式 u(x), 则 deg u(x) <deg g(x)= 
mm 或 u(x)=0, 且 h(x)u(x)=g(x)g(x)+ w(x) 代入 (5.7.4) 并 整理 得 
u(x)f(x)+v(x)g(x)= h(x) (5.7.5) 
其 中 v(x)= h(x)vi(x)+ q(x)f(x)E Flx]. 
我 们 有 w(x)f(x)=0( 当 w(x)=0) 或 deg (w(x)f(x)) = deg wu (x)+ 
deg f(x)<m+n, 且 deg h(x)<m+n. 如 果 v(x)z0， 则 由 (5.7.5) 得 到 
v(x)g(x)= h(x) -u(x)f(x) 人 而 deg v(x)g(x)<m+n, degv(x)<m+tn-— 
deg g(x) = n .符合 要 求 . 
(2) 解 由 Risenstein 不 可 约 判 别 法 知 g(x) = x? -2 在 有 理 数 域 Q 上 不 可 
约 . 由 deg f(x) < deg g(x) 知 g(x) 儿 f(x)， 因 此 (f(x),g(x)) =1 .我们 设法 
寻找 w(x)，v(x)E QLx] 使 
u(x)f(x)+v(x)g(x)=1 (5.7.6) 
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根据 本 题 第 (1) 小 题 的 结论 ， 还 可 以 要 求 deg u(x)<2，deg v(x)<1 .因此 可 
设 u(x)= WX? 十 uxt+ uo, v(x)= vx + vo. 用 待定 系数 法 求 系数 ,， Ul, Ug, 
V1; V0. 
等 式 (5.7.6) 即 
Uax f(x) + uxf(x) + uof(x) + vxg(x)+ vo=1 (5.7.7) 
将 等 式 (5.7.7) 两 边 的 多 项 式 x*f(x)，xf(x), f(x),， xg(x), g(x), 1 在 Q 上 
5 维 空间 Q[x]s = cxt+ cr? + cox2+ cix+ coEQ[Ixj| 的 基 | x4, x’, x?,x,1| 


下 写成 坐标 ， 代 入 (5.7.7)， 得 到 


1 0 0 1 0 0 
2 1 0 0 1 0 
ul 3 +ul2|l+ullitv|l0|l+vi0|=10 
0 3 2 1 0 0 
0 0 3 0 1 1 
即 
1 0 0 1 OYu 0 
2 1 0 0 1 0 
3 2 10 0lw|=10 (5.7.8) 
0 3 2 1 0 0 
0 0 3 0 1A 八 2o 1 
解 之 得 唯一 解 
(us ur uo 01s00) = 1 ， 一 4 ， 5 ， 一 1 六] 
11 11 11 11°11 
因此 


wz) = 十 (x 44+5)， v(x)= 语 («+2) 


注意 ,在 $5.3 例 2 中 利用 轧 转 相 除 法 对 同样 的 f(x)，g(x) 计 算出 了 同样 
的 结果 ， 比 上 面 的 例 4(2) 中 的 算法 还 更 简捷 ， 但 是 ， 从 这 里 的 例 4(2) 的 线性 
方程 组 (5.7.8) 可 以 得 出 启发 .这 个 线性 方程 组 的 系数 矩 阵 由 wx?f(x)，zxf(x)， 
f(x),xg(x)，g(%) 的 坐标 组 成 . 解 方程 组 的 过 程 中 发 现 它 的 行列 式 不 等 于 0， 
因此 对 于 常数 项 的 任意 值 都 有 唯一 解 ， 也 就 是 例 4 (1) 中 所 说 的 对 任意 
0#h(x)E FLxj deg h(x) < deg f(x) + deg g(x) 都 存在 次 数 满足 条 件 的 
u(x),v(x). 反 过 来 ， 如 果 (f(%),g(x)) 关 1 ， 取 h(x) =1 必然 找 不 到 所 需 的 
u(x%)，v(x)， 也 就 是 说 形 如 (5.7.8) 方 程 组 对 常数 项 (0,0,0,0,1)' 无 解 ， 此 时 
系数 行列 式 等 于 0. 由 此 可 以 想到 用 (5.7.8) 的 系数 行列 式 是 否 为 0 来 判别 
f(x)，g(%) 是 否 互 素 . 
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例 $( 结 式 ) ”对 F[x] 上 任意 多 项 式 
f(x) = ax + a ++ axt+ao 


与 g(x)= bnx" + bn_Ix" I+ + bx+ bo 


记 行 列 式 
Qn Qn-i | Qo 
Qi Cn -1 Q1 Qo n 行 
Rf ) Qn dn-!1 ”Cl Q&o (5.7 9) 
Sb bol ob bo 哺 
b bn b b Em 
m m-1 . 1 0 . m 行 
bn bm -1 bo 


称 为 多 项 式 f/，g 的 结 式 (resultant). 
如 果 a, ，6 都 不 为 0， 求证: 
(f(x),g(x))=1R(f,g)0 
证 法 1 例 4(1) 已 经 证 明 : (f(x),g(x))=1 台 对 任意 


h(x)= cnrn- rt" i+ +cxt+coE Fx], 
存在 FLx] 中 
u(x)= un 1x" + uxt+ Up, v(xX) =v iT 二 + 21X 十 vo 
使 
u(x)f(x)+v(x)g(x)= h(x) 
即 
lm" fx) + + af x) + uof(x) + 
VaiX" lg(x) + + viXg(x)+ vog (x) 
= Cnrn_1X™ "lt + crt+ co (5.7.10) 
(5.7.10) 就 是 说 ; 数 域 上 m+n 维 空间 
Flxj]nin= | cy， 1Xm+n 1 二 Cmrin_2Xr tT cix+ coE Fix]! 


中 每 一 个 向 量 h(x) 都 能 写成 由 m + n 个 向 量 组 成 的 向 量 组 
Mi= {x™ f(x), Af(x), fxr), x" 1g(x) ,xg (x), g(x)| 
的 线性 组 合 ， 因 此 MM 是 Fix];, ,的 一 组 基 . 
男 一 方面 ，F[x],, ,有 一 组 自然 基 MM= x"*+"1,x"m+"-2,…,x,1|. 将 Mi， 
中 的 每 个 向 量 在 M 下 写成 坐标 ， 则 当 (f(x) ,g(x)) = 工 即 (5.7.10) 成 立时 ， 所 
有 这 些 坐 标 组 成 F"*" 的 一 组 基 ， 以 它们 为 各 行 组 成 的 矩阵 4(/f,g) 就 是 
(5.7.9) 中 的 行列 式 R(f,g) 的 矩阵 ， 因 此 
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(F(x),g(x))=1e4(Hg) 可 逆 拓 ROAg)= |4(f,g)| #0. 
证 法 2 与 证 法 1 同样 ,行列 式 R(f,g) 的 各 行 依次 是 FLx]j; ,中 的 向 量 
组 
Mi= {x™ f(x) xz) f(x), x lg(x),, xg(x), g(x)} 
在 基 M = {x"* "1 ,x"+" 2,… ,x ,1} 下 的 坐标 ，R(f,g)z0 导 Mi 线性 无 关 . 


设 wi Ui UoyVa-1，"… V1,VoEF 使 
Un Xx" fr) +t xf (x) + uof(x)+ 
Vax" lg(x) + +vxg(x) + vog(x)=0 (5.7.11) 
即 
u(x)f(x)+v(x)g(x)=0 
对 


rt ux+ uo, v(xX)= v0 _1X" + + VX+ Vo 


u(x)= wun-1X™- 
成 立 . 

先 设 (f(x),g(x))=1. 由 u(x)f(x) = -v(x)g(x) 知 道 g(x)| w(x)f(x)， 
且 因 (f(x),g(x))=1, 有 g(x)|u(x)， 如 果 wu(x)z0 ， 则 由 deg u(x)<m= 
deg g(x) 知 道 g(x)H/ u(x). 这 迫使 w(x) =0 从 而 再 由 v(x)g(x)=0 及 
g(%) 关 0 得 v(x) =0 ， 这 说 明 : 

(f(x),g(x))=1=—> u(x)= v(x)=0 
Su==0, VOsigsm-1, Ogsj<n-l1. 


二 11 线性 无 关 必 RC(f,g) 20 
反 过 来 ， 如 果 (f(x) ,g(x)) = d(x) 1， 取 v (x) = w(x) = -大 2 


d(x) d(x)” 
则 w(x)f(x) + v(x)g(x)= A =0 .u(x)，v(x) 都 不 等 于 


0， 且 deg u(x)= deg g(x)— deg d(x)<m, deg v(x)= deg f(x)- deg d(x)< 
n ， 可见 wu(x)，v(x) 的 系数 wi(0<ism-1) 与 v(0g<jsgn-1) 不 全 为 0 并 且 
满足 条 件 (5.7.11) ， 这 说 明 Ml 线性 相关 ，R(f,g) =0. 
根据 结 式 R(f,g) 是 否 等 于 零 ， 可 以 判定 /(x)，g(x) 是 否 有 非常 数 的 公 因 
式 、 是 否 有 公共 的 复数 根 . 结 式 的 这 一 性 质 可 以 用 来 解 二 元 高 次 方程 组 . 
例 6 求 方 程 组 


x -xy+y -3=0 
1 
的 有 理 数 解 . 
解 将 两 个 方程 的 左边 分 别 看 成 x 的 多 项 式 f(x) = x? - yx + (y? -3) 和 
sg(z)=x+t+(272+y-1)， 系 数 范围 为 y 上 的 多 项 式 环 Q[ y]. 设法 选取 y 
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的 值 使 f(x)，g(x) 有 公共 根 ， 就 求 得 了 方程 组 的 解 . 为 了 使 f(x)，g(x) 有 公 
共 根 ， 只 要 选取 y 的 值 使 结 式 R,(f,g)=0. 


1 -y y* -3 0 
2 
Re : 加 7 
1 yy 2y +y-1 0 
0 1 y 2y*+y-1 
1 -yy 7y-3 0 
0 1 -yy y -3 
- 0 2y y+y+2 0 
0 0 2y y+y+2 
1 —y y ~—3 1 0 y -3 
= |2y y+y+2 0 = |2y 3y+y+2 0 
0 27 y+y+2 0 27y y+y+2 


= (3y + y+2)(y +t y+2) +4y(y -3)=7y +4y -3y +4y+4. 
试验 可 知 -1 是 尺 (f,g) 的 根 . RR(f,g)=(y+D(7F -3y +4). Ty -3y 44 
没有 有 理 根 . 将 y = -1 代入 原 方程 组 得 
(0 


x2 -xx=0 


求 得 公共 解 为 x = 1. 

因此 (*,y) = (1, - 1) 为 原 方程 组 的 解 . 

例 6 的 方法 可 以 推广 到 二 元 高 次 方程 组 ， 利 用 结 式 将 二 元 方程 组 化 为 一 元 
方程 R(f,g)=0 来 解 . 怎样 解 一 元 高 次 方程 ， 比 如 例 6 中 怎样 求 三 次 方程 77 
-3y +4=0 的 实数 解 或 复数 解 ， 就 不 是 本 书 讨论 的 问题 了 . 

例 7 已 知 复数 x， y，z 满足 条 件 


xX+y+Zz=3 


Xi +y +2=5 


Xt+y +2 =7 
求 xt+y +2 x + y+ 
解 对 每 个 非 负 整数 k， 记 中 = 对 放 二 小， 已 知 3S1， 8S2， 53， 要 求 S4， $85. 
以 x*，y，z 为 根 构造 首 一 多 项 式 
fw)= (wx)w- yw- 2) = w -ow +ow- oo 
其 中 


OIL=XY+y+z=3， 


02= +t (rt) (4 = 方 (3 -5) =2. 
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于 是 f(w)= w’ -3w+2w -03. 


将 等 式 
f(x)=x3 -3x +2x~03=0 
f(y)= 7 -3y+2y -03=0 
f(z)=23 3s +2z~03=0 
相 加 得 (x +t) 3XN ty rr+ y+2) -3c=0 
如 s3—3s2+2s1-303=0 
故 
7-3xSs+2x3-3c3s=0 一 03 = - 子 
因此 


fw) = -3 +2w+ 


x,y;,z 都 是 多 项 式 f(w) =0 的 根 ， 从 而 也 都 是 好 -3F(w) = wi -3wt-!1+2w 
+ 地 凡 - 的 根 ， 其 中 二 3，kEZ， 将 等 式 


3f(x) = rt 3re +2xt-2+ 之 wr-3=0 
f(y) = 20 


三 -3F(z) = 3s! 12 7+ 守 小 =0 


相 加 得 $4 -3s 1+254-2+ 04.3=0 (5.7.12) 
因此 
4 4 4 2 2 
x 十 十 和 = 54=3s3-252 -了 3=3x7-2x5- 配 x3=9 
-2 人 =3x9-2x7- 闻 x5= 全 口 


根据 对 称 多 项 式 基本 定理 ， 所 有 的 对 称 多 项 式 都 可 以 写成 初等 对 称 多 项 式 
的 多 项 式 ， 例 7 中 的 = 丰 + 站 + 址 是 xs，y，z 的 对 称 多 项 式 ， 本 来 也 都 可 以 
表示 成 初等 对 称 多 项 式 or ，o ，os 的 多 项 式 . 但 对 每 个 分 别 去 求 这 样 的 表 
达 式 太 繁 ， 例 7 中 推出 了 一 个 递 推 关系 式 (5.7.12) 即 

Sk — G1SE-1+ G254-2— 035£-3=0 
可 以 对 有 >3 的 情况 由 s,(i <) 算 出 ss， 这 个 递 推 关 系 式 可 以 推广 到 ”个 字母 
MX1 Nn 的 次 考 的 和 $= 对 + 二 和 
以 x1，,… ,x 构造 首 一 多 项 式 
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fx)= (x x (rx) =x ox tt-1)" ox+(-1)", 
则 对 任意 正 整数 丰 >m 和 每 个 1<is<n， 有 
wif (x) = 和 ol" lo x "tli+( -1)"ox "=0 
依次 取 i = 1,2,…,n ， 对 所 得 的 ”个 等 式 求 和 ， 即 得 递 推 关 系 式 
5 -aiI+ + ol)" is yiI+( -ls =0 (5.7.13) 
这 个 递 推 关系 式 只 能 在 已 知 s,s,,…,s,_1 之 后 才能 用 来 对 更 大 的 有 >n 求 
出 s;. 但 在 此 之 前 怎样 求 出 s,,…,s,_1 呢 ?能 否 对 k<n 的 情形 也 得 出 由 s; (0 < 
i< 8) 求 出 s; 的 递 推 关系 式 呢 ? 下面 的 例题 就 解决 了 这 一 问题 . 
例 8 (Newton 公式 ) ”对 x ,…,x。 和 正 整数 上 ， 记 二 并 且 约 
定 so = n. 求证: 当 1<k<n 时 有 
Sp— OlSkL1+ oSp2— + (1 lo s+(-1)h=0 (5.7.14) 
当天 > 站 时 有 
Sp -OSI+as -+(-1)"cs =0 (5.7.15) 
证 明 (5.7.15) 就 是 前 面 已 经 证 明 过 的 等 式 (5.7.13). 为 了 对 (5.7.14)， 
(5.7.15) 给 出 一 个 统一 的 证 明 ， 我 们 考虑 以 x ,… , x; 为 根 的 首 一 多 项 式 
fx)= xx) (rt) = 0 oN lo x+( -1)"0, 


的 微 商 


(xz) = DT- = f(x 2 
=1 jxi 1 一 Xn 
对 任意 正 整数 上， 有 
n x xt+tl n x wt+tl 
wtlf' (x )= > EA )( EA ) zi 


TX— Xi i=1 多 一 入 i=1 和 X 一 入 


k+l At) 


= f(x) Dut + Xi + IE ly + x) + g(x) 
i=1 


= f(x)(soxt + sixt + sxt + SYS + g(x) 


(5.7.16) 
其 中 


) = Dt fe) 


由 于 每 个 人 号 2 的 次 数 都 是 n -1 < x+ 是 常数 ， 因 此 deg g(x)<n 或 g(x) 
， 因 此 ， 由 (5.7.16) 知 道 坟 +f (5 ) 的 ”次 项 的 系数 等 于 


to)"o) (soxt + sx Sr 


中 的 n 次 项 的 系数 ,等 于 


Ce oe + G2 x" 
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01+Os 2— "+ (~ 1)'os0, 当 1 三 大 过半 
| k 1Sk-1 25k-2 0 (5.7.17) 
Sp — OLSEL1+ O28p 2 +(—1)"os_ ns, 当 kn 


另 一 方面 , 由 f(x)=x*- ox ll+ox D+-1)" lo ix+(-1)", 知 
道 


x**!f'(x)= nx tt (nl1)ox" tl+.. + (1)"io xt! 


的 ”次 项 系数 等 于 
人 当 1 三 大 过 


(5.7.18) 
0， 当 kk>n 
与 (5.7.17) 比 较 得 : 
当 1<ka<n 时 ， 
Sols_i+as + (ol) lo s+t(- Tion=(-1)(n- Ek)o, 


从 而 


3 一 IIS1 十 G2S8_2 一 十 ( 一 1)*-lo,_1si + ( ~ 1)*hko; =0. 
这 就 是 (5.7.14). 
而 当 上 上 宕 n 时 ， 


Sk OISkE 1+ O22Sk-2— + ( -1)"cs =0 


这 就 是 (5.7.15). 


利用 Newton 公式 ， 容 易 依 次 求 出 用 初等 对 称 多 项 式 表 达 需 和 sa ,sa，s4,… 
的 式 子 .你 不 妨 自己 试 一 试 . 


习 题 5.7 


1. 设 c，5，c 都 是 实数 . 求证 a + 5+c 都 是 正 数 的 充分 必要 条 件 是 : a+ b+e>0， 
ab + ac + bc >0，abc >0 同时 成 立 . 
2. 设 1, wl,… ,ws-1 是 x" -1 的 全 部 不 同 的 复数 根 .求证 : 
(1- ol)(1- w) (1- own 1) = 了 


3. 求证 : cos To0os A 4c0s 3 


7 7 7 2 
4. 已 知 a1,as,… ,a 是 两 两 不 同 的 数 . 求证 : 方程 组 


-1 -2 

al XI+O MXM2+ 二 CI I++ 二 一 过 
n-l n-2 a n 
a3™ XI1+ a Xt + Arxi_1t X= — a 
nl n-2 . n 
a XI+ CO Xt + GX il+ Xan= — An 


有 唯一 解 . 并 求 出 它 的 解 . 


5. 如 果 a,， 5 是 方程 x*+ x? -1=0 的 两 个 根 ， 求 证 ab 是 方程 x+x4+z-xi-1=0 的 
一 个 根 . 
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6. 将 % = 帮 + 丰 ++(=5,6) 表 示 成 x ,x;，… ,xa 的 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 
7. 计算 n 阶 行列 式 


- 下 
1 和 whl tl 和 
1 x we! wit x 
2 2 2 
人 ,= . 
kl k+l n 
1 x hn Xn Xn 


8. 解 二 元 方程 组 
人 
y ~14xy+9x +28x -47-S=10 
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$6.0 线性 变换 的 几何 性 质 


1. 线性 变换 下 图 形 的 不 变性 质 
在 第 4 章 $4.0 中 ， 一 开始 就 研究 了 建立 了 直角 坐标 系 的 平面 上 绕 原 点 的 
旋转 变换 .名 和 关于 过 原点 的 直线 的 轴 对 称 变换 .多 ， 发 现 它 们 都 可 以 通过 用 和 拢 
阵 乘法 来 实现 : 
.人 多 : 四 上 > 有，. 轴 :大 FF BX 


-| | 人 -而 9 


-| — sin | 2 2a sin 2 
sin a cosa) sin2a -cos2a 
在 此 基础 上 推 而 广 之 ， 将 任何 两 个 数组 空间 1"**，F”*' 之 间 通 过 和 矩阵 乘法 来 
实现 的 映射 
-天 

称 为 线性 映射 ,而 当 n = m 时 称 为 线性 变换 . 

旋转 变换 与 轴 对 称 变换 具有 特殊 的 性 质 : 图 形 经 过 变换 后 只 是 位 置 改变 
了 ， 形 状 和 大 小 都 不 改变 ， 变 换 后 的 图 形 与 变换 前 全 等 ， 所 有 的 长 度 、 角 度 都 
保持 不 变 ， 直 线 仍 变 成 直线 ， 平行 直线 仍 变 成 平行 直线 ， 正方形、 长 方形 、 平 
行 四 边 形 、 圆 仍 分 别 变 成 正方 形 、 长 方形 、 平 行 四 边 形 、 圆 . 

别 的 线性 变换 是 否 也 具有 这 样 的 性 质 ? 比如 ， 我们 考查 平面 的 线性 变换 ， 


a 


是 由 实生 各 区 中 由 任 给 的 实 扮 广 阵 | 
变换 


C 


1.1 0.3 


例 1 ett = |) 0.9 


james we rr er 
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中 画 出 由 平行 于 坐标 轴 的 直线 x=a，y=a(a=0,+l,+ 上 2,…) 所 组 成 的 网 格 ， 
并 在 网 格 中 画 出 由 曲线 组 成 的 飞鸟 图 形 ， 画 图 观察 网 格 和 图 形 被 变换 .名 变 成 
什么 样 的 图 形 ? 经 过 变换 之 后 ， 图 形 的 哪些 性 质 仍 然 保持 ? 

解 画 出 变换 前 后 的 图 形 如 图 6- 1. 


AT TT 
-THA 


J VA 


J 
IV 
HH FN 

| | | UA 
NT 从 [A 入 TA 

[| 

而 

门 


片上 HR 


| 
[ANT 
[ [ILANAT 


图 6-1 


观察 发 现 : 

图 形 的 形状 和 大 小 都 变 了 ， 和 角度、 长 度 都 变 了 .正方 形 格 子 经 过 变换 之 后 
不 再 是 正方 形 ， 直 角 不 再 是 直角 . 

然而 ， 图 形 有 一 些 性 质 经 过 变换 还 是 保持 下 来 了 . 

例如 : 直线 仍 变 成 直线 . 平行 直线 仍 变 成 平行 直线 . 同一 方向 上 长 度 相 等 
的 线段 仍 变 成 同一 方向 上 长 度 相等 的 线段 . 

正方 形 经 过 变换 后 虽然 不 再 是 正方 形 ， 但 是 它们 变 成 了 平行 四 边 形 . 正方 
形 也 是 平行 四 边 形 ， 平 行 四 边 形 经 过 变换 后 仍 是 平行 四 边 形 . 相互 全 等 的 正方 
形变 成 相互 全 等 的 平行 四 边 形 ， 由 正方 形 组 成 的 网 格 变 成 由 平行 四 边 形 组 成 的 
网 格 . 口 

这 些 性 质 是 否 对 由 其 他 和 矩阵 决定 的 线性 变换 也 成 立 ? 可 以 更 换 矩 阵 重新 画 
图 观察 . 在 观察 的 基础 上 进行 理论 证 明 . 

我 们 希望 证 明 : 平面 的 线性 变换 将 直线 变 成 直线 ,平行 四 边 形变 成 平行 四 
边 形 . 

仔细 一 想 ， 这 不 一 定 对 . 比如 取 4 为 零 方 阵 ， 则 它 将 直线 和 平行 四 边 形 
都 变 成 原点 ， 而 不 是 变 成 直线 和 平行 四 边 形 . 

可 以 考虑 可 逆 的 线性 变换 .名 :下 FF> AX. 

设 直线 ! = PiP,，P1，P, 的 坐标 分 别 是 |，XX,，， 经 过 变换 后 Pl，P, 分 
别 变 到 局 ，P2 ， 坐 标 分 别 是 Y)，Y，， 则 Yl = 4X1，Y, = AX,， 由 于 .是 可 
逆 变 换 ，Pi 关 Ps 二 Pi P;，P1，Ps 仍 决定 一 条 直线 . 

设 平面 上 任意 一 点 P 被 变换 .名 变 到 P'，P，P' 的 坐标 分 别 是 全 ，Y， 则 
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了 = 4X. PP 在 直线 PiP, 上 名 PiP /PiP; 避 存在 实数 X, 使- X= 4(X- 
四 1). 二 A( 于 -处 ) = A(A( 团 , -于 ))， 即 AX -AX = 4(AX,- AX,)， 亦 即 
Y- 关 =A(Y, -了 ) 导 P' 在 直线 PP 上 . 而 且 ，P 在 线段 PP, 上 人 抱 上 述 
4E€10,1] 司 P' 在 线段 PP 上 . 

这 就 得 到 结论 : 可逆 线性 变换 将 直线 变 成 直线 ， 直 线段 变 成 直线 段 . 


图 6-2 
再 考察 平行 四 边 形 . 如 图 6 -2， 设 平行 四 边 形 Pi P,P;Ps 的 四 个 顶点 PI， 
P,，P3，Ps 分 别 被 变 到 Pi，P2;，P3，P%，Pi(1< i<4) 的 坐标 被 变 到 
了 = AX.,. 
PiP;PsPs 是 平行 四 边 形 忆 记忆 = PsP; 且 Pl，P,，P; 不 共 线 . 
一 方面 ,PiP;= PrP YX- X= Ky KyA(X -XI) = A(X, -xX,) 


OY,- Y=Y,- Yi PP, = PP 

另 一 方面 ，P!，P,，P; 不 共 线 全 中，P ，P3 不 共 线 . 

可 见 PP2P3P4 是 平行 四 边 形 . 平行 四 边 形 Pj P,P;Ps 变 成 平行 四 边 形 
PP2P3P4 

任何 两 条 平行 直线 !1 ，!, 上 都 可 以 与 另外 两 条 平行 直线 相交 得 到 平行 四 
边 形 PP,P3P 使 1 = PiP,，l, = PPy， 经 过 变换 之 后 得 到 平行 四 边 形 
PP2P%P%， 因 而 !,，1, 变 到 平行 直线 Pi P;，P'P5. 

这 就 证 明了 : 平面 中 的 可 道 线性 变换 将 平行 四 边 形变 成 平行 四 边 形 ， 平 行 
直线 变 成 平行 直线 . 

以 上 推理 的 关键 是 由 和 矩阵 决定 的 线性 变换 . 必 ， 钱 4 具有 如 下 性 质 : 

LM(1) .名 (下 + KX) = GB( KX1) + A( ¥,); 

LM(2) AB(AX) = AAE(F¥). 

而 这 两 个 性 质 是 矩阵 运算 的 如 下 性 质 的 自然 结果 : 

(1) A(XI+ KF) = AXI + AX,; 

(2) A(2XX) = 4AFX. 
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这 些 性 质 对 于 由 矩阵 决定 的 所 有 的 映射 都 成 立 ， 不 限于 可 道 线性 变换 、 

平面 上 的 向 量 本 来 是 几何 向 量 ， 因 建立 了 坐标 而 与 数组 对 应 起 来 . 平面 上 
绕 原点 的 旋转 和 轴 对 称 本 来 是 几何 变换 ， 因 坐标 之 间 的 线性 函数 关系 而 用 矩阵 
来 表示 .我 们 知道 : 数 域 上 任何 一 个 n 维 线性 空间 V 都 可 以 建立 坐标 而 同 构 
于 数组 空间 严 x1， 将 严 上 两 个 有 限 维 线性 空间 U，V 分 别 通过 建立 坐标 而 用 数 
组 空间 rx1，pm*! 来 表示 之 后 ， 如 果 这 两 个 空间 之 间 的 映射 .8: UV 能 够 通过 
矩阵 的 乘法 来 实现 ，.6: 下 H> AX, 那么 .一 定 满足 以 上 两 个 条 件 LM(1)，IM(2). 
反 过 来 ,我 们 将 证 明 : 只 要 .如 满足 上 述 两 个 性 质 LM(1)，LM(2)， 则 .如 可 以 

2. 线性 变换 下 的 不 变 直线 

例 2 取 和 矩阵 4 决定 线性 变换 .名 : 瑟 F> AX. 

将 每 个 点 P 与 向 量 0 对 应 起 来 ，.% 将 户 F> 疡 的 同时 将 OPH> 0 记 

画图 观察 在 变换 作用 下 向 量 方向 的 变化 :转向 顺 时 针 方 向 还 是 逆 时 针 方 
向 ? 是 否 有 的 向 量 方向 保持 不 变 ， 或 者 变 到 相反 方向 ? 

实验 步骤 : 在 以 原点 为 圆心 的 圆 上 均匀 地 选取 若干 个 点 已 ， 作 线段 OP， 
并 适当 延长 ， 作 为 判断 方向 的 标准 ， 如 果 线 性 变换 .将 Pr> P;， 就 将 PP 
连 成 线段 ， 观 察 已 P, 的 方向 就 知道 从 OP, 向 0P' 转动 的 方向 . 

2 2 | mmams- 

观察 发 现 ， 两 条 直线 ( 共 4 个 方向 ) 上 的 向 
量 方向 保持 不 变 ， 这 两 条 直线 被 变 到 自身 .两 I 
条 直线 上 共 4 个 方向 将 平面 划分 成 4 个 区 域 ， 第 
同一 区 域 中 向 量 方向 的 转向 相同 ， 相 邻 的 不 同 WW 
区 域 中 向 量 方向 转向 不 同 ， 口 2 

例 3 求 例 2 中 在 线性 变换 下 保持 方向 不 WR 
变 的 向 量 以 及 保持 不 变 的 直线 ， IN 

解 ” 线 性 变换 .6:(x,y)F>(x' 7) 使 nn 


ls se 


每 个 方向 由 非 零 向 量 代 表 . 只 要 找到 义 = BE 4 = ) 下 对 某 个 正 
》 


RSS 
NS 


(1 
I 
由 
SS 
J 


实数 4 成 立 ， 则 与 下 共 线 的 方向 上 所 有 的 向 量 在 线性 变换 作用 下 都 保持 方向 
不 变 . 
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国电 3] ol 
Ay 0.2 0.9 作 7 Ay=0.2x +0.9y 
移 项 ， 合 并 同类 项 ， 得 
[ (A-1.1)x-0.3y=0 (6.0.1) 
-0.2x+(A-0.9)y=0 
此 方程 至 少 有 一 组 解 (x,y) = (0,0). 如 果 它 的 系数 行列 式 为 0， 则 只 有 这 一 组 
解 ， 要 使 它 有 非 零 解 (x,y) 关 (0,0)， 系 数 行列 式 必 须 等 于 0， 即 
(A—1.1)(A4 -0.9)-(-0.3)( -0.2)=0 
2-214+0.93=0 (6.0.2) 
解 此 一 元 二 次 方程 ， 求 得 两 个 实数 根 41 = 1.264 6，)12=0.735 4. 
分 别 代 入 方程 组 (6.0.1). 当 ) =1.264 6 时 ,方程 组 (6.0.1) 成 为 
人 0.164 6x -0.3y =0 
-0.2x+0.364 6y=0” 
当 X=0.735 4 时 ， 方 程 组 (6.0.1) 成 为 
人 6x -0.3y=0 
0.2x -0.164 6y =0” 
沿 直线 y =0.549x 的 向 量 以 及 沿 直线 y = -1.215x 的 向 量 都 保持 方向 不 变 ， 这 
两 条 直线 被 线性 变换 变 到 自身 . 口 


解 之 得 y = 0.549x 


解 之 得 y = -1.215x 


例 4 全 1 风险 4= [2 2 ma- x ax 网 
样 在 直角 坐标 系 中 画 出 例 1 由 曲线 组 成 的 飞鸟 图 形 . 画 出 分 别 平行 于 例 3 中 求 
出 的 两 条 直线 站:y =0.549x 和 i:y = -1.215x 的 直线 ， 组 成 网 格 ， 画 出 网 格 
和 飞鸟 图 形 经 过 变换 之 后 得 到 的 图 形 . 观察 网 格 经 过 线性 变换 之 后 怎样 变化 ? 

画 出 的 图 形 如 图 6- 4. 

观察 发 现 ; 组 成 网 格 的 直线 的 方向 都 没有 变 ， 唯 一 的 变化 是 沿 着 直线 4 
的 方向 被 拉 长 了 ， 而 沿 直线 1, 的 方向 被 压缩 了 . 

仍 以 原来 的 直角 坐标 系 的 原点 0 作为 原点 ， 取 沿 着 Li 和 1 方向 的 非 零 向 
量 a1，Q; 组 成 新 的 基 M， 对 平面 上 任意 一 点 P， 用 OP 在 基 M 下 的 坐标 
(x 人 ,y') 作 为 点 P 的 坐标 ， 由 于 线性 变换 .名将 gl r Miol，aazr> 4202， 因 此 


一 一 一 > 
.OP=Yal+yohrOP =AZ CI+A2Y 2 


FT 


也 就 是 
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在 这 个 新 的 坐标 系 下 ， 表 示 变 换 的 矩阵 变 成 了 对 角 阵 ， 比 原来 的 4 更 
简单 ， 口 


8$6.1 线性 映射 


1. 线性 映射 的 定义 

设 UV 和 了 是 数 域 尺 上 线性 空间 ， 且 .如 :0 一 了 是 映射 . 

定义 6.1.1 如 果 映 射 .多 V 一 了 满足 : 

LM(1) 对 任意 @1 ,aE U, BQ1+ 60) = B01) + AB( 0); 

LM(2) ”对 任意 EU, AEF, A(N0) = 14.L(0), 

则 映射 .名 称 为 线性 空间 UV 到 Vy 的 线性 映射 (linear mapping). 当 U=V 时 ， 
线性 映射 4:V 一 V 称 为 V 的 线性 变换 (linear transformation). 口 

例 1 (1) 设 UVU= Fr*!,，V= J"*!, 任 取 AE rx" 定义 .8: U>V， 
下 Fr AX， 则 .名 是 线性 映射 

(2) 设 V 是 F 上 任 一 线性 空间 ，U = 严 ，aia2 ,an 是 V 中 任意 n 个 向 
量 ， 定义 .如 : 严 一 了 ，(xi ;KF>XIG1+… +0n， 则 . 属 是 线性 映射 . 

如 果 @i,@2,… ,0 组 成 了 的 一 组 基 ， 则 每 个 向 量 wE 了 了 可 以 唯一 地 写成 
0 = XiQ1+… + XnQs 的 形式 ， 定 义 罗 :TY 一 下，gw=xiGiT+ + wiOn (x1, Xa 
…, xn)， 则 . 罗 是 线性 映射 ， 与 .图 互 为 逆 映 射 . | 

(3) 第 2 章 $2.6 中 定义 了 上 线性 空间 之 间 的 同 构 或 同 态 映 射 p: U 一 V. 
同 构 和 同 态 都 是 线性 映射 .实际 上 ， 所 有 的 线性 映射 都 是 同 态 ， 其 中 可 道 的 线 
性 映射 是 同 构 . 

(4) 设 U= FPF， V=F", n>m. 则 x: U—>V, (ri Xn, Yn) 
(x1,"… ,Xm) 是 线性 上 映射, 称 为 U 在 V 上 的 投影 (projection). .BT 了 一 局 ， 
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(xy)hH>(xz Xm;0，,"…,0) 也 是 线性 映射 ， 称 为 了 在 辟 中 的 嵌入 (em- 
bedding) . 

(5) 设 了 = FLx] 是 系数 在 数 域 中 以 x 为 字母 的 多 项 式 的 全 体 组 成 的 F 
上 线性 空间 ， 定义 多 : V-> VV 将 每 个 多 项 式 /(x) = ao+t alx + a2x*+… + anx” 有 贞 
到 它 的 微 商 rrx) = aj +2azx +… + nasx”-!， 称 为 微 商 映射 则 钨 是 了 的 线性 
(6) 设 了 = FF"*"，PE J"*”， QE J"** 分 别 是 给 定 的 方 阵 . 定义 .%: 
V>V,， 半 FY PXQ. 则 . 吉 是 V 的 线性 变换 . 

(7) 对 数 域 F 上 任意 线性 空间 UU，V， 定义 B.U->V，am>0 将 U 中 所 有 
的 向 量 都 映 到 90. 则 是 线性 映射 ， 称 为 零 上 映射 . 

(8) 对 数 域 5 上 任意 线性 空间 V 和 给 定 的 数 人 E ,定义 .多 :TY 一 了 了， 
whF>hMx.， 则 .名 是 了 的 线性 变换 ， 称 为 由 和 决定 的 标量 变换 (scalar transforma- 
tion) ， 如果 了 是 定义 了 直角 坐标 系 的 平面 ， 则 当 》 是 不 等 于 1 的 正 实数 时 ， 
它 所 决定 的 标量 变换 就 是 以 原点 为 中 心 、 相 似 比 为 4 的 位 似 变换 . 

当 4 = 工时 的 标量 变换 VV，a hr @ 将 V 中 每 个 向 量变 到 自己 ， 这 个 变 
换 称 为 V 中 的 恒 等 变换 (identity transformation ) 或 单位 变换 (unit transformation ) ， 
记 作 9 也 记 作 1y. 由 4 决定 的 标量 变换 则 记 作 .9 或 1y， 看 作 恒 等 变换 的 
入 倍 . 口 

2. 线性 映射 的 简单 性 质 

由 线性 映射 的 定义 容易 推出 线性 映射 的 以 下 简单 性 质 : 

设 .%:; UV 是 线性 映射 则 

(1) .加 将 零 向 量 0y EU 变 到 零 向 量 0yE V, 将 0 的 负 向 量 - w 变 到 .A%(@) 
的 负 向 量 : 


B00) =0y, LG( -0)= -6(0) 
(2) .如 保持 线性 组 合 关 系 式 不 变 : 
(NG + + AO) = MB G1) + 二 AGE) 
(3) 如 果 @,… ,a 线性 相关 ， 则 .&(@1),…,.%&( 4) 线 性 相关 . 
(4) 如 果 . 妈 (01),…,.%(@i) 线 性 无 关 ， 则 @i ,ax 线性 无 关 . 
3. 线性 映射 的 矩阵 
设 U,V 是 数 域 上 的 有 限 维 线性 空间 ， 分 别 取 U 的 基 Mi = | al，… ,on 
和 上 了 的 基 M2 = 1B1,…,B,i}， 则 U 中 每 个 向 量 @ 可 以 唯一 写成 
C= X01 + + Xan (6.1.1) 
Xl 
的 形式 ，oli(@) = "| : 


Nn 


是 w 在 基 Mi 下 的 坐标 .了 中 每 个 向 量 有 可 以 唯一 
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写成 
5=7Ip+…+7yopn 
y1 
的 形式 ，cz(B) = 了 =| : | 是 有 在 基 M2 下 的 坐标 . 
Ym 


向 量 gE VU 和 .A(@)EV 可 以 分 别 由 它们 的 坐标 so1(@) = 宇和 oy(.%&(@))= 
7 唯一 代表 ， 这 就 决定 了 严 *1 到 ”x1 的 一 个 映射 .8B:o1(@)> os(.BCa))， 它 
完全 代表 了 线性 映射 .名 : -> 下 . 

由 ca 与 它 的 坐标 之 间 的 关系 式 (6.1.1) 得 

BO) = AB KI t+ 0 ) = XAG1) + tx Ba) (6.1.2) 
将 等 式 (6.1.2) 两 边 的 向 量 分 别 对 应 于 它们 在 基 M, 下 的 坐标 ， 也 就 是 将 同 构 
映射 02:V> F"*! 作 用 于 (6.1.2) 两 边 ， 得 
oa AB(0)) = 0 (XB) + + x bl 0,)) 
= X102( AB(01)) + + ro2 (AB( 0,)) 


| 
其 中 每 个 4j = oz(.%&(@)) (1<j<n)， 也 就 是 基 向 量 wj 的 像 .5( wj) 在 基 M, 下 
的 坐标 ,而 4 = (41,4，,…, 4,) 是 依次 以 4j(1<j<n) 为 各 列 组 成 的 mxn 算 
阵 . 这 样 ， 向 量 的 映射 a Fr>.A(aw) 就 由 坐标 的 映射 了 Fm 4X 完全 代表 ， 坐 标 
的 映射 通过 用 和 矩阵 4 左 乘 实 现 . 

定义 6.1.2 设 U,V 是 数 域 上 有 限 维 线性 空间 ， 分别 取 U 的 基 Mi = 
je,… ,Qs 和 的 基 Ms= |P1,… ,P|， 对 每 个 1<j<n， 设 U0 的 基 向 量 a 在 
.加 下 的 像 .%(@;) 在 基 M, 下 的 坐标 为 . 


Qj 


即 


Y=xiAl+:…+ Xx.A,=A 


A.= Ep™*!1 


Q27 
J 。 


Gm 


4 是 依次 以 41,4,,… ,4, 为 各 列 组 成 的 矩阵 ， 也 就 是 说 
-Con) = (及 )4 (6.1.3) 
则 4 称 为 .名 在 基 M 和 M, 下 的 矩阵 (matrix of .多 with respect to bases M), M,). 
当 已 = 了 时 我 们 取 Mi = Ma = 1&1,… ,a,] ， 此 时 称 满足 条 件 
A = (0 On) (6.1.4) 
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的 矩阵 4 为 线性 变换 .名 在 基 Mi 下 的 矩阵 (matrix of .名 with recpect to basis 
M,). 


注意 在 (6.1.3) 中 ， 我 们 用 行 向 量 的 形式 (@j,…, 0,)，(P，… ,PB ) 来 表 

示 向 量 组 {0g ,…,@,|， {Bi,…,B,}. EB(Q1,… ,0,) 表 示 .如 与 (@1,… ,0,) 按 

1x1 和 矩阵 与 1xz 相 乘 的 法 则 得 到 的 向 量 组 (_%&(@1),…,_%B(@,)). (PB,… ,PB,) 

4 表示 将 (BP.,…,B,) 与 4 按 1xm 和 矩阵 与 m xn 和 矩阵 相生 的 法 则 得 到 的 向 量 组 
(Sap ee] 


i= i= 


因此 ，(6.1.3) 所 表达 的 意思 就 是 


-BO 1) 二 之 /aip 二 aljp1 十 … 十 anbBm 


i=1 


就 是 说 4 = (aj)mx ,的 第 j 列 (a1j,… ,aw) 是 .%(@)) 在 基 | BP,… ,pi 下 的 坐标 . 

将 U 中 的 每 个 向 量 & 用 它 在 基 Mi 下 的 坐标 cu(w) = 互 代表， 将 了 中 每 个 
向 量 有 由 它 在 基 M, 下 的 坐标 cz( 有 1) = 了 人 代表， 这样 就 将 忆 用 严 *! 代 表 、 将 了 
用 严 关 代表 ， 则 . 冯 被 表示 为 

.了 xx YH> AX (6.1.5) 

.多 的 作用 通过 它 的 矩阵 4 的 左 乘 来 实现 我们 将 下 > 4 称 为 .名 在 基 Mi， 
M; 下 的 坐标 表示 (coordinate representation ) . 

不 但 (6.1.3) 唯 一 刻画 了 和 拖 阵 4，(6.1.5) 也 唯一 刻画 了 和 矩阵 4. 事实 上 ， 
由 (6.1.5) 可 以 得 出 (6.1.3). 也 的 基 Mi = 1&1,… ,a,| 中 的 每 个 基 向 量 w 在 基 
Mi 下 的 坐标 为 e;( 即 第 j 个 分 量 为 1 、 其 余 分 量 为 0 的 列 向 量 )， 因此 


就 是 .%&(@&;) 在 基 M; 下 的 坐标 .而 4ei 就 是 4 的 第 j 列 . 因此 (6.1.5) 也 可 以 作 
为 4 的 定义 . 

定理 6.1.1 设 .名 : U->V 是 数 域 记 上 有 限 维 线性 空间 的 上 映射， 取 U 的 基 
M1 将 上 0 的 向 量 用 坐标 表示 ， 取 V 的 基 M, 将 了 的 向 量 用 坐标 表示 .如果 .名所 
引起 的 坐标 之 间 的 映射 可 以 通过 某 个 矩阵 4 的 左 乘 来 实现 ， 

EB: AF 

则 .名 是 线性 映射 ，4 是 .在 基 Ml,，M, 下 的 矩阵 ， 

特别 ， 列 向 量 空间 之 间 由 和 矩阵 的 左 乘 定义 的 映射 8B: 严 x1-> 严 x1， 下 上 > 
AX 是 线性 映射 ，4 就 是 .名 在 严 *! 和 fr”*! 的 自然 基 下 的 和 矩阵、 口 
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a b 
例 2 设 了 = 严 *， -| ,| F*?， 定 义 4 在 V 中 的 左 乘 变换 .有 反 : 
TY->TY， 天 FF> AX. 取 Vy 的 基 M = |El,Ey,E,Eyl, 其 中 


101m_ (215 0 0] » 0 0 
1 1100 2 oo 0  * lo 1 


求 .名 在 基 M 下 的 矩阵 . 


名 (五 1) = AE «bli? “2° E E 
C4 二 二 二 二 十 
四 国 c djl0 0 c 0 I 


在 M 下 的 坐标 为 (a,0,c,0)"， 类 似 地 有 .4&1 (Ey) = aEp t+ cEy,.2B1(Ey)= b+ 
dEn，_AL( Ep) = bEp + dE»， 坐标 分 别 为 (0,a,0,c)”，(6b,0,d,0)", (0,b,0,d). 
因此 .名 在 基 村 下 的 矩阵 为 


a 0 bb 0 
0 a 0 5&2 
c 0 ad 0 
0 c 0 dad 


例 3 已 知 
= (1,1,1), @;= (0,1,1), @&;= (0,0,1); 
Bi=(1,0), B= (0,1), Bs=(1,1) 
是 否 存在 满足 下 面 的 条 件 的 线性 映射 6? 如 果 存 在 ， 求 出 一 个 这 样 的 .%. 

(1) .如 ;: 让 一 下 将 gl，a;，@3 分 别 映 到 Bl，Pp,，Ps. 

(2) .如 :无 一 让 将 pl ，B，,，Ps 分别 映 到 wi ，a2，ws， 

解 (1) 将 户 ，Fr 中 的 向 量 都 写成 列 向 量 形式 ， 则 每 个 线性 映射 .4; 
Paxi> 2x1 由 一 个 矩阵 4E F?*; 决 定 ， 使 .zg(X) = AX .要 使 .如 符合 要 
求 ， 即 

Ac1=，Aa, = Pp,，，Aas = PB;3， 也 就 是 4(@i,a,,03) = (Bi,P,,P;) 


1 0 1 
-| 1 :| (6.1.6) 


1 0 0 
a | 1 oe 矩阵 方程 (6.1.6) 有 唯一 解 
1 1 1 


即 
1 0 0 
1 1 0 
1 1 1 


A 
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1 0 0Y-! . 
1 0 1 1 -1 1 
4 = 1 1 0| = 
0 1 1 -1 0 1 
1 1 1 
1 -1 1 
F3x1-> F2x1l， > 
了 四 , 
pA 


Z 


符合 要 求 . 因此 ， 存 在 符合 条 件 的 唯一 的 .名 如 下 : 


线性 映射 


1 -1 
er ， | 


1 1 
(2) 将 严 ， 到 中 的 向 量 都 写成 列 向 量 ， 则 _%B: FY 一 3*1 ,时 yhX. 
A EF*3 应 满足 条 件 
1 0 0 
1 0 1 
| ji | (6.1.7) 
.0 1 1 
1 1 1 


1 0 0 

1 0 1 1 0 1 
rank| A <rank =2<3=rankll1 1 0 
0 1 1 0 1 1 1 1 1 


可 知 和 矩阵 方程 (6.1.7) 无 解 . 

因此 不 存在 满足 条 件 的 线性 映射 .名 . 

例 3 中 也 可 直接 利用 矩阵 的 初等 变换 解 矩 阵 方程 (6.1.6)，(6.1.7). 

例 3(1) 有 解 的 原因 是 | cl ,az,wsi 线 性 无 关 ， 一 般 地 ， 我 们 有 : 

定理 6.1.2 设 轩 = 1al,…,Qsl 是 上 nn 维 线 性 空间 的 一 组 基 ，p,,… ,有 
是 下 上 线性 空间 了 的 任意 于 个 向 量 ， 则 存在 唯一 的 线性 上 映射 .多 U 一 V 将 
on 分 别 映 到 有 ,pp . 

证 明 对 任意 wE UU， 存在 唯一 的 一 组 数 x,,…, x,EF 使 

C = X10 + + Xn 

定义 EL:Ur Var xBit + xb, 
则 .如 是 线性 映射 ， 且 将 wi F> pl,， Vl<i<n. 

反 过 来 ， 如 果 线 性 上 映射 .UV 满足 条 件 .B(@,)= PB,Y1l<i<n, 则 

B00) = BX t+ KO) = Ai) + + XE( 0 ) 
= xiP1+ + xp, 

这 样 的 .如 是 唯一 的 . 口 


306 第 6 章 线性 变换 


在 定理 6.1.2 的 V 中 任 取 一 组 枯 M,， 依 次 以 让 ,… ,PB 在 这 组 基 下 的 坐标 
为 各 列 构造 矩阵 4E F"**， 则 .名 满足 要 求 的 充分 必要 条 件 为 : .名 在 基 M， 
M, 下 的 矩阵 为 4. 这 也 说 明了 .名 的 存在 性 和 唯一 性 . 
推论 6.1.1 设 S$=ici,…,eil 是 下 上 Pm 维 线性 空间 的 任何 一 组 线性 无 关 
的 向 量 ， 甩 ,…，, 房 是 了 中 任意 上 个 向 量 . 则 存在 线性 映射 .如 7 一 了 将 wa,…， 
Qi 分 别 映 到 B1,…,PB ， 但 当 左 < 天 时 .将 不 唯一 . 
证 明 5 可 以 扩充 为 尽 的 一 组 基 M = lo,…, or, oa 在 了 中 任 取 
房 :9 … ,BB.( 比 如 可 取 ,1 =… = p=0)， 则 由 定理 6.1.2 知 存在 线性 映射 .多 ; 
UV 将 gl ,…,@; 分 别 映 到 p1,… ,Bp, ， 这 样 的 .如 符合 要 求 . 当 ”> 天时 ， 选 
择 不 同 的 记 ,1 ，,… ,有 就 得 到 不 同 的 .如 ， 所 以 .名 不 叭 一， 
例 3(2) 中 的 B|,，B,，B; 线性 相关 ， 其 中 B,，Bp, 组 成 FF 的 基 ， 因 此 存在 
唯一 的 .名 将 Bl ，P, 分 别 映 到 gil，w2z， 如果 这 个 .名 恰好 将 及 Fr> a3， 它 就 符 
合 要 求 . 但 例 3 (2) 中 的 ws 不 符合 这 样 的 条 件 ， 所 以 .名 不 存在 . 事实 上 ， 由 
于 gl1，Q2，Q3 线性 无 关 ， 而 子 中 任意 3 个 向 量 y ，7y2 ，73 线性 相关 .无论 
怎样 选择 7 ，7yz，Yy35， 它 们 在 线性 映射 下 的 像 都 线性 相关 ， 不 可 能 分 别 等 于 
ZI，C2，C3. 
对 线性 相关 的 xl,…，,o,， 能 不 能 仿照 定理 6.1.2 中 的 证 明定 义 线性 映射 
-ECxigl+…+Mi0n) = XiBi + + wp (6.1.8) 
不 能 ! 这 是 因为 ， 当 @,… ,@, 线性 相关 时 ， 同 一 个 向 量 w 写成 ga, ,… ,ea， 
的 线性 组 合 时 的 系数 不 唯一 ， 比 如 ， 对 零 向 量 0， 就 可 以 有 不 同 的 写法 : 
0 =0g1 + +00,= Xi0) + + XO, 
其 中 x1,… ,zx, 不 全 为 0. 一 方面 ， 按 第 一 种 写法 ， 由 (6.1.8) 应 当 有 
-0) = .AB(001+ :+00,)=0P + +0p,=0 
但 另 一 方面 ， 按 第 二 种 写法 又 应 当 有 
6(0) = Bx101 + + wa0n) = xiB + + rb, 
由 于 x1,… ,x, 不 全 为 0， 对 有 ,…, 甩 的 某 些 选 取 方案 就 可 能 有 zi + … + x,。 
关 0 .这 就 说 明 (6.1.8) 不 能 保证 .多 0) 有 唯一 的 定义 ， 这 就 说 明定 义 (6.1.8) 不 
合理 . 
4. L(U,V) 与 F"* "的 对 应 
设 5， 了 分 别 是 数 域 玉 上 的 维和 m 维 线性 空间 . 将 由 UV 到 VV 的 全 体 线 
性 映射 组 成 的 集合 记 作 L(U,V). 取 定 UV 的 一 组 基 Mi = 1@1,…,@,|，T 的 一 
组 基 MM, = |B1,… ,Bi ， 则 每 个 .pgEL(U,V) 有 了 唯一 的 矩阵 .3E 严 *"* 满 足 条 件 
-Bo 0) = (有 ,Pp,)A (6.1.9) 
反 过 来 ， 任 给 一 个 矩阵 4E Fm"**， 定 义 


$6.1 线性 映射 307 


Xl 


Xl 
Xn 


则 .名 是 线性 映射 ， 并 且 在 基 M1 ，M, 下 的 矩阵 是 4. 

这 样 就 在 线性 映射 集合 L(U,V) 与 矩阵 集合 8"*"* 之 间 建 立 了 1-1 对 应 
2: .名 F> 4， 将 每 个 .BgEL(U,TV) 对 应 到 . 避 在 基 M1!，M, 下 的 矩阵 4. 

注意 到 F”* "不 仅 是 一 个 集合 ， 而 且 是 上 的 一 个 线性 空间 ， 定 义 了 其 中 
任意 两 个 矩阵 的 加 法 以 及 其 中 任意 矩阵 与 尺 中 任意 数 的 乘法 ， 并 且 加 法 及 数 
乘 运算 满足 线性 空间 的 8 条 公理 . 

对 L(U,V) 中 任意 两 个 线性 映射 .名 ，. 罗 也 可 以 定义 它们 的 和 

-多 + BU>V,or> La)+Me) 
还 可 定义 任意 EF 与 .3E L(VU,V) 的 积 
ML: U>V,a > AL( 0) 

设 p(.B) = 4，gp(. 罗 ) = B ， 也 就 是 说 .如 ，. 多 在 基 Mi ，1 下 的 矩阵 分 别 

是 和 4，B. 将 U,V 中 的 向 量 分 别 用 它们 在 基 M1!，M, 下 的 坐标 来 表示 ， 则 
B+ .网 :是 F> AX+ BX=(A+B)X, AZ: FH>A(AT) = (4)X 
这 说 明 .多 + .多 与 4. 如 也 是 线性 上 映射， 它们 在 基 Mi，M 下 的 矩阵 分 别 是 A + 
B 和 44. 这 也 说 明 前 面 所 说 的 1 -1 对 应 关系 pg: L(U,V) 一 fF"*" 满 足 条 件 
PAB+B=A+B= p(B + (DB, pA) = 14 = Ap(.%) 

因而 p 是 L(U,V) 到 F”** 的 同 构 映射 . 

我 们 知道 8"*"* 有 一 组 基 e = | E;|1<isg<m,1<js<n|j， 其 中 EE, 是 第 (i,j) 
分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 矩阵 ，p-! 将 。 映 到 L(U,V) 的 一 组 基 罗 = | 如 
11<i<m:ls<sj<nl， 其 中 各 是 矩阵 为 6; 的 线性 映射 ，E; 的 第 j 列 等 于 @,， 
其 余 列 都 等 于 零 . 因此 


BU>V, 01, , 0) 


oj Fr Pp. 
2 
除了 加 法 和 数 乘 ， 还 可 以 定义 线性 映射 的 乘法 . 设 U0，V， 玉 分别 匙 上 
m 维 、n 维 、p 维 线性 空间 ，. 允 : 0 一 了 与 罗 :Y 一 多 是 线性 映射 ， 则 .多 与 .多 
的 合成 映射 
(RAB): UW,a > HA 0)) 
称 为 .名 ，. 罗 的 乘积 . 分别 取 U，V，WW 的 基 M1，M，,，Ms， 将 U，V， 玉 中 的 
向 量 分 别 用 它们 在 这 些 基 下 的 坐标 来 表示 ， 从 而 将 U，V， 玉 分 别 用 Fr"*1， 
rr ，Jr*' 表 示 ， 设 .加 在 基 Mi ，M2 下 的 矩阵 为 4，. 罗 在 基 MM,，M; 下 的 条 
阵 为 B， 则 .如 ，. 多 分 别 表示 为 坐标 之 间 的 映射 
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Bi FY ly Fl, RH AX;.B: PF"*l—> Fr*1, Yr> BY 

从 而 (RE) :> FI ,XH B(AX)= (BA)X 

可 见 ，. 有 多 的 作用 可 以 由 抢 阵 B4 对 坐标 左 乘 来 实现 ， 因 而 保 加 法 、 保 数 
乘 ， 是 0 到 WW 的 线性 上 映射， 它 在 基 Mi，Ms 下 的 矩阵 B4 是 .如 ，. 罗 的 矩阵 的 
乘积 . 

当 U=V 时 ，L(V,V) 由 V 上 全 体 线 性 变换 组 成 ，1"*** 由 所 上 全 体 n 阶 方 
阵 组 成 ， 对 应 关系 p: ZL(7,P) 一 严 *" ，. 名 Fr 4 不 但 保 加 法 、 保 数 乘 ， 还 将 
L(V,V) 中 的 乘法 对 应 到 严 *“" 中 的 乘法 . 此 时 ， 对 系数 在 FF 中 的 每 个 一 元 多 
项 式 

f(A4)=ao+ aiA+t azA? + +a” 
可 以 将 每 个 .pzEL(V,V) 代 入 得 到 
(PN) = a07+t ot oR + + dn Bg" 

则 p 将 f(.%) 映 到 f(4)= aol+alAh+ah’*+…+an4”. 

5. 线性 函数 

数 域 F 自身 可 以 看 作 上 的 1 维 线性 空间 . 取 1 组 成 一 组 基 ， 每 个 cE 下 
可 以 写成 a = al 的 形式 ， 因 此 a 在 这 组 基 |1| 下 的 坐标 就 是 a 本 身 . 

定义 6.1.3 设 V 是 F 上 有 限 维 线性 空间 . 则 线性 映射 f/; TY 一 正 称 为 了 
的 线性 函数 (linear function)， 它 满足 条 件 : 

LM (1) 对 任意 @1, a2EV, f(ait+o)=f(a) +f(0,); 

LM (2) 对 任意 mE€V, AE€EF, flaa)=Af(a). 

任 取 了 的 一 组 基 M = ai …,o， 则 了 作为 线性 映射 在 了 的 基 W 和 屎 的 
基 则 二 的 矩阵 4 = (al,…,a,)E€ 下 <" 称 为 线性 函数 /在 了 的 基 下 的 矩阵 ， 
它 由 以 下 等 式 确定 : 

(1) fl(@1,:…,0,)=A-= (aa) 

(2) 设 wE『 在 基 M = |e,…,@,| 下 的 坐标 为 定 = (x1,… ,x,) ， 则 


%1 


f(a)= AX=(a, an)| :|= alxzl 二 二 GaXn 


我 们 知道 ， 对 任意 n 维 线性 空间 VU 和 m 维 线性 空间 V，L(U,V) 是 上 
mn 维 空间 ， 同 构 于 F"*". 如 果 Mi = fl,…,@,|，M; = |p ,… ,P| 分 别 是 
U,V 的 基 , 则 e= ||l<sism,lsgsj<nl 是 L(U,V) 的 一 组 基 ， 其 中 
, or>™ Pp 
和 (i V hz 
特别 ，V 到 的 线性 映射 就 是 V 的 线性 函数 . 将 以 上 关于 L(U,TV) 的 结论 
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用 到 L(V,F) 上 ， 就 得 到 
定义 6.1.4 V 上 全 体 线性 函数 组 成 的 集合 ， 也 就 是 L(V,)， 是 上 的 

n 维 线性 空间 .L(V,F) 称 为 V 的 对 侦 空 间 (dual space), 记 作 V*. 设 MM= 
fai,…,@,| 是 V 的 任意 一 组 基 ， 将 每 个 /EV”= L(V,FF) 在 基 MT 下 的 矩阵 
AEFIXY* 记 作 s(f)， 则 V* -> Fi*"* 是 V* 到 nn 维 行 向 量 空间 F'* "的 同 构 映 射 . 
对 每 个 1<isgn 定义 线性 函数 

oi :VF,x ol +t + XQ TY Xi 
从 而 

ar (Qi)=1,a7 (0)=0,YVjz1i 
则 io ,…,@* | 是 V” 的 一 组 基 ， 称 为 V 的 基 {@,…,@,| 的 对 偶 基 (dual ba- 


sis) . 


口 


例 4 ( 方 阵 的 迹 ) 对 任意 方 阵 4 = (ay)uxnE 严 “ "定义 
trA=alt+a2+ + a 
为 4 的 全 体 对 角 线 元 之 和 ， 称 为 4 的 迹 (trace). 容易 验证 映射 
tr:F" ">F,Ar trA 
满足 条 件 : 
(1) tr(A +B)=tr(A)+tr(B),vA,BE FY*"; 
(2) tir(A4)=Atr(A), VAE PW”*",AEF. 
因此 tr 是 I"* "的 线性 函数 . 
例 5 求证 : 对 任意 A4，BE 1"*"*， 有 tr(A4B) =tr(B4). 
证 明 设 A=(aj),xs，B=(6;),xn. 则 


2 ab 2 asbs 


i=] j=] lasi,jsn 


> 之 biay = 2 ai 页 


n 
j=1 i= 1gijgn 


uC4B) = D(AB), 


(BA)= DBA); 
因此 tr(4B) = tr(BA). 口 


习 题 6.1 


1. 判断 下 面 所 定义 的 变换 或 映射 . 儿 ， 哪 些 是 线性 的 ， 哪 些 不 是 : 

(1) 数 域 上 线性 空间 V 的 变换 .ZZ:a Fm> Mx+ 有 其 中 人 E 下 与 PETY 预先 给 定 ; 
(2) 实 线 性 空间 Ri 的 变换 .名 ;(x,y,z)H>(x+y+ly-z2z-3); 

(3) 上 线性 空间 严 x" 的 变换 .4:XF> 坟 (+ MT) ; 

(4) 复数 域 C 上 线性 空间 之 间 的 映射. 如:C" ">C"*"， > 人; 

(5) 将 复数 域 C 和 实数 域 都 看 作 实数 域 R 上 的 线性 空间 ， 映 射 8:C 一 R, zi |z|; 
(6) 将 复数 域 C 看 作 C 上 的 线性 空间 ，C 的 变换 .名 :zH> z. 
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(7) 上 线性 空间 之 间 的 映射 6; F"*"->F， 时 人 > det 天 ; 

(8) 下 上 线性 空间 之 间 的 映射 .6B; F"* "一 FF ，X > fr 于、 

(9) 上 线性 空间 fF**"* 的 变换 .4B: 针 > 4X4 ， 其 中 4 是 F"* "中 给 定 的 方 阵 ; 

(10) 上 线性 空间 rr"* "的 变换 .名 :下 FF X4X ， 其 中 4 是 8**" 中 给 定 的 方 阵 . 

2. (1) 设 .如 ，. 多 是 平面 上 的 点 绕 原 点 分 别 旋转 角 a，8 的 变换 ， 试 分 别 写 出 .名 ，. 罗 的 
和 矩阵 4，B， 计 算 .及 名 的 矩阵 BA ， 它 表示 什么 变换 ? 

(2) 设 在 直角 坐标 平面 上 将 x 轴 绕 原点 沿 逆 时 针 方 向 旋转 角 a，8p 分 别 得 到 直线 六 ， 属 . 
-名 ，. 多 是 平面 上 的 点 分 别 关 于 直线 1, ，4s 作 轴 对 称 的 变换 . 斌 分 别 写 出 .名 ，. 多 的 矩阵 4， 
B， 计 算 .及 名 的 矩阵 B4 和 . 反 罗 的 矩阵 48， 它 们 分 别 表示 什么 变换 ? 


3. 出 2 阶 可 逆 实 方 阵 4 在 直角 坐标 平面 R 上 定义 可 道 线性 变换 .有 %; 小 ‘| 
(1) .名 将 平行 四 边 形 4BCD 变 到 平行 四 边 形 4'B'C'D' . 求证 : 
变换 后 和 变换 前 的 面积 比 k= Sacz - | det 4 |; 


S48CD 


由 此 可 以 得 出 平面 上 任何 图 形 经 过 变换 .多 之 后 的 面积 为 变换 前 的 | det4 | 倍 . 


1 0 
(2) 用 线性 变换 8: 站 8 Ias 22 + y= a? 变 成 椭圆 
y a y 
2 
Gi: 和 握 + 二 =1 ,利用 C1 与 C 的 面积 比 得 出 椭圆 C; 面积 公式 . 


(3) 画 出 图 6 -5 经 过 线性 变换 .%: HE 
和 


1.2 -0.81fx 
| | jam 
-0.4 1.1ijly 


4. 已 知 @= (1, -1,1), 2 = (1,2,4), @;3= (1, 
-2,4); P=(1,-1), p=(1,-2), p;= (1,2). 

(1) 是 否 存 在 线性 映射 .%: Ri 一 R? 将 gl，@;，@as 
分 别 映 到 Bl ，B,，ps7 

(2) 是 否 存 在 线性 映射 .如 :R*? 一 R 将 让 ，B,，P; 分 
别 映 到 gj ，@;，@3? 图 6-5 

5. 求实 数 域 R 上 n 维 线性 空间 Ru[xj= lao+ axt +aix-!|a€ER,Yy0x<ie 
n -1 的 一 组 适当 的 基 ， 使 微 商 变 换 多 : f(x)H-> P(xz) 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 

0 1 


0 
6. 求 下 列 线性 变换 .名 在 所 指定 的 基 M 下 的 和 矩阵; 
(1) BR 中 的 投影 变换 .CC(x,y,z)) = (x,y,0),，M=1(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}; 
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(2) 次 数 低 于 n 的 多 项 式 组 成 的 空间 R,[x] 的 中 的 微 商 变 换 -6: f(x)F> f(x)，M = 11， 
x 

(3) 将 复数 域 C 看 作 实 数 域 R 上 线性 空间 ，C 的 线性 变换 .BB:z >(a + bi)z， 基 
M = 11, 计 ， 其 中 a，6 是 给 定 的 实数 . 

7. 设 线性 变换 .名 把 w = (0,0,D) ，o = (0,1,1)，@3 = (1,1,1) 分 别 变换 到 .CE(ai) = (2， 
3,5)，.A(aas) = (1,0,0)，.%(@3) = (0,1, -1)， 分 别 求 .名 在 局 的 自然 基 {fe ,ez,esj 以 及 基 
iai,0;,031 下 的 矩阵 . 


1 2 
8. 设 8: Fl*3> FP1*2， re : 
3 4 
(1) 求证 . 避 是 线性 映射 ， 并 求 出 .% 在 FI*，，F'*? 的 自然 基 下 的 矩阵 ， 
(2) 求 如 在 基 ii = fai,@s,03)}，M,= 15 ,有 下 的 矩阵 ， 其 中 
C1= (1,1,0),@2= (1,0,1),@3= (0,1,1);p, = (1,0),p,= (1,1) 


a b 
9. 设 了 = 2*?， | ,| F2x2， 取 了 的 基 M = {E11,Ey,Ew,E»w|， 其 中 
c 


gel Oo poi) foo 2 foo 
00 ”oo ”oo *? (lo 1 


(1) 定义 4 的 右 乘 变换 4:V>V，XH> 24. 求 .A 在 基 MM 下 的 矩 阵 . 

(2) 定义 了 的 线性 变换 . 罗 : 天 F> 4- 4 ， 证 明 .多 不 可 赣 . 

(3) 对 任意 2 阶 方 阵 和 4，B， 在 V= 严 ** 中 定义 线性 变换 . 饭 :下 F> 4 大，. 移 :和 FF XB， 
求证 ;即使 4B z# BA4， 也 有 .名 . 积 = . 冤 . 疡 . 

10. 在 数 域 上 x 的 全 体 多 项 式 组 成 的 空间 F[x] 中 定义 线性 变换 

Bf x fr) 及 Bf(x)F> xf(x). 证 明 : .有 %B- 牧 名 = 宵 

11. 设 F[x] 是 数 域 上 次 数 低 于 nn 的 一 元 多 项 式 组 成 的 n 维 空间 . 6; f(x)H> 

f(x+]1) 与 多 :f(x)H> Ax) 是 F[ xj 的 线性 变换 . 求证 : 


2, 1 
LI+I1+A Cn- D1! 


12. 设 4 是 实 的 m xn 阵 ， 求 证; tr(4Th)=0 的 充分 必要 条 件 为 4 =0. 
13. 设 了 是 严 *" 上 的 线性 函数 ， 且 A(4B) = f( BA4 ) 对 任意 4，BE Fr"* "成 立 . 求证 ; 存 
在 常数 cE FF 使 f= ctr. 


+ 十 
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选取 了 基 之 后 ， 可 以 将 有 限 维 线性 空间 中 的 向 量 用 坐标 来 表示 ， 将 有 限 维 
线性 空间 之 间 的 线性 映射 用 矩阵 来 表示 . 然而， 坐标 和 和 矩阵 不 仅 依赖 于 所 表示 
的 向 量 和 线性 映射 ， 还 依赖 于 基 的 选取 . 提出 一 个 很 自然 的 问题 是 ， 当 所 选取 
的 基 改 变 之 后 ， 向 量 的 坐标 怎样 变化 ， 线 性 映射 的 矩阵 怎样 变化 ? 
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1. 基 变 换 与 坐标 变换 公式 

在 第 2 章 $ 2.6 中 已 经 给 出 了 线性 空间 中 同一 个 向 量 在 两 组 不 同 的 基 下 的 
坐标 之 间 的 变换 公式 .这 里 再 用 和 矩阵 乘法 的 语言 重新 叙述 一 遍 . 

设 V 是 数 域 上 有 限 维 线性 空间 ，Mi = | a4,…,0,|，Ms = 1 ，…, 有 1 是 
它 的 两 组 基 ， 要 表示 两 组 基 之 间 的 关系 ， 只 需要 给 出 第 二 组 基 M, 中 的 每 个 向 
量 忆 (1<j<n) 在 第 一 组 基 Mi 下 的 坐标 


依次 以 这 些 坐 标 为 列 向 量 组 成 矩阵 


Pil pp2 “ Pin 
已 = (IT ID = Pan (6.2.1) 
Pni Pn2 洲 撞 Pnn 
则 己 称 为 基 Mi 到 M, 的 过 渡 和 矩阵 (transition matrix)， 它 可 以 由 等 式 
(1 有) = (Cl，…，0，) 书 (6.2.2) 


定义 . 表示 
房 =(ol oID= pat +pa0n, Vlsjsn 
等 式 (6.2.2) 称 为 基 变 换 公 式 (basis tranformation formula). 
将 了 中 每 个 向 量 记 在 基 Mi 下 的 坐标 记 为 c(w)， 则 c: 『~ 严 “1 是 线性 空 
闻 的 同 构 映射 它 将 了 的 基 Ma2 = |B,…,B,| 映 到 严 和 的 一 组 基 |T ,…, ,|， 
以 这 组 基 为 列 向 量 组 成 的 方 阵 P 的 行列 式 detPz0， 因 此 P 是 可 逆 方 阵 . 
定理 6.2.1 有 限 维 线性 空间 的 两 组 基 之 间 的 过 湾 方 阵 是 可 逆 方 阵 . 
由 基 变 换 公 式 (6.2.2) 可 以 得 到 
(oa 0) =( 有 有) 己 - (6.2.3) 
可 见 已- :是 基 18 ,有 | 到 | ai ,ao 的 过 渡 方 阵 . 
这 说 明 : 从 Mi 到 Ma2 的 过 渡 方 阵 与 从 M, 到 Mi 的 过 渡 方 阵 互 为 逆 方 阵 . 
一 般 地 ， 设 5 = 161,… ,| 是 由 矩阵 KE 天 <” 按 如 下 等 式 : 
(E177, En) = (0, 0K 
定义 的 向 量 组 ， 则 同 构 映射 o 将 &1,… ,6&6 映 到 KK 的 各 列 . 
S 线性 无 关 eS 的 列 向 量 组 线性 无 关 司 KK 列 满 秩 . 
特别 ， 当 m = n 时 ，S 是 V 的 一 组 基 人 到 是 可 北方 阵 . 
仍 设 Mi = 1a ,… ,Gs 与 Ma = 1P1,…,B,! 是 V 的 基 ,， PP 是 Mi 到 Ms 的 过 
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渡 方 阵 . 设 a EV 在 基 A，M, 下 的 坐标 分 别 是 针 = 


找 出 下 与 了 之 间 满 足 的 关系 式 . 
由 于 了 是 @ 在 基 M2 下 的 坐标 ， 我 们 有 
0 = yiBit + yp, (6.2.4) 
将 向 量 等 式 (6.2.4) 两 边 用 同 构 映射 o 作用 ， 也 就 是 将 等 式 两 边 的 向 量 都 
用 它们 在 基 Mi 下 的 坐标 来 代替 ， 得 到 坐标 等 式 
ol(@)= yo(B) + + yno(P.) (6.2.5) 
其 中 oi(@ ) 就 是 a 在 基 Mi 下 的 坐标 五 ， 每 个 c( 记 )(1<7<n) 就 是 房 在 基 jMfi 
下 的 坐标 环 . 因此 ，(6.2.5) 就 是 


1 
X= yt + yl = me : | P7 
Yn 
其 中 PP 是 依次 以 HT ,… ,I 为 各 列 的 方 了 泗 ， 也 就 是 Mi 到 M, 的 过 渡 方 阵 . 
得 到 的 等 式 


和 1 Plu Pi Pln fy 
~ bp2 p22 i PP2n y2 

X=PY 即 | |= "| (6.2.6) 
Xn Pnl Pn2 机 Pnn yn 


称 为 坐标 变换 公式 (coordinates transformation formula) ， 也 就 是 同一 个 向 量 在 两 组 
不 同 的 基 下 的 坐标 了 ， 了 之 间 的 关系 式 . 

例 1 设 F[fx], 是 数 域 上 次 数 低 于 n 的 全 体 多 项 式 co + alx + a2yx? +… 
+ dan-ix* 1!(aEF,Y0Osis<sn-1) 组 成 的 集合 ,， 则 F[x]j, 是 F 上 的 维 线性 
空间 ，M = {1,x,x*,…,x"-!| 是 它 的 一 组 基 . 

设 a1,…,a, 是 下 中 个 不 同 的 数 . 对 每 个 1<i<n， 取 

fi= || (Gx) = C(x- ao) (x oz ai) (x — a,) 


(1) 求证 : Mi= | 所 ,…,f.| 是 FLx], 的 一 组 基 . 
(2) 求 Mi 到 的 过 渡 和 矩阵 
(1) 证 明 考虑 映射 


flal) 
Bi: Flxl > ,fr| : 


fla,) 
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则 易 验 证 .名 是 F 上 维 线性 空间 FL x], 与 严 之 间 的 线性 映射 . 

对 每 个 1<i<n， 易 见 f(a) =0 对 ji 成立， 而 f(ai)z0, 因此 

Efi) = (0,°,0, f(a1) ,0 ,0)T = f(a;)e, 
第 i 个 分 量 

其 中 e 是 第 i 个 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 数组 向 量 . {6(f1),… ,6(f,)| = 
f(a1) er,…,f,(an)es| 线 性 无 关 ， 因此 1f1,…,f,| 线 性 无 关 ， 组 成 n 维 空间 
FLxj, 的 一 组 基 . 

(2) 解 基 Mi= {有 ,所 ,…, 所 | 到 M= 11,x,x?,…,x”-!| 的 过 渡 矩 阵 P 了 满 
足 条 件 

(1,x,x ,x)= (ff ,f)P 

两 边 用 线性 映射 .名 作用 得 

(B11) AB xX) A x) Bx)) = BC) ,Bf), ,BFP 


即 
1 al ai CI 六 (ai) 
1 a a ar-! 
7 ”|= hale) P 
1 Cn C2 "0 a™-! f(an) 
因此 
fi(ai) -fl1 a at ad 1 
P= (az) 1 aa a3 一 
fla,) 1 an Q2 a2 1 


_1 -1 _1 2 nl 
1 Mr al MT al … ATrlioy 


-1 -1 -1 一 一 
2 Ay a2 Az a2 ss 和 la3 1 


具 


A71 Ajla, Tia2 … zlon-l 

其 中 Ai=fi(a)#¥0, Yl<isn. 

2. 线性 映射 在 不 同 基 下 的 矩阵 

设 线性 映射 .多 ，U 一 TY 在 局 的 基 M 和 了 的 基 M, 下 的 矩阵 为 4，. 交 在 了 
的 另外 一 组 基 Ni 和 Vy 的 另外 一 组 基 N, 下 的 矩阵 为 召 ， 我 们 来 研究 4 与 8 之 
间 的 关系 . 

设 Mi 到 Ni 的 过 渡 方 阵 为 P，M, 到 N, 的 过 渡 方 阵 为 @. 

设 gcE 忆 在 基 Mi，Ni 下 的 坐标 分 别 是 瑟 ，5，.C(Ca je 在 基 i1，N 下 
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的 坐标 分 别 是 Y，n， 则 有 坐标 变换 公式 


X=Pt, Y= Qn (6.2.7) 
由 于 和 是 .如 在 基 Mi，HM2; 下 的 抢 阵 ， 我 们 有 
Y= AX (6.2.8) 


将 (6.2.7) 代 入 (6.2.8) 得 
QnN=APE 即 n=0Q 48 
因此 ，. 多 在 基 Ni ，N 下 的 坐标 表示 为 
Er>(@ -4P)E 
这 说 明 .和 名 在 基 Ni ，N 下 的 矩阵 为 
B=0Q- AP (6.2.9) 
由 于 CO -与 P 都 是 可 道 方 了 省 ，(6.2.9) 说 明 同 一 个 线性 上 映射 在 两 对 不 同 的 
基 M1，M, 和 Ni，N: 下 的 矩阵 4，B 相抵 . 
反 过 来 ， 如 果 和 矩阵 4，BE F™* "相抵 ， 即 存在 m 阶 可 逆 方 阵 己 和 mm 阶 可 
逆 方 阵 C 使 B= C4P. 任 取 上 维 线性 空间 UV 和 m 维 线性 空间 Vy, 任 取 U 
的 基 M = fa,… ,Qs,1 和 的 基 MM=1B1,…,p,|， 则 由 
(Wy Ui) = 01, , 0,)P, (vis, vn) = (BP, ,pb,)0-! 
定义 的 向 量 组 Ni = fy! Na = 901,… ,vn | 分别 是 U,V 的 基 ， 定义 


Nl 和 1 
| : 上 ed : 


9 


n Xn 


则 4 是 .如 在 基 M1!，M, 下 的 矩阵 ，B 是 .在 Wi，N: 下 的 矩阵 . 

所 得 的 结论 可 以 总 结 为 : 

定理 6.2.2 矩阵 4，B 相抵 人 4，B 是 同一 线性 映射 .如 : U 一 V 在 两 对 
不 同 的 基 M1，M, 和 N,，N, 下 的 矩阵 . 如果 Mi 到 1 的 过 渡 方 阵 是 已，N， 
到 N, 的 过 渡 方 阵 是 O， 则 

B=Q-!'AP. 口 

推论 6.2.1 对 任意 线性 映射 .%:; U 一 V， 存 在 U0 的 基 Mi = | Qi,… ,| 和 

了 的 基 Ms = 1B,…,,}， 使 .如 在 基 M,，M, 下 的 矩阵 为 


TO 
S =- (7) 
OO 0 
Bo)=B, Vlasisri 人 Wi)=0,Vr+lsjsn 


证 明 任 取 忆 的 基 Ni = Tul,…,ww| 和 的 基 N,= v1,…,vn]， 设 .如 在 
基 Ni ，Nz 下 的 矩阵 为 4. 存在 可 逆 方 阵 P，Q 将 4 相抵 到 


即 


316 第 6 章 线性 变换 


MP-S-| 0 ° 
45 o o 


(@1 ,7 0) = P,P, ,Bs) = (v1, ,vn QO-! 

则 M1 = 和 er,… ,0,|，M2 = 1P1,…,B,| 分 别 是 U,V 的 基 , .在 基 Mi， 
M; 下 的 矩阵 等 于 Qh4P = S$， 怡 如 所 需 . 口 

例 2 (1) 设 /: 户 一 F(x,y,z)F> x+2y-3z 是 让 的 线性 函数 . 求 户 的 
一 组 基 , 使 f 在 这 组 基 下 的 和 矩阵 是 (1,0,0). 

(2) 设 f:V 一 F 是 数 域 1* 上 线性 空间 Y 上 的 非 零 线 性 函数 .求证 : 存在 了 
的 基 寻 ,使 f 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 (1,0,… ,0). 

(1) 解 设 导 =1X, 玉 ,了 | 是 局 的 基 ， 则 

三 在 好 下 的 矩阵 为 (1,0,0) 人 FREE) =1，FE2) = FE) =0. 

CD 应 是 方程 x+2y -3z=0 的 解 . 


解 方 程 2x + y ~ 3z =0 得 通 解 
1 0 
| 
0 1 


和 x 
y |=| -2x+3z 
和 和 
. 取 于 | = 


1 
-2 
0 
于 是 基 M = | 六 1 ,了 ,| 符合 要 求 . 
(2) 证 明 /0, 存在 了 EV 使 (Pi)=4z0, 取 @l=X-1p1， 则 f(ai) 
=1. 将 oi 扩充 为 了 的 一 组 基 Mi = 1a1,P,,… ,|}， 设 
f la,B,, ,PB,)= (1, 6b, ,b,) 


取 方 程 的 基础 解 系 和 X, = ， 大 3 = 


0 
3 
1 


0 
| 则 了 f( 脏 1)=1. 
0 


(ol 0 0) = (01,PB,,%,B,)P 


1 
则 MM= {ei,@2,… ,a,1 是 V 的 基 , 且 
fa1, G2 0) = (1,6, ,6 )P= (1,0,.…,0) 
可 见 f 在 基 必 下 的 和 矩阵 为 (1,0,…,0). 口 


习 题 6.2 


1. 已 知 Ra3 的 两 组 基 Hi = | al, aa3|， M, = 15 7 ,5 ， 其 中 CI=(1,2,3)， 02 = (2， 
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1,0), @3=(1,0,0); P=(1,1,2), B= (2,1,3), ps= (4,3,8). 
(1) 求 基 Mi 到 MM, 的 过 渡 和 矩阵 . 
(2) 分 别 求 向 量 w = w+ 3as ~- 4as 在 基 Mi 和 M; 下 的 坐标 . 
(3) R 的 线性 变换 .如 将 ai ,oa ,as 分 别 映 到 及 ,2 ,8; ,分别 求 .如 在 两 组 基 下 的 和 矩阵. 
2. 设 F[x], 是 数 域 已 上 次 数 低 于 的 全 体 多 项 式 组 成 的 n 维 线性 空间 ，M = 11,x， 
2 是 它 的 一 组 基 . 设 1,o,…，,or- 依次 是 方程 x* ~ 1 =0 的 全 部 复数 根 ， 其 中 


wh = co0s SE +i sin S(O0< ken 1). 对 每 个 1<i<n， 取 


f= ] (:-%) 


Ogjen-l,jni 


(1) 求证 : Mi = | 甩 , 有 1 … ,所 -1| 是 FL[x]， 的 一 组 基 . 
(2) 求 W 到 Mi 的 过 渡 和 矩阵 . 


1 2 3 

se rn 1 | 求 .如 在 下 列 基 下 的 矩阵 : 
2 3 1 

(1) jes3,0, 02); (2) el + G+ G03,01+ 02, 0 + O03). 


4. 设 R[t] 是 实数 域 R 上 以 1 为 字母 、 次 数 < n 的 多 项 式 及 零 组 成 的 线性 空间 . 了 = 
{flecos x) |fE R[x]1， 试 写 出 V 中 的 基 Mi = |1,cos x,cos? x,… ,cos”"~!1x| 到 M, = {1,cos x， 
cos 2x,… ,cos(n 一 1)xj 的 过 渡 和 矩阵 . 


86.3 像 与 核 
例 1 设 
BE: 14x1-> FY1, YH AX 
1 2 3 4 
其 中 4 = 2 3 4 5 。 求 下 < 的 基 Mi = | 站, 于，, 累 3, 厂 4| 与 了 ax1I 的 基 M, = 
3 4 556 


Yi,Y2,Y31， 使 .如 在 M1!，M; 下 的 矩阵 具有 标准 形 


TL, 
的 
O 


解 M;，M, 满足 的 条 件 为 
48 = Y(Vl<i<r); AX,=0(Yi>r) 
解 线性 方程 组 4X = 0 求解 空间 的 基 | 守 ,| ,… , 率 4|. 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 -1 -2 
2 3 4 5|™>I0 -1 -2 -3|- 一 0 1 2 3 
3 4 5 6 0 -2 -4 -6 0 0 0 0 
可 知 r =2，AX =0 的 通 解 为 
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Xl X3 + 2x4 
X2 —2x3— 3xa4 
%3 %3 
Xa %4 
1 2 
-2 一 3 
取 在 3 = 1 4 = 
0 1 
添加 
1 0 
0 1 
下 1 = 0 天 2 = 0 
0 0 
扩充 为 闯关 的 一 组 基 Mi = | 大, 导 3 , 于 | ， 取 


1 2 
5 ee 
3 4 
0 


添加 Z = | 0 | 组 成 户 *1 的 一 组 基 M, = | Yi ,YY,, Ys}. 


1 
则 .名 在 基 Mi ，M2 下 的 矩阵 为 


考察 例 1 中 求 所 求 的 基 M;，M, 使 .如 具有 标准 形 的 过 程 ， 一 是 要 求 出 齐 
次 线性 方程 组 4X =0 解 空间 的 一 组 基 . 二 是 要 计算 4 的 秩 +， 对 于 数组 空间 
之 间 的 线性 映射 .只 ，AX =0 的 解 空 间 也 就 是 满足 条 件 .C(w) =0 的 全 体 wE 避 
组 成 的 集合 . 4 的 秩 等 于 4 的 列 秩 ， 也 就 是 4 的 列 向 量 空间 的 维 数 . 

我 们 在 第 2 章 附 录 1 中 定义 了 任意 映射 o: S1 一 5, 的 像 6(5,) 为 全 体 o(@) 
(xcE 5S,) 组 成 的 集合 、 而 对 线性 映射 .多 Fr"*1 一 fF”*!， 多 HF A 来 说 ， .如 的 
像 .Z( 8"*') 就 是 全 体 AX( 义 E 1"*!) 的 集合 . 设 4 的 各 列 依次 为 41,，…, A, ,天 
= 《xi Xn)  ， 则 AX = x141 +… + x,4,;， 全 体 AX 的 集合 也 就 是 向 量 组 
141,… ,4,| 的 全 体 线性 组 合 组 成 的 集合 V(41,…, 4,)， 也 就 是 4 的 列 向 量 空 
间 . 因此 ，4 的 列 向 量 空间 就 是 .名 的 像 .如 严 *1)， 它 的 维 数 就 是 4 的 秩 . 

定义 6.3.1 设 .名 :7 一 了 是 下 上 线性 空间 之 间 的 线性 上 映射.…: 
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集合 
BU)= IB) aEU| 

称 为 映射 .如 的 像 (image)， 也 称 为 .名 的 值 域 (range) ， 也 记 作 Im. 允 . 

集合 

.CO0)=loEDl.Zw)=0I 

称 为 映射 .名 的 核 (kemel) ， 也 记 作 Ker. 允 . 

每 个 矩阵 4 € F"*" 的 左 乘 作用 都 引起 列 向 量 空 间 之 间 的 线性 映射 .%: 
"* J"* ， 针 FH> 4 我们 也 常用 Ker4 ，Im4 来 表示 这 个 线性 映射 .名 的 核 
Ker. 必 和 像 Im._%. 

命题 6.3.1 任意 线性 映射 .多 :7 一 了 的 像 Im. 名 是 了 的 子 空间 ， 核 Ker. 如 
是 U 的 子 空间 . 

证 明 对 任意 1 ，p2E Im 有， 存在 ai，a2EU 使 Bl = _&(@a1)，B, = 
.Caa)， 从 而 


Bi+B,= .AZ(01) + B03) = B01 + G3) ETmG 
且 对 任意 +EF 有 
hp = AAE( 1) = BNAa1)E Im 多 
这 说 明了 Im. 名 对 加 法 和 数 乘 封闭 ， 因 而 是 Y 的 子 空间 . 
对 任意 gc; ，oazE Ker.4Bg， 有 .AB(@1) =0， .los)=0， 从 而 
a1+ oa) = .EC)+.BCoz)=0+0=0,wl+ooEKer .将 
且 对 任意 4EF 有 
L(A01) = 1.B(ai) = 和 0 =0,h01E Kerg 
这 说 明 Ker 名 对 加 法 与 数 乘 封闭 ， 因 而 是 0 的 子 空间 . 
定义 6.3.2 线性 映射 .多 : 0 一 了 的 像 Im. 名 的 维 数 称 为 .名 的 秩 (rank)， 记 
作 rank. 允 . 
引 理 6.3.2 设 .多 :5 一 了 是 数 域 尺 上 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 ， 
Mo= 1a1,…,Q,| 是 Ker.% 的 一 组 基 ，5S = |w,…,w,| 是 U0 的 一 个 向 量 组 . 记 
1 = {01 … ,GW1，… ,| 为 Mo 添加 5 得 到 的 向 量 组 ，.@&(S)= {8(w1),…， 
Z(t) 是 5 的 像 . 则 
(1) MM 线性 无 关心 .%(5) 线 性 无 关 ，; 
(2) M 是 U0 的 基 S.%&(5) 是 Im. 名 = .2B(D) 的 基 . 
证 明 (1) 先 设 .%(5) 线 性 无 关 . 并 且 设 
xz101+ + XO + YU+ + y=0 (6.3.1) 
对 xx yy 多 下 成 立 . 在 等 式 (6.3.1) 两 边 用 . 召 作 用 ， 并 将 
ZB(@1) =… =.%(@,) =0 代 入 ,得 
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yr) t+ LM)=0 (6.3.2) 
由 于 . 必 (4),…,.48( 册 ) 线 性 无 关 ，(6.3.2) 人 迫使 yi =… = y=0. 代入 (6.3.1) 
得 
xIQ1+ .+ x0,=0 (6.3.3) 
由 于 Mo = a1,…,@,| 是 Ker 台 的 一 组 基 ， 线 性 无 关 ，(6.3.3) 迫 使 xz =… = x, = 
0 . 这 就 证 明了 (6.3.1) 仅 当 x =… = x =y1=*…=%=0 时 成 立 ， 可见.%(5) 线 性 
无 关 二 线性 无 关 . 
反 过 来 ， 设 W 线性 无 关 ， 在 此 假设 下 证 明 .%( 5) 线 性 无 关 . 
设 有 yi1,…,y,EF 使 
7 人 Ca) ++ AB)=0 (6.3.4) 
即 .Bg(yjwi+t+ + ju) =0， 也 就 是 w= yiui+ + YUE Ker. 
由 于 Mo = 1Q1,…,Q,| 是 Ker.% 的 基 ,，w 可 以 写成 Mo 的 线性 组 合 ， 存 在 
2 和 天 使 


YIMit + Y= XQ + "+ XQ, 


从 而 
XI1+ + XO YU- y=0 (6.3.5) 
由 于 Mo = {@1,*…， Q, Us, | 线性 无 关 . (6.3.$) 迫使 Xl 三 … = X= 
yl=…=y=0. 这 说 明 (6.3.4) 仅 当 y=… = y=0 时 成 立 ，.%(5) 线 性 无 关 . 


(2) 先 设 M 是 U 的 基 . 则 M 线性 无 关 ， 由 (1) 知 道 .%( 5) 线 性 无 关 . 
对 任意 v €E.4(U)， 存 在 wE U0 使 .zg(w)=wv.u 可 以 写成 M 的 线性 组 合 
U= XO + XO + YU + + yi . 
两 边 用 .多 作用 并 将 .BCwi) =… =.%(@a,) =0 代 入 ,得 
1 = BU) = YB U1) + + yA) 
这 说 明了 线性 无 关 和 集合 .%($S) 生 成.%$(U)，.%(S) 是 .%( UD) 的 基 . 
现在 设 .%(5) 是 .%(U) 的 基 . 在 此 假设 下 证 明 M 是 U 的 基 . 
由 (1) 知 : .%( 避 ) 线 性 元 关 ==M 线性 无 关 . 
只 需 再 证 明 U 中 任意 向 量 w 可 以 写成 W 的 线性 组 合 . 
由 于 .4&(w)E€.4&(U)，.4&(w) 可 写成 .%(5) 的 线性 组 合 
LU) = yA UM) t+ YB ) 


也 就 是 
(UI) =0, Ru yu — yuE Kersg 
因此 z -yjwui--… -yu 可 以 写成 Mo 的 线性 组 合 
WU YU Y= XO + + Xd, 


其 中 x ,…,x,EF . 于 是 
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下 二 XIGI 十 十 MO + YU+ + Yu 
可 见 每 个 wxE 7 都 是 线性 无 关 集 合 M 的 线性 组 合 ， 歼 是 也 的 基 .， 口 
定理 6.3.3 设 .4Z: 0 一 了 是 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 ，rank. 多 = 
r, n=dimU,，m= dimV， 则 
dimU = rank.%+ dim Ker 元 
且 存 在 UU 的 基 Mi = lai,…，,ci 和 了 的 基 M = 16,…, 有 | ， 使 .如 在 基 Mi， 


MM, 下 的 矩阵 为 
” jer 
0 


证 明 设 k =n-dim Ker. 召 . 任 取 Ker .如 的 基 [@i,1,…,@,|}， 扩充 为 U 
的 基 Mi = ia ,Qi; Cit1，… ;Qa ， 则 由 引 理 6.3.2 知道 1.&(@1),…,_%(@1)| 
是 Im .有 的 基 ， 这 证 明了 = dim Im .名 =r， 即 n -dim Ker. 避 = rank .%. 也 就 是 
dm U= rank .名 + dim Ker .2 . 
Im . 才 的 上 述 基 |.%(@1),…,.%B(@,)| 可 以 扩充 为 V 的 一 组 基 M, = {PB1,…， 
Bi1， 其 中 p=.B(ai)(Y1<isgr)， 由 


Bi, Vlsisr 


| 
0, Vr+l<ie<n 
知 .如 在 基 Mi，M; 下 的 矩阵 为 


I,, 0 
区 
定理 6.3.3 的 结论 在 86.2 推论 6.2.1 中 就 利用 矩阵 的 相抵 标准 形 得 到 过 ， 
这 里 用 几何 的 方法 重新 得 到 ， 并 且 给 出 了 求 基 M;，M, 的 一 个 方法 . 

命题 6.3.4 设 .%: -> 了 是 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 ，4E F"*" 是 
.如 在 任意 一 对 基 下 的 矩阵 ， 内 = {XE rr"*!1| 4X=01 是 以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 
线性 方程 组 的 解 空 间 ， 则 

rank 4 = rank .和 名，dim Vs = dim Ker.% 

证 明 设 4 是 .如 在 忌 的 基 Mi 和 了 的 基 Ms 下 的 矩阵 . 将 每 个 weE7 在 
基 Mi 下 的 坐标 记 为 co1. (a )， 每 个 BEV 在 基 M, 下 的 坐标 记 作 oc,(B). 则 ci: 
UV 一 PI 和 os: V> 1”*! 都 是 线性 空间 之 间 的 同 构 映射 . 

记 4 的 各 列 依次 为 41,… ,4, ， 则 

ox(Im .名 ) = {AX|IXE FF”* | = {xiA+ + rAd, lx EF,YlI<ign) 
= V(A,,…,A,) 
就 是 4 的 列 向 量 空间 ， 维 数 等 于 4 的 列 秩 rank 4， 由 于 o, 是 同 构 映射 ， 
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rank .BZ= dim Im .多 = dim cl (Im .多 ) = rank 4 
又 
ol(Ker .AZ)= 1XE 本 < 4 和 =0 = 全 
因此 


dim Ker. 多 = dim cli(Ker .%) = dim Va 

在 第 2 章 §2.3 讨论 齐 次 线性 方程 组 的 时 候 就 知道 dim 内 = -rank 4. 

由 命题 6.3.4 知道 dim Vy = dim Ker .名 ，rank 4 = rank .有 4%， 并 且 n=dimU. 
由 此 得 到 

dim Ker .名 = dim U- rank .% 
也 就 是 
dim U=rank .名 + dim Ker .% 

这 就 再 次 得 到 了 定理 6.3.3 中 关于 Im .多 ，Ker .如 与 U 的 维 数 的 关系 的 
结论 . 

我 们 知道 ， 任 一 映射 o:51-> 5, 是 可 逆 映 射 的 充分 必要 条 件 是 : o 是 单 射 ， 
并 且 是 满 射 . c 是 单 射 的 意思 是 : o(@) = o(B) 二 a = PB. o 是 满 射 的 意思 是 : 
0(Si) = S$,. 

对 线性 映射 .4%: U 一 V， 满 射 的 充分 必要 条 件 仍 是 .%(U) = 了， 也 就 是 
im . 召 =Y， 而 单 射 的 充分 条 件 却 可 以 放宽 ， 只 需要 求 .B(c) =0 一 wx =0, 就 能 导 
致 r(c)=c(1) 一 wx = 有. 

命题 6.3.5 线性 映射 .名 : U->V 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 Ker .名 = 0. 

证 明 设 . 是 单 射 ， 则 .A&(@)=.%&(0)>@=0, 即 Ker .名 =0. 

反 过 来 , 设 Ker .名 =0. 则 

(0)=B BB) - -ECpB) =0 一 .Auw-p)=0 
=>a- PEKer .B=0—=0 -P=0=0=P 


这 说 明 .名 是 单 射 . 
推论 6.3.1 线性 映射 .多 : U 一 V 是 可 道 映射 Im .名 = 了 且 Ker .总 = 0. 
命题 6.3.6 ” 设 .多 : 7 一 了 是 有 限 维 空间 之 间 的 线性 映射 . 则 .名 是 可 逆 映 

射 的 充分 必要 条 件 是 ， 以 下 3 个 条 件 中 的 任意 两 个 条 件 同 时 成 立 : 

(1) dim U= dim V=n. 

(2) Ker .和 名 =0. 

(3) Im .名 = 『， 

证 明 如 果 .如 是 可 逆 线 性 映射 ， 则 3 个 条 件 (1)，(2)，(3) 同 时 成 立 ， 其 

中 任意 两 个 条 件 当 然 同 时 成 立 . 
推论 6.3.1 已 说 明 : 如 果 (2)，(3) 同 时 满足 ， 则 . 避 可 道 . 
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设 (1) 成 立 ， 则 由 
dim(Im .%) = rank .如 = dim U - dim Ker B= n—- dim Ker.% 

知 Ker .名 = 0 人 dim Ker .名 = 0 人 rank .名 = nOIm .如 = 了. 

这 说 明 (1)，(2) 成 立 或 (1)，(3) 成 立 都 导致 (1)，(2)，(3) 同 时 成 立 ， 从 
而 .名 可 逆 . 口 

在 第 4 章 $84.6 中 曾经 利用 拖 阵 的 乘法 和 初等 变换 研究 了 有 关 和 矩阵 的 秩 的 
等 式 和 不 等 式 . 像 与 核 的 维 数 及 其 之 间 的 关系 式 dim U = rank .名 + dim Ker .如 
对 于 研究 矩阵 的 秩 也 很 有 用 处 . 

例 2 设 AE "x*"， 如果 rank A = rank A“*! 对 荣 个 正 整数 成立, 求证 : 
rank A“=rank 4:+: 对 所 有 正 整 数 s 成 立 . 

证 明 取 V= jr"*'， 定义 线性 上 映射. 必 :V>V， 球 FF> 4 对 ， 则 对 任意 正 整数 
m， 有 .%B":V>V,Xm> A"X. 

我 们 有 : rank 2B* = rank 4 = rank 44+1= rank .Bi+l， 即 ; 


dim A@*(V) = dim@*+1( V) (6.3.6) 
而 .B111(V)= .Bi(.A(V))CAB(V)， 因此 ，(6.3.6) 导 致 
Bt (VV) = .BB(V)) (6.3.7) 


对 任意 正 整 数 m， 将 等 式 (6.3.7) 两 边 同时 用 .多 " 作用 得 
Bt mtl(V) = Bet mV) 
从 而 
rank ht+m+l= dim .Bl+mt+lI(TY) = dim A+ "(VV)= rank Art™ 
因而 
rank 44 = rank Af+!=rank Af+?2=... =rank 44+s 
对 所 有 的 正 整 数 * 成 立 . 
例 3 A4E gr*",， 是 任意 正 整数 ， 求 证 : 
rank A* -rank A*+!>>rank A‘+!- rank Ak+? 
证 明 取 V= 1"* '， 定义 线性 映射 ,%B: VV ， 下 F> 4X. 
对 任意 正 整数 m，.%&"(yV) = Im .加 是 了 的 子 空间 ， 
取 了 的 子 空间 = . 悉 ( 了) 以 及 子 空间 驳 =. 称 + 1 (7) ， 定 义 线 性 映射 
Bi:UrV, XrF> AX, bb:W>V,XH> AX 


则 
Im A = .BABI(V) = BV), Im B= BABttI(V) = 4t+2(7) 
从 而 
dim U = rank .6 = rank A’ 
dim W= dim Im .多 = rank ++! = rank A‘*! 
dim Im .= rank .多 + = rank t+? 
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dim Ker .名 =dim U ~ dim Im .A = rank A ~ rank A’*! (6.3.8) 
dim Ker .B= dim W- dimIm.@=rank A*!— rank A‘*? (6.3.9) 
我 们 有 
Ker .Bg1 = |1XEUIAX=0}, Ker.%= {|XE W|IAX=0| 
WD AV) CG) 
Ker .B= Ker .A | WE Ker .A 
因此 
dim Ker .Z| > dim Ker .% 
将 (6.3.8)，(6.3.9) 代 入 即 得 
rank A* ~ rank A*'!>srank ht+1 -rank A**? 
由 例 3 的 结论 可 以 推出 例 2: 当 rank 44 = rank A*1! 时 ,由 0=rank A*- 
rank A*! 宇 rank A“+! -rank A*** 立 即 得 到 rank A“*!'=rank A**?. 
例 3 的 要 点 是 : 对 线性 映射 .如 U 一 V， 取 U0 的 子 空间 殉 ， 定义 线性 映射 
BW>V ， armr.z(a), 则 
Ker .B= Ker .Z| WC Ker .LZ dim Ker Be dim Ker .2 
注意 . 罗 的 定义 域 友 是 .名 的 定义 域 UV 的 子 空间 ， 而 .多 的 作用 与 .% 在 下 
中 的 作用 完全 相同 . 我 们 将 这 样 的 罗 称 为 .名 在 子 空间 WW 上 的 限制 (restric- 
tion) ， 记 作 .了 | 市， 
例 4 设 .如 :UV 是 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 ,WW 是 上 U 的 子 空间 . 
求证 : 


dm .2 (W) >dim W-dim Ut+rank .交口 
请 读者 仿照 例 3 自己 完成 例 4 的 证 明 . 


习 题 6.3 


1 -3 2 
et en | -3 9 | 
2 -6 4 


(1) 求 Ker .如 和 Im .多 ; 
(2) 将 Ker .名 的 一 组 基 扩 充 为 了 的 一 组 基 Mi,， 求 .名 在 Mi 下 的 和 矩阵. 
2. 设 R[x] 是 次 数 < n 的 实 系 数 多 项 式 及 零 组 成 的 线性 空间 ，R,[x] 上 的 变换 儿 : 
f(x)H-~>f'(x) 将 每 个 多 项 式 映 到 它 的 导数 . 
(1) 求 乡 的 像 和 核 及 其 维 数 ， 并 验证 dim Ker 人 Z+ dim Im 作 = n 成 立 . 
(2) R[x] 是 否 等 于 多 的 像 与 核 的 直 和 ? 为 什么 ? 
3. 设 .%: UV 是 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 WW 是 U 的 子 空间 . 求证 : 
dim.%Z( WW)> dim W- dim Ut+rank. 
4. 设 .% 是 有 限 维 线性 空间 VV 的 线性 变换 .求证 :rarik .如 - rank . 碌 = dim(Ker .Cn Im .8). 
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5. 已 知 了 的 线性 变换 .名 满足 条 件 . 翁 = .多 ， 求 证: 

(1) 了 = Im .4 中 Ker .2 

(2) . 避 在 任何 一 组 基 下 的 矩阵 4 满足 条 件 rank 4 =tr 4; 

(3) 在 适当 的 基 下 将 了 的 向 量 用 坐标 表示 ， 可 以 使 .名 具有 投影 变换 的 形式 : 

EA 

6. 已 知 .名 是 了 的 线性 变换 ， 设 r = rank -多 ， 求证 : 以 下 命题 都 是 . 作 = GC 的 充分 必要 
条 件 : 

(1) Im .CC Ker .%. 


OU * 
(2) | > )) 


0 Lo,) 
(3) sr O | 
0 


7. 了 是 数 域 上 n 维 线性 空间 ，f，g 是 V 上 两 个 线性 函数 . 已 知 Ker f= Ker g， 求 证 : 
存在 非 零 常数 cE 使 g = cf 


附录 3 商 空 间 


设 .%: U 一 了 是 数 域 尺 上 线性 空间 之 间 的 线性 映射 ， 则 于 = Ker .名 是 忆 7 
的 子 空 间 ， 如 果 丈 关 0， 则 对 任意 g，oEU，. 召 (wa) =. 如 (ai) 的 充分 必 
要 条 件 并 不 是 w = al 而 是 @ -Qi€ WW; 每 个 BE.%t'(U) 在 UVU 中 的 原 像 
.B71(B)= |gaE UI|A&(a)=PI 并 不 只 是 一 个 向 量 而 是 一 个 集合 gi+W= | al + 
ao| ao€ W|， 其 中 oi 是 满足 条 件 .2B(&1) = B 的 某 个 向 量 . 

假如 我 们 只 关心 UV 中 的 向 量 @ 在 .如 作 用 下 的 像 .zg(@a)， 就 可 以 将 UV 中 满 
足 条 件 w - gl1€ 下 (因而 满足 条 件 .C(w) = .BCai)) 的 向 量 g，wi“ 混 为 一 
谈 ” ， 看 成 同一 个 “元 素 ” 而 不 加 区 别 . 具体 地 说 ， 如 果 mg，a1 EU 满足 条 件 
-QE€W, 就 称 ca ， Ql 模 全 同 余 (congrmuent modulo 到) .对 每 个 oJEU, U 
中 与 模 WW 同 余 的 所 有 疝 量 组 成 的 集合 al + 多 = {fal+ to| aoE 聊 | 称 为 模 下 
的 一 个 同 余 类 (congruence class) ， 记 作 ww, 称 为 同 余 类 wii 即 a + 下 的 一 个 
代表 元 ， 当 然 也 可 以 在 同 余 类 wii 中 任 取 一 个 另外 的 向 量 wa 作为 代表 元 ， 所 建 
立 的 同 余 类 as = gs + 四 一 定 与 cl = Qi + 色相 等. 容易 证 明 : 对 任意 ci， 
2E UVU,0i1= oo 当 且 仅 当 ol - gs€ WW 这样，U 就 被 分 成 模 WW 的 同 余 类 的 并 
集 ， 每 个 同 余 类 中 的 所 有 的 向 量 两 两 同 余 ， 被 .名 喘 到 同一 个 向 量 ; 任意 两 个 
不 同 余 的 向 量 属于 不 同 的 同 余 类 ， 被 .多 映 到 不 同 的 向 量 ， 

由 U 中 的 向 量 得 到 模 下 的 同 余 类 a 的 全 体 组 成 的 集合 记 作 U/W. 对 U/ 
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下 中 任意 两 个 元 素 gi1，&;， 可 以 定义 它们 的 和 @i + gz = gl+ 2， 也 就 是 : 从 
同 余 类 a + WW Qa;+ 多 各 取 一 个 代表 元 相 加 ， 得 到 的 和 wi + as 所 在 的 同 余 
类 (al + wz) + 多 作为 gc ，w2z 的 和 ， 对 每 个 goyE U/W 与 每 个 标量 XE ， 可 以 
定义 乘积 4 xi = Mai. 

容易 验证 (作为 练习 ,请 你 自己 作出 验证 ): 

1. 按 以 上 定义 的 和 ai + oa 与 积 4 i 是 合理 的 ， 与 代表 元 a;，a, 的 选取 无 
关 ， 具体 地 说 ， 如 果 任 取 另 外 的 代表 元 egE gi1，a',E qa，， 则 一 定 有 Qi + 
02=C1I+02，ACI=AO1. 

2. 在 U/ 罗 中 定义 的 以 上 加 法 及 数 乘 运 算 满足 向 量 空间 的 8 条 公理 . 
U/W 对 于 这 样 定义 的 加 法 和 数 乘 成 为 上 一 个 线性 空间 ， 称 为 U 对 于 下 的 商 

空间 (quotient space) .U/W 中 的 零 向 量 就 是 0 所 在 的 同 余 类 下. 

3. 对 三 ,… ,Un U/W， 以 下 任意 一 个 条 件 都 是 ，,… ,wi 线性 相关 (线性 
无 关 ) 的 充分 必要 条 件 : 

(1) 存在 (不 存在 ) 不 全 为 零 的 X41,… ,4%mEF 使 AjW + +AUnEW; 

(2) 下 的 任意 一 组 基 添 加 wi ,… ,uw 得 到 的 向 量 组 线性 相关 (线性 无 关 ). 

4. wi,… ,Un 是 U/W 的 基 的 充分 必要 条 件 是 : WW 的 任意 一 组 基 添 加 u) ,…， 
u 得 到 UU 的 一 组 基 ， 由 此 得 到 : 

dim( U/W)= dm UU- dimW 

5. 每 个 同 余 类 gg € U/W 中 所 有 的 向 量 被 .% 映 到 同一 个 向 量 .%&(@)E€ 
EB(U). 因此 ， 可 以 定义 映射 c: U7 多 一 .EBD) 使 cr(w)= .Bu). so 是 U/W 到 
.AD) 的 一 一 对 应 并 且 保 持 加 法 与 数 乘 ， 因 而 是 向 量 空间 之 间 的 同 构 上 映射， 这 
说 明了 商 空 间 UV 和 刺 与 .BE(D) 同 构 . 

以 上 关于 商 空间 的 定义 是 对 下 = Ker .名 作出 的 . 但 是 容易 发 现 ， 商 空 站 的 
定义 其 实 与 .名 没有 关系 ， 对 数 域 上 的 任何 一 个 线性 空间 UV 和 它 的 任何 一 
子 空间 多， 都 可 以 按照 上 述 方式 定义 模 下 的 同 余 关 系 、 定义 同 余 类 8 a+ 
WW、 定 义 加 法 与 数 习 ,得 到 商 空 间 UU/ 下， 并 且 得 到 以 上 结论 1 一 4， 而 且 ， 在 
定义 了 商 空间 U/W 之 后 ， 可 以 定义 线性 映射 .8: U 一 U/W ，a hu 将 每 个 
xE V0 映 到 它 所 在 的 同 余 类 mg. 对 这 个 线性 映射 .名 ， 我 们 有 Ker .名 = 多 . 
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定义 6.4.1 设 了 是 数 域 尺 上 有 限 维 向 量 空间 ， 维 数 为 nx， 则 了 到 自身 的 
线性 映射 .名 :Y 一 了 称 为 了 的 线性 变换 (linear transformation ) . 
由 于 线性 变换 是 线性 映射 6; UV 当 U=V 时 的 特殊 情况 ， 线 性 映射 的 
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性 质 对 线性 变换 也 都 成 立 。dimU = dim 了 时 的 线性 映射 的 性 质 也 成 立 ， 比 如 ， 
由 命题 6.3.5 知道 : .如 可 道 全 Ker 名 =0 或 者 Im. 多 = 了. 
但 也 正 是 由 于 UV = 了 这 一 特殊 性 ， 导 致 了 线性 变换 与 其 他 线性 映射 的 显著 
区 别 . 最 重要 的 区 别 在 于 : 
当 UV 时 ， 可 以 认为 U 与 VV 是 互 不 相关 的 两 个 空间 ，U 的 基 | ag, ，…， 
tn| 与 了 的 基 |p ,8 可 以 各 自 独 立 选取 ,如 果 先 任意 各 选取 U 的 基 MI 
和 上 了 的 基 Ms 得 到 .名 的 一 个 矩阵 4 ， 再 各 另外 选取 UV 和 了 的 基 N;，N, 得 到 另 
一 个 矩阵 BB， 设 Mi 到 Ni 的 过 渡 方 阵 是 ，M, 到 N, 的 过 渡 方 阵 是 Q,， 则 8 
与 4 之 间 具 有 相抵 关系 . 
B=0-i4P (6.4.1) 


分 别 适当 选取 可 道 方 了 泗 已 ，Q@ ， 也 就 是 适当 选取 基 Ni ，N ， 可 以 使 .如 的 矩阵 
B 具有 最 简单 的 形式 

T,, Oo 

| 0 2 (6.4.2) 


而 当 Y= UV 时 ,由 于 V 与 UV 是 同一 个 空间 ， 当 然 就 只 能 为 它们 选取 同一 
组 基 | ai,…,cns}| ， 而 没有 理由 选取 两 组 不 同 的 基线 性 变换 .名 在 这 组 基 下 的 
矩阵 4 由 下 面 的 式 子 定义 : 
A 0 ) = 01, , 0) A (6.4.3) 
也 就 是 说 : 4 的 第 i 列 是 .4&(@;) 在 基 | ej,…,@,1 下 的 坐标 。 如 果 再 男 选 7 的 
一 组 基 |p,… ,P| 得 到 .名 的 另 一 个 矩阵 B 使 
-AUB ,PB,)= (PB1,…,B,)B (6.4.4) 
设 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 矩 阵 为 P， 即 
(Bi,%,B)= (6, ,0,)P 
在 (6.4.1) 中 将 @ 也 换 成 PP， 即 可 知道 B 与 4 之 间 有 关系 
B=P-'AP (6.4.5) 
定义 6.4.2 设 A4，B 是 数 域 上 两 个 n 阶 方 阵 . 如 果 存 在 上 nn 阶 可 道 
方 阵 P, 使 B= P-'AP， 就 称 A，B 在 上 相似 (similar). 
按照 这 个 术语 ，(6.4.5) 即 是 说 : 
V 的 同一 线性 变换 在 V 的 两 组 基 下 的 矩阵 相似 . 
反 过 来 , 设 4，BE 严 *" 相似， 下 = P-:4P 对 严 上 某 个 m 阶 可 北方 阵 成 
立 . 设 V 是 FF 上任 一 n 维 向 量 空间 ，{@,,… ,| 是 任 一 组 基 ,， 则 (Bp,，,…,p,) 
=(@1,…,04)P 也 是 V 的 一 组 基 . 定义 Vy 的 线性 变换 .名 使 4 是 它 在 基 
fa,…, 0,1 下 的 和 矩阵， 则 B 是 .有 如 在 基 | Pp ,…，, 有 下 的 矩阵 ， 由 此 可 得 
定理 6.4.1 矩阵 4，BE 1"*" 相 似 当 且 仅 当 它们 是 上 同一 n 维 空间 V 
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的 同一 线性 变换 在 两 组 基 下 的 和 矩阵. 

命题 6.4.2” 方 阵 之 间 的 相似 关系 满足 下 列 性 质 : 

(1) 自 反 性 任意 AE 1"*" 与 自身 相似 . 

(2) 对 称 性 ”如果 严 ** 中 4 与 B 相似 ， 则 B 与 4 相似 ， 

(3) 传递 性 设 和 4,，B，,， CE8J"*"*,， 且 4 与 B 相似 ，B 与 C 相似， 则 4 
与 C 相似 ， 

证 明 (1) 4 = 了 -247. 

(2) B= P-'AP=A=(P ')-!'B(P-!). 

(3) B=P-!'AP, C=0 -1BOSC=(PO)-'A(PO). 日 

由 于 相似 关系 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ， 按 照相 似 关 系 可 以 将 方 阵 集 
合 严 * "分 类 ， 同 一 类 中 的 方 阵 彼 此 相似 ， 不 同类 的 方 阵 彼此 不 相似 ， 

我 们 要 解决 的 基本 问题 是 : 

对 户 上 nn 维 空 间 V 的 任 一 线性 变换 .名 ， 寻 找 站 的 适当 的 基 ， 使 .多 的 矩阵 
4 取 尽 可 能 简单 的 形式 ， 

用 矩阵 语言 叙述 ， 也 就 是 : 在 每 个 4E 严 “" 所 在 的 相似 类 中 ， 寻 找 一 个 
尽 可 能 简单 的 矩阵 作为 这 个 相似 类 的 代表 ， 称 为 矩阵 的 相似 标准 形 (canonical 
form of similar matrices ) . 

想 一 想 ， 是 否 还 能 重复 以 前 对 线性 映射 所 作 的 事情 ， 选 取 适 当 的 基 使 .用 
的 矩阵 具有 形式 

他 
0O 0 


对 相似 的 矩阵 A4，B, 由 B=P-!14P 知 4，B 也 相抵 ， 具 有 相同 的 秩 . 
但 反 过 来 ， 相 抵 ( 即 具有 相同 的 秩 ) 的 和 矩阵 是 否 一 定 相 似 ? 我 们 来 看 看 下 面 的 
例子 : 

例 1 下 列 方 阵 是 否 相 抵 ? 是 否 相 似 ? 试 说 明理 由 . 


1 0 0 1 
wa 中 2 , 


(2) 


1 10 0 0 10 10 0 
0 1 1 0 0 0 10 1 0 
A=|I0 0 1 1 0|,B=|I0 0 10 1 
0 .00 1 0 0 0 0 1 0 
0 00 0 1 0 00 0 1 
解 (1) 显然 rank 4 =rank B=1， 因 此 4，B 相抵 . 
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假如 4 ，B 相似 ， 存 在 可 北方 阵 了 使 B=P-'AP， 则 应 有 
B=(P-!AP)(P-'AP)= P-!A’P, 


也 就 是 4 与 B* 相似 . 
2 | 中 lt ; 
0 0 0 0 


然而 ， 
非 零 方 阵 4? 显然 不 能 与 零 方 阵 B? 相似 ， 因 此 4 与 B 也 不 相似 . 
(2) 显然 rank 4 = rank B =5，A，B 相抵 . 如 果 4，B 相似 ， 存 在 可 逆 
方 了 泗 了 使 B=P-!14P， 则 
B-I=P-'AP-1=P-'(A -1)P, 
(B-1)*=P-'(A4-I1)P:P-i(A4-1)P=P-'(A4-I1)P 
也 就 是 说 (B ~ 717)? 与 (4 -7 了)? 应 当 相 似 . 然而 


0 0 1 0 00001 
000 10 00000 
(4-1)=|I0 000 0|,(B-1)=|0 00000 
00000 0.0000 
00000 00000 


rank (4 - 了)”=2 与 rank (B -了 1) =1 不 相等 ,因此 (4 - 71) 与 (B -71)? 不 相 
似 ，4 与 B 也 不 相似 .， 口 
例 1 用 到 了 相似 方 阵 的 性 质 : 
B=P-!'AP=B’*=P-!A’P, (B-1)=P-'(A4-1)P. 
一 般 地 ， 我 们 有 
命题 6.4.3 ” 设 方 阵 4，B 相似 ，B = 忆 -14P 对 严 上 可 逆 方 阵 己 成 立 . 
f(4)E€ FL4j] 是 系数 在 FF 中 的 任 一 多 项 式 . 则 
f(B)=P-1f(A4)P. 
也 就 是 说 : 4 与 B 相似 二 f(4) 与 1(B) 相 似 ， 从 而 rank f (4)=rank f(B). 特 
别 ，f(4)=0 当 且 仅 当 f(B)=0. 
证 明 由 B=P- -14P 得 B*=(P-!1AP)(P-14P)= P14A?P. 
一 般 地 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 B* = P-14*P 对 任意 正 整数 上 成立. 
设 多 项 式 FA)=ao+aa+…+an+…+an， 则 
f(B)= aol+aB+t+aB'++a.B" 
= 007+ +aP IAP+:+anP-'A"P 
= Pi(aol + +aAr++a.A”")P 
=P-!f(A)P DO 
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习 题 6.4 


1. 以 下 的 和 矩阵 和 4，B 是 否 相似 ?说 明理 由 . 


1 2 3 1 2 0 
(1) 4=|0 1 0 B=10 1 3 

0 0 1 0 0 1 

1 2 0 0 1 2 0 0 

0 1 3 0 0 1 0 0 
(2) 4 = B= 

0 0 1 0 0 0 1 3 

000 1 0 .00 1 


2, 已 知 数 域 上 方 阵 4 满足 条 件 rank 4 = 1. 求证 : 4 相似 于 
diag (1,0,…,0)( 当 42z 0) 或 圳 | 小 0, | (4720) . 


3. 已 知 数 域 上 方 阵 4 满足 条 件 rank (4 - 1)=1 目 (4 - 1)? = 0. 求证 : 


1 1 
mr a [ 六 本 
0 1 


4. 设 R 的 线性 变换 . 必 在 基 mi = (1,0)， co DT 中 线性 变换 


多 在 基 局 = (0,1)， p01 了 是 [， 站 求 线性 变换 .6+ 名 发 罗 和 .家 必 在 基 
Pl，B; 下 的 矩阵 ， 


1 0 0 3 0 0 
020IP=i0 1 0|. 
0 0 3 0 0 2 


3 
6. 设 R? 的 线性 变换 .名 在 基 & = (1, - 1)， | 中 求 .名 在 基 


5. 求 矩 了 泗 了 使 Pi 


2 
0 
有 =(2,0)， 有 =(-1,1) 下 的 矩阵 ， 
7. 设 4 可 道 , 证明: 4 与 BA 相似 . 


8. 如 果 4 与 B 相似 ，C 与 D 相似 , 证明; E 2 2 fat. 
人 C © 也 


86.$ 特征 向 量 


设 .名 是 下 上 m 维 向 量 空 间 的 线性 变换 . 任 选 了 的 一 组 基 | ci ,，…， 
on ， 设 .加 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 4 ， 将 每 个 向 量 wE 了 用 它 在 这 组 基 下 的 坐 
标 瑟 E 严 汪 代表 ， 则 线性 变换 .名 :Y 一 了 的 效果 就 是 用 4 左 乘 每 个 列 向 量 瑟 ， 
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具有 形式 .如 : Fr*1 一 J"*!1， 了 FF A， 我 们 希望 男 选 V 的 适当 的 基 {p,,…， 
有 .| ， 使 . 避 在 这 组 基 下 的 矩阵 B 尽 可 能 简单 ， 也 就 是 让 4 相似 于 尽 可 能 简单 
的 矩阵 瑟 . 

怎样 的 方 阵 B 最 简单 ? 容易 想到 的 是 对 角 阵 . 

定义 6.5.1 如 果 可 以 选 基 {P,…,pi 使 . 避 在 这 组 基 下 的 矩阵 B 是 对 角 
阵 ， 就 称 .名 可 对 角 化 (diagonalizable) .如果 方 阵 4 相似 于 某 个 对 角 阵 BB， 就 称 
4 可 对 角 化 . 

由 于 相似 方 阵 是 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 和 矩阵， 线性 变换 . 召 可 对 角 
化 当 且 仅 当 . 吉 在 任 一 组 基 下 的 抢 阵 4 可 对 角 化 . 

设 线性 变换 .名 可 对 角 化 ， 即 : . 双 在 某 一 组 基 | p;,… ,有 下 的 和 矩阵 


41 
An 


E(B:) = 1 有 : (6.5.1) 

对 1<isgn 成 立 ，. 有 % 将 每 个 基 向 量 p; 映 到 它 的 某 个 售 向 量 4.p. 

定义 6.5.2 设 .如 :YY 一 7 是 了 的 线性 变换 . 如 果 非 零 向 量 BEV 被 .如 映 
到 它 的 某 个 倍 向 量 ， 即 .4(B) = MB 对 某 个 EF 成立， 就 称 4 是 . 避 的 特征 值 
(eigenvalue)，B 是 .名 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 (eigenvector) . 

设 4E 严 *" ， 则 了 = 严 * 的 线性 变换 .如 : 站 > 4 的 特征 值 和 特征 向 
量 X 称 为 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 换 句 话 说: 如 果 XAEF 和 Oz 和 XE 1"*! 满 足 
条 件 4X = XX， 就 称 * 是 4 的 特征 值 ， 针 是 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 

按照 定义 6.5.1 和 定义 6.5.2， 由 (6.5.1) 可 以 得 到 : 

定理 6.5.1 线性 变换 .名 :Y 一 了 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 .名 的 
一 组 特征 向 量 所 ,…, 有 ,组 成 了 的 一 组 基 .， 口 

下 面 来 看 : 是 否 任 意 线性 变换 .名 ; Y-> 了 都 有 特征 向 量 ; 如 果 有 ， 怎 样 求 
出 特征 向 量 . 

任意 选取 7 的 一 组 基 将 了 写成 列 向 量 空间 严 *1， 设 .名 在 这 组 基 下 的 矩阵 
为 4,， 则 .名 :下 FF> 4X. 于 是 ， 有 是 .名 的 特征 向 量 的 充分 必要 条 件 是 : B 的 坐 
标 和 E 1"*! 不 为 零 且 满足 条 件 


是 对 角 阵 . 这 也 就 是 说 : 


A = A 玉 (6.5.2) 
其 中 EF 是 . 避 的 特征 值 ， 也 是 矩阵 4 的 特征 值 ， 钱 是 4 的 特征 向 量 . 

2 1 1 
例 1 sate 4 || 2 1 


的 特征 值 和 特征 向 量 . 是 否 存在 可 逆 方 阵 P 
1 1 2 | 


332 第 6 章 线性 变换 


使 B=P-'A4P 为 对 角 阵 ? 如 果 存 在 , 求 出 一 个 这 样 的 P 和 B. 


Xi 


解 设 4 是 4 的 任 一 个 特征 值 ， X=| x | 是 4 的 属于 特征 值 4 的 任 一 
%3 
特征 向 量 . 
则 
2 1 1 Xi 
1 1 2 X3 
即 


2x1 + x2 + X3 = AXI 
pe (6.5.3) 
Xl1 + XI + 2X3 = AX3 
(6.5.3) 可 以 看 作 以 x1，x，，x 为 未 知 数 的 线性 方程 组 ， 经 过 移 项 、 合 并 
同类 项 化 为 标准 形式 
(2-)xi+x+x=0 
x1+(2-A)x2+x3=0 (6.5.4) 
XxX1+ X22+(2—-A)x3=0 
这 是 以 xz: ，xz ，xs 为 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ， 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 
是 系数 行列 式 等 于 零 ; 


2-4 1 1 
1 2-A 1 |=0 (6.5.5) 
1 1 2-X 
求 (6.5.5) 左 边 的 行列 式 得 : 
2-4 1 4-A4 4- 4-A 
1 2 (D+) | 2 1 1 
1 1 2-X 1 1 2-A 
1 1 1 
=(4-4)|1 2-) 1 
1 1 2-X 
1 1 1 
DD, -10 (lo 1_4 0 
0 0 1-4 


= (4-4)(1-4)? 
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因此 ， 条 件 (6.5.5) 即 
(4-4)(1- A) =0 (6.5.6) 
(6.5.6) 可 以 看 作 以 4 为 未 知 数 的 三 次 方程 ， 根 为 4，1. 
将 4=4 代 人 (6.5.4) 并 解 所 得 的 方程 组 得 
-2x1+ x2+ x3=0 Xl 1 
-| 0 (6.5.7) 
x3 1 
取 cz0 就 得 到 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
将 4=1 代 入 (6.5.4) 并 解 所 得 的 方程 组 得 
1 1 
| 0 (6.5.8) 
0 -1 


取 c,，cs 不 全 为 零 就 得 到 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 . 
1 | 
1 1, 在 (6.5.8) 中 取 (c,,c3) = (1， 
1 


XxX1—2x2+ x3=0 一 大 = 


Xl1+ XxX2—2x3=0 


x1+ x2+ x3=0 Xl 


Xi+ XxX2+ Xx3=0 沪 时 =| xy 


Xi+ x + xXx3=0 乞 3 


在 (6.5.7) 中 取 c; =1 得 特征 向 量 XX = 


1 1 
0)，(0,1) 得 特征 向 量 太 =| -1|， | 0 | 其 |， 屯 ,， 芒 ; 组 成 到 < 的 一 

0 -1 
组 基 ， 以 它们 为 列 向 量 组 成 可 逆 和 矩阵 


1 1 1 
1 -1 0 
1 0 -1 


P= 
由 
4 = 4 下 | ， A = 素 ，，AXs = 下 3 
知 
(4 0 0 
tm 1 | 
0 0 1 
即 | 


如 上 . 口 
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例 1 求 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 可 以 推广 到 F 上 任意 的 n 阶 方 阵 


Ql G12 Clin 
4 - C&21 “2 C2n 
nl Qn2 Qnn 
4 的 特征 值 和 特征 向 量 满足 的 条 件 4X = 1 天 即 
Ci CD2 ”Qin X1 X1 
4 2 i | | 2 (6.5.9) 
Qnl Qn2 | Qnn Xn Xn 
可 以 看 作 以 x1 ,x2，,…,%, 为 未 知 数 的 线性 方程 组 ， 经 移 项 、 合 并 同类 项 化 为 
CH 一 从 CQ12 入 浊 Qln Xl 
2 a2-A 人 aa2n X2 _ 0 (6.5.10) 
nl Qn2 四 Cnn 一 A Xn 0 


这 是 以 x ,x2,… ,x, 为 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ， 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 
件 是 系数 行列 式 等 于 零 : 


an—A Q12 Qln 
CQ2 G22 一 从 an 
! . ”| =0 (6.5.11) 
Cal Cn2 " Qnn 一 从 


(6.5.11) 左 边 的 行列 式 展开 得 到 4 的 一 个 多 项 式 f(4) = (- 1)%" + …， 如 
果 一 元 n 次 方程 /(%) =0 在 FF 内 有 根 ， 对 它 的 每 个 根 4;, 将 4=4; 代 入 
《6.5.10)， 求 出 的 非 零 解 就 是 4 的 属于 特征 值 4; 的 特征 向 量 . 

以 上 将 4 = 4 于 移 项 整理 得 到 的 齐 次 线性 方程 组 (6.5.10) 就 是 


(A-2a1))X=0 (6.5.12) 
它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 4 - AT 的 行列 式 为 零 : 
det (A - A1)=0 (6.5.13) 


这 就 是 前 面 的 (6.5.11). 由 于 det (4 - MT) =0cedet (21- A4)=0 (其 中 A 并 -4 
= ~- (4 - 21))， 我 们 通常 用 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 

A-a ~ a12 机 7 Qln 

一 2Q21 4 一 a2 人 ~ dn 


Pa (A)=det (A1 —- A)= . . . = A + 


一 Qni 一 an2 en 从 一 Qn 
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代替 det (4 - XI)， 通 过 求 方程 p4 (4) =0 的 根来 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 

这 就 得 到 了 求 任意 方 阵 4 和 任意 线性 变换 .名 的 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 
如 下 ， 

算法 6.5.1 求 方 阵 4E 严 *" 的 特征 值 和 特征 向 量 : 

(1) 求 出 wa (MA) =det(MT-4)= 和 +…， 它 是 1 的 mn 次 多 项 式 ， 称 为 4 
的 特征 多 项 式 (eigenpolynomial) ; 

(2) 解 一 元 ”次 方程 wa (1) =0,， 求 出 它 在 F 中 的 所 有 的 不 同 的 根 
X41，,…,4:， 就 是 4 的 特征 值 (也 称 为 4 的 特征 根 ); 

(3) 对 4 的 每 个 特征 值 *;， 齐 次 线性 方程 组 (4 - 44)X=0 必然 有 非 零 
解 . (4 -4 了 ) 邓 =0 的 非 零 解 就 是 4 的 属于 特征 值 4; 的 特征 向 量 . 

如 果 要 求 线性 变换 .名 :Y 一 T 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 先 取 V 的 任 一 组 基 和 MM 
= 1B1,…,p,i， 设 . 避 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 4. 则 方 阵 4 的 特征 值 就 是 .名 的 
特征 值 ， 以 4 的 特征 向 量 为 坐标 (在 基 M 下 的 坐标 ) 的 向 量 就 是 .名 的 特征 向 
量 . 

注意 ”对 取 定 的 任 一 组 基 ， 由 向 量 等 式 .名 (有 1) = 8 ( 且 有 zx0) 与 坐标 等 式 
A 对 =XX( 且 于 关 0) 的 对 应 关系 ， 知 道 4 的 特征 值 也 就 是 .名 的 特征 值 .但 如 
果 换 一 组 基 ，. 避 的 矩阵 变 为 B， 则 由 同样 的 理由 知道 B 的 特征 值 也 应 当 与 . 允 
的 特征 值 相同 ， 类 而 与 4 的 特征 值 相同 . B 与 4 可 能 不 同 ， 但 一 定 相似 ， 这 
意味 着 ， 相 似 的 方 阵 应 当 有 相同 的 特征 值 ， 这 一 结论 可 以 直接 验证 如 下 . 

定理 6.5.2 如 果 4，B 相似 ， 则 4 ，B 的 特征 多 项 式 相同 ， 从 而 4，B 
的 特征 值 完全 相同 . 换 句 话说: 特征 多 项 式 和 特征 值 是 相似 不 变量 . 

证 明 4， 中 相似， 也 就 是 存在 可 逆 方 阵 了 P, 使 B=P-'14P. 于 是 

det (MT ~ B)= det (XT - P-1AP)= det (PIT-4)P) 
= det Pi!l.det (AI—- A):detP 
= det (X21 — 4) 

即 ，A4 ，B 的 特征 多 项 式 相等 .从 而 4，B 的 特征 值 ( 即 特征 多 项 式 的 根 ) 完 全 
相同 . 

于 是 有 

定义 6.5.3 设 .如 是 数 域 上 nn 维 向 量 空 间 V 的 线性 变换 ，4 是 .名 在 了 
任意 一 组 基 下 的 矩阵. 则 4 的 特征 多 项 式 det (XI - 4) 称 为 .名 的 特征 多 项 式 ， 
记 作 ps(24). 口 

尽管 .在 不 同 基 下 可 能 有 不 同 的 矩阵 ,但 这 些 和 矩阵 相似 ， 因 而 由 定理 
6.5.2 知道 ， 它 们 的 特征 多 项 式 相同 . 因此 ， 这 样 得 到 的 特征 多 项 式 不 会 因为 
所 选 的 基 的 不 同和 矩阵 4 的 不 同 而 不 同 ， 确 实 有 资格 称 为 .名 的 特征 多 项 式 . 

由 算法 6.5.1 可 以 回答 前 面 提 出 的 问题 : 是 否 任意 线性 变换 .名 : Y 一 了 都 有 
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特征 向 量 ? 对 .名 在 任 一 组 基 下 的 矩阵 4 ， 用 算法 6.5.1 的 第 一 步 一 定 可 以 求 
出 4 的 特征 多 项 式 p4 (4%4) = det (M1 - 4). 如 果 能 求 出 pa (4) 的 一 个 根 1;， 则 
按 算法 6.5.1 的 第 三 步 一 定 可 以 求 出 属于 这 个 特征 值 的 特征 向 量 ， 从 而 得 出 .各 
的 特征 向 量 . 因此 ，. 如 是 否 存在 特征 向 量 ， 关 键 在 于 第 二 步 : 方程 p4(%)=0 
在 五 中 是 否 有 根 ? 如 果 没 有 根 ， 也 就 是 没有 特征 值 ， 当 然 就 没有 特征 向 量 . 
如 果 有 根 , 则 对 每 一 个 根 可 以 按照 第 三 步 求 出 特征 向 量 . 
为 了 讨论 特征 多 项 式 pa (4) 是 否 在 F 中 有 根 ， 先 来 看 一 看 
pa (A)= det (AT - A) 


是 什么 模样 .对 
Ql QI12 Qln 
AAs Q21 “2 Q2 
Qnl Qn2 Cn 
将 
4 一 QHi 一 CQ12 机 一 aln 
一 人 A-a 汪 和 一 Q2n 
det (MT -4)=| .” (6.5.14) 
一 Qnl 一 Qn2 4 一 Gn 
展开 ， 写 成 


pa(A)= det (MT —- A)=2A" + aA + 二 an IT+an 
的 形式 ， 其 中 cl ,…,a,EF. 

对 FF 是 复数 域 C 的 情况 ,任意 n 阶 复方 阵 4 的 特征 多 项 式 pa(A) = "+ 
an 1+ … + Qs_14+ a 至少 有 一 个 复数 根 41,， 因 此 4 至 少 有 一 个 特征 值 4， 
并 且 一 定 有 属于 这 个 特征 值 的 特征 向 量 . 对 于 方程 pa (4) =0 的 每 个 根 %;， 都 
可 以 求 出 属于 这 个 特征 值 的 特征 向 量 . 

多 项 式 py4 (4 ) 在 复数 范围 内 可 以 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 

pa (A)= (A—AD)A A) (A A,) 
其 中 41,4，,… ,4 是 它 的 全 部 根 (不 一 定 两 两 不 同 )， 对 于 4 的 元 与 p4(4) 的 系 
数 和 根 的 关系 ,我 们 有 : 

命题 6.5.3 设 4 的 特征 多 项 式 
Ga(A)=Ar+ QA t+ oniA+ a 
= (A—A1)(A— A) (A— 2,) (6.5.15) 

则 trA=-a=Alt +A, 

det A=(-1)"a, = Al"A 


n 


$6.5 特征 向 量 337 


其 中 tr4=al+t+…+am 是 4 的 迹 ， 即 4 的 对 角 线 元 之 和 ; det 4 是 4 的 行 
列 式 . 

证 明 易 见 行列 式 (6.5.14) 展 开 后 的 4"-! 系 数 为 - (an + … + am) = 
-tr4. 等 式 (6.5.15) 右 边 各 因 式 的 乘积 展开 后 的 1" ”系数 为 -= (Ai +… + 4,). 
因此 

一 QIl=tr =AI+ 十 An 

在 等 式 det (MT -4)= 和 +ah +…+a_ inA+a 两 边 令 =0 得 到 
det(-4)=(-1l)"det A = a,， 等 式 (6.5.15) 右 边 各 因 式 的 乘积 展开 后 的 常数 
项 为 ( -1)MH…4A,， 由 此 得 到 

(—1)"a,=det A=4.…A, 

在 特征 多 项 式 pa (4) 的 分 解 式 (6.5.15) 中 的 ni 个 根 A1，…，X，, 可 能 有 重 

复 . 如 果 X11，…，4, 是 pa (4) 的 全 部 不 同 的 特征 值 ， 则 wa (2 ) 的 分 解 式 写 成 
pa(A)= AA TOA A) "2A A) 

其 中 每 个 一 次 因子 和 - A, 的 指数 ni 称 为 特征 值 》， 的 代数 重 数 (algebraic multi- 

plicity ) ， 至 少 为 1. 各 根 的 代数 重 数 之 和 n+n2+"**+n=n. 

由 定理 6.5.2 知道 ， 如 果 4 与 B 相似 ， 则 它们 的 特征 多 项 式 gp4(4) 与 
9B(4) 相 同 ， 因 而 ps4 (4%) 与 gs(X) 中 对 应 项 的 系数 相同 . 特别 ， 比 较 p4 (4)， 
gp(4) 的 nn--1 次 项 的 系数 以 及 常数 项 ， 由 命题 6.5.3 就 可 得 到 

trA=trB, det 4 = det B 
这 就 是 说 : 相似 的 方 阵 的 迹 相同 ， 行 列 式 也 相同 . 即 对 任意 可 逆 方 阵 已 ， 有 
tr A=tr(P-!'AP), det A = det(P-1AP) 
这 两 个 等 式 也 可 以 直接 验证 : 

对 于 方 阵 的 迹 ， 在 $6.1 例 5 中 证 明了 tr(4B)=tr(BA) 对 任意 同 阶 方 阵 

A4，B 成 立 . 于 是 


tr(P- 1AP)=t(AP:P-!)=tr Ah 
对 行列 式 ， 则 有 
det (P-'AP)=det Pi!':det A:det P=det A 

命题 6.5.4 ”如果 方 阵 4 是 准 上 三 角形 矩阵 (或 准 下 三 角形 矩阵 )， 则 4 
的 特征 多 项 式 等 于 它 的 对 角 块 的 特征 多 项 式 的 乘积 . 

特别 ， 如 果 4 是 上 三 角形 矩阵 (或 下 三 角形 矩阵 )， 则 它 的 对 角 元 就 是 它 
的 全 部 特征 值 . 
Al 42 … An 
O 42 … 42 


证 明 设 4= . 则 


0 … 0 4， 
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AT- A —- Al CEE — A 

0 -4 . _A 
oa(A)=det(MT -4)= 1 22 ha 
0 ..。 0 A -As 


= det (XAT ~ Ali)det (MT- A») det (XT - A,) 
= 2h A) Pa (A) Pant A) 
例 2 设 V=R 是 建立 了 平面 直角 坐标 系 的 实 平面 ， 在 V 上 由 和 矩阵 


bt — sin " 

A= 

sin 0 cos 9 

了 家人 变换 |- 4 其 中 9€ (0,2x) .A 在 实数 范围 内 是 否 可 以 
y y 


对 角 化 ? 在 复数 范围 内 呢 ? 
解 A 的 特征 多 项 式 
A-cos0o sin 0 | 


. =A*- (2co0s 06)A+1 
-sin0 A-cosb 


p(X4)= 


当 9=x 是 4 = -7 已 经 是 对 角 阵 ， 当 然 可 以 对 角 化 . 当 06z#* 时， 一 元 二 次 方 
程 2 - (2cos 9)X +1=0 无 实 根 ， 因 而 4 没有 实 特征 值 ， 在 实 平面 R? 中 没有 
实 特征 向 量 ， 事实 上 ，. 多 将 平面 上 所 有 的 向 量 沿 逆 时 针 方 向 旋转 角 0， 当 0 
r 时 ， 没 有 任何 一 个 向 量 被 旋转 到 与 原来 方向 相同 或 相反 ， 因 而 没有 特征 
向 量 . 

如 果 将 4 看 作 复 数 域 C 上 二 维 列 向 量 空间 的 变换 下 F> 4X 的 矩阵 ， 则 方 
程 A*- (2cos 9)A4+1=0 有 两 个 复数 根 

Al=cos 0O+isin 0, A,= co0s 0-isin 0 


解 齐 次 线性 方程 组 (A11- 4) 玉 =0 与 (%,T- 4A) 对 =0 即 
isin 0 sin8 | xi 0 —isin 6 sin 0 Xl 0 
| -sin 0 isin 四 一 上 本 | -sng -isin ,| 四 
分 别 得 到 复 特 征 向 量 
cs 


AXI 二 人 1 大 1， AX, = 人 
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41 0 
(天 天) = (怀古 ) 0 1 


其 中 (22) 是 以 特征 向 量 ，X; 为 两 列 组 成 的 可 逆 方 阵 ， 记 为 P， 则 


A1 0 
AP=P 
0 42 


从 而 
1 bb | Dt 0 
P-!1AP = = | 
0 4, 0 cos 0 ~-isin 0 
是 对 角 阵 . 
a b ce 
例 3 设 4=|0 a d |, 其 中 5b，c，d 不 全 为 0，A 是 否 可 对 角 化 ? 
0 0 a 


解 4 是 上 三 角形 和 矩阵 ， 它 的 对 角 元 就 是 全 部 特征 值 ， 只 能 为 a. 
假如 4 相似 于 对 角 阵 B， 则 B 的 特征 值 与 4 相同 ， 也 只 能 为 a. 但 对 角 


a 0 0 
阵 B 的 特征 值 也 就 是 它 的 全 体 对 角 元 ， 因 此 B=10 a 0 |. 存在 可 逆 方 阵 
0 0 a 
a 0 0 
P 使 B=P-'A4P, 从 而 A 和 4=PBP-!=10 a 0 |, 了 矛盾 . 
0 0 &a 


可 兄 4 不 相似 于 对 角 阵 ， 不 能 对 角 化 . 口 
与 例 3 类 似 可 知 ， 如 果 上 三 角形 矩阵 4 的 对 角 元 全 部 相同 ， 并 且 4 不 是 
对 角 阵 ， 则 4 不 相似 于 对 角 阵 . 


习 题 6.5 


1. 求 下 列 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 ， 如 果 4 可 对 角 化 ,， 求 可 首 方 阵 P 使 
己 - 1 4 为 对 角 阵 ， 


一 
一 
一 
> 
~ 
人 局 器 
OO 
OO OO 一 
/ 
~ 
MD 
— 
> 
~ 
SO 一 
OO DD- 
wm 二 一 
~ 


(3) 4 = 


OO ~ 
OL 
[5 呈 


340 第 6 章 线性 变换 


2. (1) 求证 : 
al CG2 Cn -1 a 
a Ql Qn-2 Un-l 
B= , 
G2 Qa3 a QI 


0 7-D 

as ， jem 

(2) 利用 4 的 对 角 化 将 B 相似 于 对 角 阵 万 . 

(3) 利用 D 的 行列 式 求 B 的 行列 式 . 

3. 设 4 是 可 逆 阵 . 证明， 

(1) 4 的 特征 值 一 定 不 为 0; 

(2) 车 X(z0) 是 4 的 特征 值 ， 则 十 是 4-! 的 特征 值 ， 且 4 和 A-! 的 特征 向 量 相同 。 

4. 设 /KM) = 这 ”am* ， 证明 : 如 果 ho 是 4 的 特征 值 ， 则 /(40) 是 f(A4) 的 特征 值 ， 如 
果 下 是 4 的 属于 ho 的 特征 向 量 ， 则 无 也 是 矩阵 f( 4) 的 属于 特征 值 f(40) 的 特征 向 量 ， 即 

f(A)X= f(A0)X 
5. 证 明 : 设 n 阶 方 阵 4 = (o) 的 全 部 特征 值 为 hi(1<tis<sn)， 则 


§6.6 特征 子 空间 


对 于 方 阵 4 的 任意 一 个 特征 值 Mo， 齐 次 线性 方程 组 
(A -a01)X=0 
的 解 空间 内 ,= Ker (4 - 407) 不 为 零 ， 其 维 数 m 宇 1， 又 中 的 所 有 非 零 向 量 就 
是 属于 特征 值 Mo 的 全 部 特征 向 量 . 
定义 6.6.1 设 XEF 是 矩阵 4€ 严 *" 的 特征 值 ， 则 
Wh = {XE PP"*! 1(4 -XTD)X=01= {XEF"*!|AX := AoX! 


是 I"*' 的 子 空间 ， 称 为 4 的 属于 特征 值 %, 的 特征 子 空间 (eigensubspace). 

设 ioE 下 是 线性 变换 .名 :TY 一 了 的 特征 值 ， 则 

= la€E VIB (a)= N00}= Ker (109) 

是 了 的 子 空间 ， 称 为 .名 的 属于 特征 值 1o 的 特征 子 空间 . 口 

设 4 是 线性 变换 .名 :V-> 5 在 某 一 组 基 下 的 和 矩阵，%o 是 .如 的 特征 值 ， 则 
.名 的 属于 ho 的 特征 子 空间 的 所 有 向 量 的 坐标 组 成 的 集合 就 是 4 的 属于 ho 的 
特征 子 空间 , 

用 算法 6.5.1 可 以 求 出 复数 域 上 的 线性 变换 .的 全 部 特征 向 量 ， 如 果 能 
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从 这 些 特征 向 量 中 选 出 Y 的 一 组 基 ， 则 .名 可 对 角 化 . 为 此 ， 需 要 在 所 有 这 些 
特征 向 量 的 集合 中 选 出 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 . 要 实现 这 一 点 ， 对 .名 的 每 
个 特征 值 1;， 选 取 它 所 对 应 的 特征 子 空间 由 的 一 组 基 M; = | oil，…，oim |， 将 
各 特征 子 空间 及 (1< i<1) 的 基 合 并 到 一 起 成 为 一 个 向 量 组 M = | os 
|1<isgt,l1gjzm}. 我 们 先 来 考察 这 个 向 量 组 是 否 线性 无 关 ， 再 看 它 是 否 足 
以 构成 整个 空间 V 的 一 组 基 ， 要 证 明 这 个 向 量 组 线性 相关 ， 只 要 证 明 特 征 子 
空间 WV ，…，W 的 和 是 直 和 . 

定理 6.6.1 线性 变换 .3%:; V->V 的 属于 不 同 特征 值 ?;(1 < i<1) 的 特征 子 
空间 的 和 是 直 和 . 

证 明 要 证 WW ，…，W 的 和 是 直 和 ， 只 要 证 明 : 对 任意 一 组 wE W (1< 
igt), 

vi+"+o=0O0="=v,=0 

证 法 1 对 每 个 1<i<t， 由 于 wE 肋 ， 有 .Cuw) = 4wi. 将 .如 一 次 又 一 

次 作用 于 等 式 
vi+v2+**+v,=0 (6.6.1) 
两 边 ， 连 续 作 用 1 -1 次 ,依次 得 
A vitA2 v2+ +Av=0 


A? vi +AS vw + +Av=0 


A lo + AS TT p+ + A lv=0 


可 写成 矩阵 形式 
(op00)4=(0,0,…;0) (6.6.2) 
其 中 的 矩阵 
1 A 43 241 
1 3 51 
4= 2 
1 AM 和 


4 的 行列 式 即 是 Vandermonde 行列 式 ， 等 于 I[icCjc c(i -24;)#0. 因而 4 是 
可 逆 和 矩阵 .在 等 式 (6.6.2) 两 边 右 乘 4 ' 即 得 (v1,v2,…,v) = (0,0,…,0). 即 
v1I=v = =v,=0. 

证 法 2 对 每 个 1<is<t:， 由 于 v;€ W, B90) = Av, 即 (.B@- A9) z= 0. 
对 每 个 1<i< t+， 取 线 性 变换 
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多 = [| (%#-%9), 
lsjst jri 


即 .多 是 除了 .如 -19 之 外 所 有 的 .如 ~ 4 的 乘积 .对 于 每 个 1<j<t, jz i 
由 于 .多 含有 因子 .如 -AF 将 vw 作用 为 0O，， 因 而 . 罗 (w)=0， 而 由 于 .%(w;) = 
Awi, ‘DD (V) = ci, 其 中 


c= [| GQ;-%)#0 


将 总 作用 于 等 式 m + 由 + tw 0 两 边 得 om = 0， 由 cx0 立即 得 
v;:=0. 0D 

由 于 属于 不 同 特征 值 的 特征 子 空间 的 和 是 直入,@…@® V ， 由 子 空间 直 
和 的 性 质 立即 得 : 

推论 6.6.1 对 每 个 1<isi, 设 dimW = mi，|an,…,@in | 是 WW 的 一 组 
基 . 则 各 特征 子 空间 人 W 的 基 Mi 所 含 向 量 共 同 组 成 的 集合 $= [|1<i<i,1 
<j< mi| 线 性 无 关 ， 它 包含 mi + ms + … + m, 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 是 .多 
的 特征 向 量 集合 的 一 个 极 大 线性 无 关 量 组 . 

7 的 线性 变换 .名 可 对 角 化 全 .如 的 各 特征 子 空间 的 维 数 之 和 等 于 dim Vy. 


| 
以 下 需要 研究 mi + … + m, = dim 了 何 时 成 立 ， 
定义 6.6.2 ” 设 4; 是 线性 变换 .名 的 任意 一 个 特征 值 ， 则 特征 子 空间 六 的 
维 数 m; 称 为 4; 的 几何 重 数 (geometric multiplicity). 口 
在 $6.5 中 我 们 已 经 将 每 个 特征 根 4, 在 特征 多 项 式 pe (4,;) 中 的 重 数 称 为 
代数 重 数 ， 现 在 又 定义 了 特征 根 的 几何 重 数 .同一 个 特征 值 的 代数 重 数 和 几何 
重 数 之 间 有 如 下 关系 : 
定理 6.6.2 设 4; 是 线性 变换 .名 的 特征 值 ， 它 的 代数 重 数 为 n,， 几 何 重 
数 为 mi ， 则 
(1) l< men. 
(2) .名 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 : 每 个 特征 值 的 几何 重 数 都 等 于 代数 
重 数 . 
证 明 (1) 特征 值 4; 的 特征 子 空间 六 ,的 维 数 等 于 m;， 取 的 一 组 基 
1B1,… ,Bm1 扩 充 为 V 的 一 组 基 ， 则 .也 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 上 三 角形 


的 

B= 

0 B», 

它 的 特征 多 项 式 p aA) = (A -Ai)” idet (AT - B,,), 含有 因子 (4 - 4;)™， 4 在 
其 中 的 代数 重 数 n; > m;. 
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(2) 设 1，…，) 是 .名 的 全 部 不 同 的 特征 值 . 由 推论 6.6.1 知道 : 
.将 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 
1 十 二 1 二 玉 二 有 十 十 了 (6.6.3) 


成 立 . 但 略 乏 站 对 Ts<is: 成立 ， 故 (6.6.3) 成 立 当 且 仅 当 m; = n; 对 所 有 的 
1 三 ! 过 上 成 立 . 
推论 6.6.2 ”如 果 .名 的 所 有 特征 值 都 是 单 根 ( 即 代数 重 数 都 为 1)， 则 .各 
可 对 角 化 . 
例 1 求 ” 阶 行列 式 


Ql CC2 3 Qn-1 Qn 
Cn da! 02 Cn-2 Qn-l 
A=|a-! an ai Un-3 Qn-2 
Q2 U3 04 Qn Ql 
解 ” 记 nn 阶 方 阵 
0 1 
0 ~ | 0 "| 
K= . ， 则 K”" = ， Vl<m<n-1. 
1 Tn) 0 
1 Orxan 


A=det 4， 其 中 A=al+aK+aRKit.…+ak"-!. 
K 的 特征 多 项 式 pkg(1) = det(A1 - K) = 4"* -1， 特 征 值 就 是 全 体 n 次 单位 
根 1,w,w?,…,w*-!, 其 中 = cos 2 + jsin SEF. 特征 值 都 是 单 根 ， 因 此 KK 可 
对 角 化 ， 即 存在 可 逆 方 阵 P 使 
K= PiDP, D= diag (1,w,w,…,w"-!). 
从 而 A=Pi i(al+taD+taD + +aD"-)Pp 
= Pdiag (f(1),f(w),f(w),, f(w"-!))P, 
其 中 f(x)= al+ax+asx+…+ax 1 于 是 
A=det A=det Pi!. det (diag(f(1),f(w), fw),:, flw"-!1))) .detP 
=f/(Df(w)f (0) flw"-!). OO 
例 2 设 数 域 上 nn 阶 方 阵 4 满足 条 件 4? = I. 求证 : 4 相似 于 对 角 阵 


Tm) 
— Tm) 


证 明 我 们 有 (4 -了 (4+71)=4?-1= 0O， 如 果 4 -71 可逆， 则 4 +1= 
0O,，4= -7 了 符合 要 求 ， 如 果 4 +T 了 可逆, 则 4 - 1= 0O，A = 了 符合 要 求 . 
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以 下 设 4 - TI，A + 了 都 不 可 道 ，Ker(4 - 7 了)，Ker(4 + 了) 都 不 等 于 0 ， 分 
别 是 了 = rr*! 的 线性 变换 .名 天 FF> 4X 的 属于 特征 值 1 和 -1 的 特征 子 空间 . 
由 定理 6.6.1 知 V1,，V.1 的 和 是 直 和 ，dim (VI@V_1) = dimy + dimy_ ;只 要 证 
明 dim V+dim V.1=n. 则 .名 可 对 角 化 . 

A:=1Io(B- I B+ TV=0 Ker (GB- TILB+IV=Im( B+) 

之 dim Ker (.%- 7)>dim Im (将 + .9) 
一 dim Ker (. 多 -~- .9) +dm Ker (.%+ .7) 

三 dm Im (. 多 +.9) +dim Ker (A%+.97)=n. 
—dim Ker (. 名 - 7) + dim Ker (. 名 + 7)=1n. 

这 就 证 明了 dim V+ dim V1=n， 从 而 V= VI@V_,， 分 别 取 Vi，V_, 的 
基 ， 其 中 的 基 向 量 共 同 组 成 了 的 基 MM， 则 4 相似 于 .如 在 基 MW 下 的 矩阵 


Ten) 口 
— To,-m) 


习 题 6.6 


1. 设 n>>2，yV = F"**"*,， J 的 线性 变换 rr; 互 F> 将 了 中 每 个 方 阵 开 变换 到 它 的 转 置 
X'. 求 + 的 特征 值 和 特征 向 量 . rt 是 否 可 对 角 化 ? 

2. 设 41/，4s 是 n 阶 方 阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ，X;，Xs 是 分 别 属于 4:1/，2, 的 特征 向 
量 ， 证 明 : X,+ X; 不 是 4 的 特征 向 量 ， 

3. 设 方 阵 4 € 本 <“ "满足 条 件 42 = 4， 求证 : 4 可 对 角 化 ， 

4. 对 给 定 的 4E 严 *"， 在 严 *" 上 定义 线性 变换 .名 :下 F> AX - XA， 如 果 4 可 对 角 化 ， 
问 .名 是 否 也 可 对 角 化 ? 说 明理 由 . 

5. 设 .多 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 . 如果 了 中 所 有 的 非 零 向 量 都 是 .名 的 特征 向 量 ， 
求证 : .如 是 标量 变换 . 


$6.7 最 小 多 项 式 


1. 可 对 角 化 方 阵 的 最 小 多 项 式 

§ 6.6 例 2 中 的 方 阵 满足 的 条 件 4: = 工 也 就 是 (4 - 1)(4+1)= O00, 可 以 
理解 为 4 是 多 项 式 (x - 1)(x+1) 的 “ 根 ”， 不 难 发 现 , 将 4 满足 的 条 件 改 为 
任意 的 (4 -X11)(4 - 421) = O， 只 要 其 中 X41 z+,， 则 仿照 §6.6 例 2 仍 能 证 


AiT nm) 
明 4 可 对 角 化 ， 相 似 于 1 . 
24 (一 mm) 


我 们 希望 将 结论 推广 到 任意 的 可 对 角 化 方 阵 4， 看 它 应 是 什么 样 的 多 项 
式 A(x) 的 “ 根 ”， 看 对 什么 样 的 多 项 式 f(x)，f(4) = O 能 够 成 为 4 可 对 角 化 
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的 充分 必要 条 件 . 

例 1 设 4 是 任意 复方 阵 ，4;,…,4, 是 它 的 全 部 不 同 的 特征 值 ， 代 数 重 
数 分 别 是 rz，…，,m. 如 果 4 相似 于 对 角 阵 ， 试 求 满足 条 件 F(4) = O 的 所 有 复 
系数 多 项 式 f(x)ECI[x]. 

解 4 的 特征 多 项 式 ps (4) = (4 -41)"W…(A -4,)%. 设 4 相似 于 对 角 阵 
D， 即 存在 可 族 复 方 阵 了 使 P-!14P = D， 则 DD 的 特征 多 项 式 也 等 于 gp4 (A). 


因此 
A1Tn) 
P-'AP=D= 


~ 


A ) 


=- O 
f(A) Tn) 


JAD = "=fN)=0070) = (4 -41)… (A -A)g (1) 
其 中 gq(2) 是 任意 复 系数 多 项 式 . 
因此 ， 满足 条 件 f(4) = 0 的 多 项 式 /(4) 为 (4 -4X1)…(4 4) 的 所 有 的 们 
式 . 口 

定义 6.7.1 设 A4E 1"*"*. 如 果 系 数 在 FF 中 的 非 零 多 项 式 /(4)E F[4] 清 
足 条 件 f(4) = 0， 就 称 f() 是 4 的 零 化 多 项 式 (annihilator) .4 的 所 有 化 零 多 
项 式 中 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 称 为 4 的 最 小 多 项 式 (minimal polynomial) ， 记 作 
da (4). 

设 .名 是 数 域 上 线性 空间 V 的 线性 变换 . 如果 非 零 多 项 式 f(4)€ F[4] 
满足 条 件 f(.%) = BG， 就 称 f(4) 是 . 避 的 零 化 多 项 式 ，. 如 的 所 有 零 化 多 项 式 中 次 
数 最 低 的 首 一 多 项 式 称 为 .如 的 最 小 多 项 式 ， 记 作 d x(%). 日 

说 f(4) 是 方 阵 4 的 零 化 多 项 式 ， 就 好 比 说 4 是 f(4) 的 “ 根 ”. 

显然 ， 线 性 变换 .名 在 任 一 组 基 下 的 矩阵 4 的 零 化 多 项 式 与 最 小 多 项 式 就 
是 .名 的 零 化 多 项 式 和 最 小 多 项 式 . 相似 的 方 阵 的 零 化 多 项 式 集合 相同 ， 最 小 
多 项 式 也 相同 . 

例 1 求 出 了 可 对 角 化 的 方 阵 4 的 所 有 的 零 化 多 项 式 ， 就 是 (4 -41)…(4 - 
4,) 的 所 有 的 售 式 . 显然 (4 -X41)…(X -4,) 就 是 4 的 最 小 多 项 式 d (1 ). 

很 自然 提出 这 样 的 问题 : 任意 方 阵 4E 1"*"* 是 否 都 有 零 化 多 项 式 ? 

例 2 求证 : 任意 方 阵 4 都 有 零 化 多 项 式 . 

证 明 设 4€E 1"”*". 由 于 rr** 是 上 nn? 维 空间 ， 其 中 m2+1 个 矩阵 了 ， 


4 ,47，,…,A" 必然 线性 相关 ， 存 在 不 全 为 零 的 数 a,E FF (0<i< nn) 使 
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2 
ao7+ak+a42+…+a24 = DO 


这 就 是 说 /(4) = O 对 /(4) = ao+ah+ah2+…+a2iEF[A] 成 立 ， 由 于 系 
数 ou 不 全 为 0， 多 项 式 f(4 ) 不 为 零 ， 是 4 的 一 个 零 化 多 项 式 . 
例 3 求证 : 如 果 f(4) 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 则 4 的 所 有 特征 值 4, 都 是 
/4) 的 根 . 特别 ，4 的 所 有 特征 值 都 是 4 的 最 小 多 项 式 d (4 ) 的 根 . 
证 明 设 和 是 属于 特征 值 4; 的 任 一 特征 向 量 . 则 4 对 = 1 下 =0. 由 此 推出 
A 于 = A(AK) = 4 下 = 14= AU 下) = 和?Z 
一 般 地 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 4"X = 1” 对 所 有 的 正 整 数 m 成立， 
设 f(4)=aot aiXA+…+an”"， 则 
f(A)K=a0R+aA+ + OA 
= Q0 夺 + QA 二 十 QnA? 是 = (Ai) 六 
由 f(4)=0 知 (4) 对 =O， 从 而 f(4;) 了 =O0, 但 对 O， 因 此 f(A,) =0. 
已 经 知道 了 每 个 方 阵 4 有 至 少 一 个 零 化 多 项 式 /(4)， 则 /(4) 的 所 有 的 信 
式 g(4)f(4) 也 是 4 的 零 化 多 项 式 : g(4)/(4)=g(4)0 =0， 当 然 4 就 有 最 
小 多 项 式 . 进一步 的 问题 是 : 4 的 最 小 多 项 式 是 否 唯一 ? 
定理 6.7.1 设 /(4) 是 方 阵 4 的 零 化 多 项 式 ，ds (1) 是 4 的 最 小 多 项 式 . 
则 : fA(4) 是 ad (4) 的 倍 式 ; ds (4%) 由 4 唯一 决定 . 
证 明 用 ds (4) 除 f(4) 得 到 商 g(X) 和 余 式 r(A4)， 则 
r(2)=f(4)- g(4) da(A). 


将 4 代入 得 到 

r(A)=/(4)-g(A)d(A4)=0-g(4)0O=0. 
如 果 r(4) 关 0， 则 r(4) 也 是 4 的 零 化 多 项 式 并 且 次 数 低 于 ds (%)，, 与 d4(4) 的 
最 小 性 矛盾 . 因此 r(4) =0，f()) 是 ds(4) 的 倍 式 . 

如 果 g(4) 也 是 4 的 最 小 多 项 式 ， 则 g()) 的 次 数 与 4 (4) 相同， 最 高 次 项 
系数 为 1. 但 g(4) 应 是 ds (4 ) 的 倍 式 ， 这 迫使 ge(4) = d4(X)， 这 就 证 明了 4 
的 最 小 多 项 式 的 唯一 性 . 口 

由 例 3 知道 : 任意 方 阵 4 的 所 有 特征 值 X; 都 是 4 的 最 小 多 项 式 d4 (4 ) 的 
根 . 如 果 4 的 所 有 不 同 的 特征 值 为 41,…,24,, 则 ds (4) 有 因 式 4 (4)=(X- 
41)…(4 一 4,). 例 1 证 明了 : 如 果 4 可 对 角 化 ， 则 以 各 特征 值 为 单 根 的 这 个 
因 式 4(4 ) 就 是 4 的 最 小 多 项 式 ，4 的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 

反 过 来 . 我 们 可 以 证 明 ; 4 的 最 小 多 项 式 没 有 重 根 也 是 4 可 对 角 化 的 充 
分 条 件 ， 从 而 是 充分 必要 条 件 . 

定理 6.7.2 复方 阵 4 可 对 角 化 全 4 的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 

证 明 本 节 例 1 已 经 证 明了 : 4 可 对 角 化 二 4 的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 
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现在 设 4 的 最 小 多 项 式 d4 (4) 没 有 重 根 ， 也 就 是 说 
da(A)= (A 4) (A -2,) 
其 中 2;，…，4, 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 . 在 此 条 件 下 证 明 4 可 对 角 化 . 
4 的 左 乘 作 用 在 复数 域 C 上 ” 维 列 向 量 空间 了 = C"*! 上 引起 线性 变换 . 避 : 
天 F> 4， 4 的 全 部 特征 值 Mh\，…，), 就 是 .名 的 全 部 特征 值 . 

设 .名 的 属于 每 个 特征 值 4; 的 特征 子 空间 为 WW，Mi 是 它 的 一 组 基 . 由 
§6.6 定理 6.6.1 知道 各 个 Vi (1<igt) 的 和 是 直 和 .我 们 证 明 它们 的 直 和 
U= hOB…OW 
等 于 V， 则 各 的 基 M，(1<is<1) 合 并 得 到 的 集合 MM= MU…UM 是 了 的 
一 组 基 ，. 如 在 这 组 基 打下 的 矩阵 就 是 与 4 相似 的 对 角 阵 . 为 此 ， 只 需 证 明 任 
一 QEV 合 于 U， 即 =al+… + 对 某 一 组 gi€ 内 (1<is 归 成 立 . 

对 每 个 1< ;<1t， 记 和 多项式 
f= I GQ-2)= 


lsjst'j#i 


则 f 的 一 次 因 式 4 -A (j=2) 不 是 f 的 因 式 因而 不 是 有 ，…，f 的 公 因 式 ， 这 
说 明 f ，…，f 的 最 大 公 因 式 为 1. 由 定理 5.2.4 知 存 在 一 组 多 项 式 u,(x)E€ 
CLxj(1<igt) 使 


(AAA)+ + waA)F(A)=1 
将 4 替换 成 线性 变换 .名 ， 得 
uA (BAB) + + (BB) = (6.7.1) 
对 任意 mE V=C"*!, 由 (6.7.1) 得 
= FI0)= uN) +t tAB fAB))) RG = QI+ +o 
其 中 @= wu(.%)fi(B)a (V1<igt)， 对 每 个 1<i<t 有 
(BE ANDERB NDUBF BB ND Bu Ba (6.7.2) 
在 (A -4;)f(4) = qds(4) 中 将 4 换 成 .如 知 (. 如 -A.9)f.(.2%B) = ds(.%B)=@ 代 
入 (6.7.2) 知 道 
(BA ) 0a; = ( 克 ， (2)oa=0 
这 说 明了 
OiE Ker (BAF)= 从 ， 
从 而 w = wii+…+OE WO WV 对 任意 QEV 成 立 .， 可 见 
V= hh OO 

取 每 个 友 的 一 组 基 Mi(1 < i< 4) 合 并 得 到 的 基 M 覆 = M1U…U M,. .如 在 这 组 
基 陡 的 矩阵 B 是 与 4 相似 的 对 角 阵 。 口 
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例 4 方 阵 4 满足 条 件 4=7, 天 是 某 个 正 整数 . 求证 : 4 相似 于 对 
角 阵 . 

证 明 A4*= 71SXA*-1 是 4 的 零 化 多 项 式 == 和 的 最 小 多 项 式 d4 (4) 是 和 *- 
1 的 因 式 . 

入 -1 没有 重 根 ， 它 的 因 式 di (4) 也 就 没有 重 根 ， 由 定理 6.7.2 知 4 可 对 
角 化 . 

2. 任意 复方 阵 的 最 小 多 项 式 

例 2 虽然 证 明了 任意 n 阶 方 阵 4 都 有 次 数 不 超 过 n? 的 零 化 多 项 式 ， 但 这 
个 次 数 n? 太 高 ，4 的 最 小 多 项 式 是 否 应 当 更 低 ? 

当 4 相似 于 对 角 阵 时 ， 我 们 通过 对 角 阵 的 最 小 多 项 式 找 出 了 4 的 最 小 多 
项 式 . 任意 的 方 阵 4 不 一 定 能 相似 于 对 角 阵 ， 但 可 以 相似 于 三 角形 矩阵 ， 

定理 6.7.3 复数 域 上 的 n 阶 方 阵 4 相似 于 上 三 角形 矩阵 


bl biz2 可 bln 
0 b ee b 
B= 可 1 
0 0 机 bnn 
B 的 主 对 角 线 元 bl! ，…，5b,, 就 是 4 的 全 体 特 征 值 ， 并 且 这 些 特 征 值 可 以 按 预 


先 指 定 的 任何 顺序 排列 . 

证 明 对 n 作 数 学 归纳 法 . 

当 n=1 时 4 由 一 个 数 组成， 当然 是 上 三 角形 矩阵 ，e 就 是 它 的 特征 值 . 

假设 复数 域 上 n -1 阶 方 阵 相似 于 上 三 角形 矩阵 ， 其 特征 值 可 以 在 主 对 角 
线 上 按 预 先 指定 的 任意 顺序 排列 . 

我 们 证 明 n 阶 方 阵 4 相似 于 上 三 角形 矩阵 ， 其 特征 值 可 以 在 主 对 角 线 上 
按 预先 指定 的 任意 顺序 排列 . 

设 4; 是 4 的 任意 一 个 特征 值 ， 是 属于 特征 值 4; 的 特征 向 量 . 将 X| 扩 
充 为 C"* 的 一 组 基 | 瑟 和， 和， 依次 以 对 |， 于 ,，…， 革 ,为 各 列 组 成 矩 
阵 P| = (天 1, 于 2,…, 蔷 ,)， 则 PP 可 道 ， 且 由 4 如 = A; 卫 | 知 


Ai Al Ai Al, 
AP!=P 9 Pi'AP', = 
0 A» 0 A» 


其 中 4DECxCn-D， A»pE CD x(n. 


Ai 41 
( 和 大 不 ) =( 忌 大 是) 


即 
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4 的 特征 多 项 式 ps(A) = (4 - Mi) p4,(4)， 因 此，4w 的 全 体 特征 值 与 
一 起 就 是 4 的 全 体 特征 值 ， 根 据 归纳 假设 ，n - 1 阶 复方 阵 4 相似 于 上 三 角 
形 矩 阵 ， 存 在 n -1 阶 复 可 北方 阵 已 使 Bas = Pz 42P2 是 上 三 角形 矩阵 ，B2 
的 主 对 角 线 的 全 体 元 就 是 4 的 全 体 特 征 值 ， 并 且 可 以 按 任 何 预先 指定 的 顺序 
排列 . 


0 


1 0 A: ， 4111 0 4i AlP; aA: Bi 
0 P| lo Aw)l0 P,) 10 PiiAyPs| [0 By» 


A 
由 于 Bw 是 上 三 角形 矩阵 ，B = | 


0 
。 p ] n 阶 可 逆 方 阵 ， 且 
2 


i Bi 
0 By» 


1 0) 1 0 
P-1AP = PriAP,) =B 
0 Pp 0 PP, 


是 上 三 角形 矩阵 ， 它 的 主 对 角 线 元 就 是 4 的 全 体 特征 值 ， 并 且 可 按 任意 预先 
指定 的 顺序 排列 ， 

由 数学 归纳 原理 ， 定 理 的 结论 对 任意 n 阶 复方 阵 成 立 . 口 

推论 6.7.1 设 .名 是 维 复线 性 空间 V 的 线性 变换 ， 则 存在 了 的 基 使 . 允 
在 这 组 基 下 的 矩阵 为 上 三 角形 矩阵 ， 其 主 对 角 线 元 是 .名 的 全 体 特征 根 ， 并 且 
可 以 按 预 先 指定 的 任意 顺序 排列 . 

定理 6.7.4 (Cayley - Hamilton 定理 ) 任意 方 阵 4E 严 *" 的 特征 多 项 式 

pa(A) =A"— ciA™™! +*+(-1)"e, 
都 是 4 的 零 化 多 项 式 . 即 
pa(A)=A"- cA i+ +(-1)"c I=0 

证 明 将 ga (4) 在 复数 域 上 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 : pa (4)= (4 -41)(A 
-22)… (4 一 4,)， 其 中 4;,，4，。，…，4, 是 4 的 全 部 特征 值 (不 一 定 两 两 不 
同 )， 则 


1 0 
etm Ek ,| 
2 


则 


pa(A)=(A-AT)(A— 47) (A Al) 
我 们 对 4 的 阶 数 nn 作 数 学 归纳 法 ， 证明 gy (4)= 0 对 所 有 的 正 整 数 n 
成 立 ， 
当 n=1 时 ，A4 = (4a) 由 一 个 数 ec 组 成 ，pa(1)=14-ac，pa(4)=a-a= 
0， 命 题 成 立 . | 
设 n> 守 2， 且 命题 对 n -1 阶 方 阵 成 立 ， 在 此 假设 下 证 明 命 题 对 n 阶 方 阵 4 
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成 立 . 
由 定理 6.7.3 知 ， 存 在 可 道 复 方 阵 了 使 B= P-'AP 是 上 三 角形 矩阵 : 
41 bi2 人 bi 
B= 0 "2 b2n 
0 0 0 A 


且 由 4 = PBP-! 知 ps (4) = Ppsa(B)P-!， 只 要 能 证 明 gs(B) = O00, 则 pgp4(4) 
= 0. 


Bu Bi 


将 B 写成 分 块 形式 B -| > | 其 中 BE CGO Da D， 玉 和 


Clxtn-D 则 
pa(B)=(B-AT)(B-A_1T)(B -1) 


Bu-aAl By . Bui-anl Bo | Bi-Al B, 
【| 0 A 0 Au -1 0 0 
| | "| (6.7.3) 
0 克 0 0 
其 中 pi An 一 Ai READHn 1) x 表示 某 个 矩阵 . Bu 是 n-1 阶 上 三 角形 和 矩 
阵 ， 全 体 对 角 元 (也 就 是 全 部 特征 值 ) 依 次 为 41/，…，4,_1， 因 此 它 的 特征 多 
项 式 pa,(X) = (4 -X14)…(4 - 4.1)， 由 归纳 假设 ， 
(Bu-a7) (Bui- ahs-1l)= pg (Bu)=0 
因此 ，(6.7.3) 就 成 为 


0 x Bii-Al Bl 0 0 
en i)? 9)-o 
从 而 gs(4)=0. 
根据 数学 归纳 法 原理 ，p4(4) = 0 对 任意 nm 阶 方 阵 成 立 ，“ 口 
推论 6.7.2 4 的 最 小 多 项 式 & (4) 是 特征 多 项 式 w (4 ) 的 因 式 . 
如 果 
pa (A) = A ADT (AA) 
其 中 ,…,4, 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 . 则 4 的 最 小 多 项 式 du (4 ) 为 
da (A) = A- AD (A A 
其 中 1<h<n,vls<ist. 
证 明 ”由 于 特征 多 项 式 f,(4) 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 由 定理 6.7.1 知 最 小 多 
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项 式 d(4) 是 有 (4) 的 因 式 . 
因此 ds (4) 的 根 都 是 gs (4) 的 根 ， 即 4 的 特征 值 ， 反 过 来 ， 例 3 中 已 经 证 
明 每 个 特征 值 4; 都 是 4 的 零 化 多 项 式 的 根 ， 从 而 也 是 dy (4 ) 的 根 ， 
因此 
da (A) = (A -AINE (A A 


其 中 1<k<n. 口 
例 5 设 方 阵 4 可 逆 , 求证 ; 4 是 4 的 多 项 式 ， 
证 明 设 pa(1)= 和 ta I++oa + 则 由 4 可 逆 知 a, = 
(-1l)"det4 和 0. 由 Cayley-Hamilton 定理 知 
pa(4)=4"+al4" 1+…+a -1A+t+al=0 


4(-arUr-1-arlolhr-2-…_-arlo 1)=1 
4 = -ar4" li- a lah ?ailaLil=/(4) 
其 中 f(2)= -aiM" lajilaN" 2? -ailg,i. 
例 6 求 
0 0 1 2 3 
0 .00 1 -1 
A4=10 0 0 1 2 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
的 最 小 多 项 式 . 


解 易 见 4 的 特征 值 全 为 0， 特 征 多 项 式 pa(1) = 5 是 4 的 零 化 多 项 式 . 
最 小 多 项 式 d4(4) 是 4° 的 因 式 ， 形 如 4"，2< ms<5， 计算 可 见 
2 


，43 = 0. 


be] 
忆 巴 局 一 


0 
0 
0 

0 0 0 

可 见 A* 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 是 im 的 倍 式 ; 而 42 不 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 不 是 

4A” 的 倍 式 ， 这 说 明 2< ms<3, m=3, ds4(4)=h3. 口 

定义 6.7.2 如果 存在 正 整数 大 使 = O 对 方 阵 4 成 立 ， 就 称 4 是 寡 零 

的 ( nilpotent ) . 口 

说 4 是 寡 零 的 ， 也 就 是 说 4 有 和 零 化 多 项 式 *，， 因 而 最 小 多 项 式 为 1”， 其 

中 m 是 使 4" = 0 的 最 小 正 整数 ， 此 时 4 的 特征 值 只 能 是 4” 的 唯一 的 根 0. 

因此 ， 我们 有 : 
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推论 6.7.3 4 是 寡 零 的 人 4 只 有 唯一 的 特征 值 0. 


习 题 6.7 


五 > 


22 


B 
朗科 天 朋 二 阵 有 | 人 } 其 中 Bi 的 对 角 元 全 等 于 1 ，B2 的 对 


角 元 全 等 于 A,，X 和 1 关 4。. 设 (4 -1)(4 -X41) = 0，. 求证 : 
(1) Bl, 下 2 都 是 标量 和 矩阵; 


I 8S MT 0 
(2) 存在 -| Jar ) 从 而 4 相似 于 对 角 和 矩阵 ; 
oI O 4l 


(3) 将 以 上 推理 加 以 推广 ， 证明: 如 果 4 的 最 小 多 项 式 没 有 重 根 ， 则 4 可 对 角 化 . 
2. 在 复数 域 上 把 下 列 和 矩阵 4 相似 变形 到 上 三 角形 或 对 角 阵 P-:4P， 并 求 出 过 渡 和 矩阵 
P. 并 求 出 4 的 最 小 多 项 式 . 


2 2 1 5 -2 -2 
oa 2 :| on- 8 0 |. 
1 -1 -1 -2 0 4 


3. 求 3 阶 方 阵 4， 使 4 的 最 小 多 项 式 是 47. 
4. 求证 : 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d (4 ) 的 某 次 窗 能 被 特征 多 项 式 ps (4) 整 除 . 
0 0 


1 
5. 已 知 4 = ， 试 求 4 的 最 小 多 项 式 . 并 求 4-1. 


0 
0 1 
0 0 
. 设 n 阶 复方 阵 4 满足 条 件 det 4 =0 且 42?= ah4 ,其 中 az1. 求 方 阵 了- 4 的 道 矩 


0 1 
0 2 
0 3 
1 4 


人 


~ 


. 证明: 准 对 角 方 阵 的 最 小 多 项 式 等 于 每 个 对 角 块 的 最 小 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 . 
. 举 出 两 个 方 阵 ， 它 们 的 特征 多 项 式 相等 ， 最 小 多 项 式 也 相等 ， 但 它们 不 相似 . 


Oo 


86.8 更 多 的 例子 


例 1 利用 线性 变换 像 与 核 的 维 数 关系 证 明 Frobenius 秩 不 等 式 
rank 4 + rank BC - rank B <rank ABC (6.8.1) 
对 任意 4E J"*"*，BE Ir*?，CE 严 <4? 成 立 . 

证 明 记 U= rr*!,，V= J"*!， 定 义 线性 映射 如:U>V,， 色 Fy AX. 

记 Vs 是 B 的 列 向 量 在 数 域 上 生成 的 U 的 子 空间 ，Usgc 是 BC 的 列 向 量 
生成 的 U 的 子 空 间 . 由 于 BC 的 列 向 量 都 是 B 的 列 向 量 的 线性 组 合 ， 因 此 Upc 
是 Us 的 子 空间 . 分 别 考虑 .名 在 Us 和 Usc 上 的 限制 

Blu :UgYV, Xr> AX, Bl :Ugc™V, 及-> A 到 


则 
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dim Ker(.%| v,) = dim Ug - dim Im( .| vs) =rank B-rank AB 
dim Ker (. 台 | 0 ) = dim Ugc - dim Im( 、 吉 | v,) = rank BC - rank 4BC 
由 于 UscE Us，. 如 | mw 可 以 看 作 . 如 | uv 在 Usc 上 的 限制 ,因此 
Ker( A|, )= Ker(.| v,) NN Vgc C Ker( A| vp) 
dim Ker(. 有 | v.) < dim Ker(.A 1 v,) 


即 
rank BC -rank ABC <rank B -rank AB 
从 而 


rank 4 + rank BC - rank B <rank ABC 
例 2 设 A4EC”"*"*，BEC"™*", 求证 4B 与 Bh 的 非 零 特征 值 相同 . 
证 法 1 设 A 是 48B 的 任 一 非 零 特 征 值 ，X 是 属于 这 个 特征 值 的 特征 向 
量 . 则 


(AB)X=AX—>B(AB)X= B(AX)B(BA)( BX)= (BX) 
又 
A(BX)= (AB)X= AXzxzO0=BIz0 
因此 BX 是 B4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 ， 这 就 证 明了 4 也 是 BA 的 特征 值 . 
同 理 可 证 B4 的 非 零 特征 值 也 是 4B 的 特征 值 . 
这 就 证 明了 4B，BA 的 非 零 特 征 值 相同 . 
证 法 2 易 验 证 


I OO 1 B To) 0 2AI(,»y -BA B 
4 Tw oO Aw-AB) -A lw) 0 A7(m) 


两 边 取 行 列 式 得 
2"det (A1(») - AB) =A"det(Al,,- BA) 
即 
A" pap(A) = A" gpa (A) 

这 就 证 明了 4B 与 BA 的 特征 多 项 式 pag(4)，9aa (4) 中 的 一 个 是 另 一 个 的 
41"-"*| 人 入，AB 与 BA 的 非 零 特 征 值 连同 重 数 都 相同 . 

例 2 的 证 法 1 只 证 明了 4B，BA4 的 非 零 特征 值 (不 考虑 重 数 ) 相 同 ， 而 证 法 2 
证 明了 4B，BA 的 非 零 特 征 值 连同 重 数 都 相同 .因此 证 法 2 比 证 法 1 更 好 . 

例 3 (Fibonacci 数列 ) 设 数列 Fj，F,，…，F,，… 满 足 条 件 

==1; ,=F 1+F,_，,，Y 正 整数 n=3 

求 数列 的 通 项 公式 . 

解 ” 递 推 关 系 所 ,= F,_1+ 所 ,_s 可 以 写成 矩阵 形式 
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下 FF, 
| | | ， | (6.8.2) 
Fi 1 OJlF,-2 

反复 运用 (6.8.2) 可 得 


A 
= = (6.8.3) 
Fi 1 0 FI 1 0 1 

1 1 
FR 0 
A 的 特征 多 项 式 ps4 (4%) = 4*- -1， 有 两 个 不 相等 的 特征 值 


_1-y5 , _1+y5 
”2 3% 2 


je mi -2 次 需 . 


41 
分 别 解 出 属于 特征 值 1, ，)， 的 特征 向 量 
T T 


依次 以 对,，X 为 列 向 量 组 成 可 北方 阵 已， 则 


Al 
A=P Pp-! 
A2 


F, _ An-2|! _1 2A37 TAT 1+ A 2 -Ar-? 
Fl 1 VS 关 


有 = 1) -49-2(A1 +1)) 
= (23- 29-229) 
-0 


Fibonacci 数列 是 数学 历史 上 著名 的 数列 . 求 它 的 通 项 公式 有 另外 的 方法 . 
我 们 在 第 2 章 $2.8 例 3 中 将 满足 递 推 关系 o = a,_1+ as-2 的 全 体 数列 组 成 的 
集合 看 作 2 维 向 量 空间 ， 通 过 这 个 空间 中 一 组 由 等 比 数列 组 成 的 基 求 出 了 通 项 
公式 . 这 里 又 将 数列 的 项 an 之 间 的 递 推 关系 转化 为 连续 两 项 组 成 的 向 量 (a,， 
a -1) 之 间 的 递 推 关 系 ， 通 过 将 矩阵 相似 于 对 角 阵 来 求 扯 阵 的 寡 解 决 了 问题 ， 
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间 者 坛 将 这 个 解法 推 /到 里 一 般 的 情况 (如 果 发 现 本 章 的 知识 不 够 用 ,到 下 一 章 
加 已 知 数列 {a,1 的 前 两 项 al ，aa ， 并 且 数 列 满足 2 阶 线性 递 推 关 系 
au = ba it+co_ 2，(Y 正 整数 m>3) 

求 通 项 公式 ， 

(2) 大 是 给 定 的 正 整数 ， 已 知 数列 { au 的 前 天 项 ， 并 且 数 列 满足 天 阶 线性 
递 推 关 系 

= bian-1+ ban-2+ 二 bran-i，(VYV 正 整数 n>k+1) 

求 通 项 i 公式。 

例 4 设 n 阶 复方 了 泗 4，B 都 可 对 角 化 ， 并且 4B = B4 . 求证 : 存在 同一 
个 nn 阶 可 首 方 了 泗 P, 使 P-14P，P-1BP 同时 为 对 角 阵 . 

证 明 由 于 4 可 对 角 化 ,存在 可 道 复方 阵 P) 使 Pr 14P, 等 于 对 角 阵 
AiT) 
41 = 


An) 
其 中 41，…，A, 是 4 的 不 同 的 特征 值 . 
记 也 | = Pr!'BP,. 则 
41 有 = Pr14BPI = Pir!BAP!= 万 ;4 
将 吾 ; 与 4| 按 同 样 形式 分 块 ， 写 成 


Bl … Bi, 
Bil = (B;),x, = : : 
Bi … .B, 


的 形式 .比较 等 式 41B1 = B141 即 (4.B;),x, = (4jBy),x ,两 边 的 对 应 块 ， 对 i 
j， 由 XB;y = 4Bjy 及 hj 得 B;= 0O， 因 此 BI 是 准 对 角 阵 


Bi 
Bi 三 …. 
B, 


B 可 对 角 化 = B 可 对 角 化 二 Bi 的 最 小 多 项 式 de (X) 没 有 重 根 而 
ds (4) 是 每 个 B; 的 零 化 多 项 式 ， Bi 的 最 小 多 项 式 是 4s (4) 的 因 式 ， 也 没有 重 
根 . 因此， 每 个 Bi 可 对 角 化 .对 每 个 1<i< :1， 存 在 n; 阶 可 逆 复 方 阵 9,; 使 
| Di = Q71B8,Q; 是 对 角 阵 . 
记 P,= diag(Q 0)， 则 P; 是 n 阶 可 道 方 阵 ， 
Pi !'BiP,= D = diag(D!,*…,D,) 
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是 对 角 阵 ， 且 
Pi;'AiP,= A 

仍 是 对 角 阵 . 

记 P=PiP,. 则 P-14P=A4| 与 P 1BP =D 同时 是 对 角 阵 . 

例 5 设 数 域 让 上 m 阶 方 阵 和 4 和 阶 方 阵 召 没有 公共 的 特征 值 . 求证 : 
V= F”* "的 线性 变换 .4 ;于 六 4 对 -XB 可 道 . 

证 明 A 是 mxn 维 线性 空间 VV 的 线性 变换 . 只 要 证 明 Ker .名 =OQ， 则 .如 
可 逆 . 


XEKer .如 = OLAX- XB = 0 所 4 和 = XB. 

我 们 证 明 这 样 的 字 只 能 等 于 零 . 

我 们 有 4X = XB. 如 果 4X = Xih 已 经 对 正 整 数 记 成 立 ， 则 AX*+! = 
和 4X = +14 .由 数学 归纳 法 可 知 4 二 = XB* 对 所 有 正 整 数 关 成 立 . 进而 对 
任意 多 项 式 f(4)=aotaiX+…+amE€EF[A4],， 有 

f(A)X= ao 不 + ah + ad 过 
= (aol+aB+. + aB')= X/(B). 

特别 ， 取 f(24 ) 为 B 的 特征 多 项 式 pp(X*)， 则 由 ga(B) = O 可 得 到 


pp(A)KR= Xpp(B)=0O (6.8.4) 
我 们 证 明 gg (4) 可 道 从 而 和 = 0. 设 gp(X)= (AA1)m…(A-4)”%, 其 
中 4;，…， A, 是 B 的 全 部 不 同 的 特征 值 ， 它 们 都 不 是 4 的 特征 值 ， 因 此 都 不 


是 det(41 - 4)=0 的 根 ， 这 说 明 所 有 的 det(4 -X41)z#0(Y1li<isgsi)， 从 而 det 
(ppg(4))=det(4 一 A11T)"…det( 和 4 -A1)" 关 0. 于 是 gp(4) 可 道 ， 由 (6.8.4) 中 
的 oasg(4) 天 = O 推出 天 = 0. 

这 就 说 明了 Ker .%=0， 从 而 .如 可 道 . 口 

例 6 设 复方 阵 4 的 特征 多 项 式 p4 (4) = (4 -X41)"…(4 -4)"， 其 中 


4X1，…，X 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 . 求证 : 4 相似 于 准 对 角 阵 
All 
D= … 
A, 
A; 关 关 
A; 和 : 
其 中 每 个 4,; = 为 主 对 角 线 取 同 一 个 值 4, 的 到 阶 上 三 角 
形 和 矩阵 ， . 


证 明 ”由 定理 6.7.3， 存 在 可 逆 复 方 阵 P| 使 Pi 14P| 等 于 上 三 角形 矩阵 
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Al A … Au 
0 A a A 

Ai1=| (6.8.5) 
0 a 0 A 


其 中 4 是 主 对 角 线 元 全 为 的 n; 阶 上 三 角形 矩阵 . 

对 i 用 数学 归纳 法 ,证明 4; 相似 于 准 对 角 阵 diag( 4 1 ,… , A,). 

当 41=1 时 ，4|= A 已 经 符合 要 求 . 

设 1!>2， 且 结论 对 1 -1 已 成 立 ， 则 存在 n - n, 阶 可 逆 复 方 阵 @, 将 4| 左 
上 方 的 n -nn, 阶 子 方 阵 相似 到 准 对 角 阵 : 


4 4D 和 -1 All 
0 A 和 : A 
Di=Cr| ， A Q1= 因 
» “ “ 1-2,t-1 : 
0 7 0 hl 4 -1 


记 P=diag( Q1,1(,)) ， 则 产 是 = 阶 可 逆 方 阵 ， 且 


B -prAP-|2 ? 
1 一 2 142 一 0 A, 


Tn-n) S$ 
其 中 D, 是 某 个 (n - n,) x n, 复 矩 阵 ， 只 需 再 选择 -| 0 ' 7 je 
(nm) 


D! DPI- SS 
0 A, 0 T, ) 


D, D,- SAs+DiS 
0 A 
中 的 块 D, - S4, + D1S = 0O， 则 4 相似 于 所 要 求 的 准 对 角 阵 D. 为 此 ， 只 需 
选 S 使 


To -5S 


D= Py!'BiP;= 
0 © lo) 


DS- SA,= -DD, (6.8.6) 
注意 了 Di = diag(41,…, 4,_1,,-1) 的 特征 值 为 A1，…，4,.!， 而 4, 只 有 
一 个 特征 值 4,， 因 此 Di 与 4, 没 有 共同 的 特征 值 ， 根 据 例 5 所 证 : F(”-*)*x” 
的 线性 变换 
o :Xr> DIX- XA, 
是 可 道 变换 ， 因 此 存在 S$ =o-1( - D,) 使 s (S$) = DIS - S4 = - D,， 如 所 和 欲 
证 . 


对 例 6 中 的 (6.8.6)， 还 可 进一步 给 出 由 D1,，4。，D; 求 $ 的 公式 . 为 
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此 ， 写 

o(X)= DX- XAs= (Di Alaa) X- XA- Nl)) = (0 -02)¥, 
其 中 oc1，os 是 分 别 由 A = Di ~ Mo -的 左 乘 和 N = A - xz 的 右 乘 作用 在 
Cl"- "x 于 定义 的 线性 变换 oj: 环 F> 4 下 ,oo :下 FF> XN. 注 意 o10; = ool. 且 由 
人 可 逆 及 六 震 零 知 xl 可 道 且 os 害 零 . 设 m 是 使 N" = 0 从 而 o? = 信 的 最 小 


由 于 O01,， 02 乘法 可 交换 ， 有 乘法 公式 
(ai 一 oa)(c lt + or to + or 1)= or -or= 07 


m-1 可 一】 
于 是 ol = (ol -00) = (Dorltok)or™ = Dyor!-tos, 
k=0 k=0 


m~1 
S=o°1(-D)=- DD- A HD,(A, - AL) 
k=0 


习 题 6.8 
1. 求 n 阶 行列 式 
Ql CQ2 Qa Qn-1 Qn 
Qn Q1 CQ2 Qn-2 0n-l 
4A=|ar_ ic ac ai Qn-3 Un-2 
a2C 03C 604C 1 aac Qi 


2. 设 4, 下 是 ” 阶 复 方 阵 ， 且 4 的 特征 多 项 式 为 ps (4%). 证 明 :， gp4(B) 可 省 的 充分 必 
要 条 件 是 : 4 与 吾 没有 公共 的 特征 值 . 


0 1 
3. 如 果 nm” 阶 复方 阵 B Tin， en 就 称 B 为 反射 求证: 如 果 于 阶 


方 阵 4 满足 条 件 4? = TJ， 则 4 可 以 分 解 为 不 超过 nn 个 反射 的 乘积 . 
4. 证 明 : 同 阶 方 阵 4，B 的 特征 值 对 应 相等 oTrA4“ = TrB* 对 所 有 的 正 整数 成立. 
A 


I 
5. 已 知 4 的 最 小 多 项 式 d4(X)= (A -a)". x 4 


fos 


: 4 7 
6. 已 知 4 的 最 小 多 项 式 ds (4) = 了 I (4-4)“%， 求 证 ， -| 人 


da (4)= [TE (4 -A)™*! 
isl 


1 2 3 4 1200 
0 1 2 3 0 10 0 
7. 设 4= . 试 求 可 北方 阵 忆 使 忆 -14P = 
0 0 2 3 002 3 
0 00 2 000 2 
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8. 在 计算 机 上 做 以 下 实验 : 任 取 实 系数 2 阶 方 阵 4 ,在 2 维 实 向 量 空间 Rzx! 上 定义 线性 
各 个人 平面 上 的 吉 (: 表示， 则 .4 可 幸而 上 
y 
y’ 
机 地 取 n 个 点 (%i,y)(1<i<n)， 将 各 个 点 依 此 用 .多 ，. 罗 ?，…，. 罗 "-! 作 用 ， 连 同 原来 的 
n 个 点 在 内 一 共 得 到 mn 个 点 多) (zi,yi)(1<ign,1<js<m)， 用 适当 的 计算 机 软件 将 所 有 


点 的 变换 .多 : | 有 在 区 间 D= {(x,y)| -1<x,y<1} 内 随 
了 


1.1 0.3 
这 些 点 画 出 来 ， 观 察 所 得 的 图 形 随 着 m 的 增加 的 变化 趋势 . 66 A 中 


n=200，m = 10 得 到 的 图 形 . 

观察 发 现 ， 随 着 作用 次 数 j 的 增加 ， 得 
到 的 点 i(%;,y;) 扑 向 于 同一 条 直线 上 的 两 个 
相反 的 方向 (图 6 -6 中 的 右上 方 和 左下 方 ). 
试 解释 所 观察 到 的 现象 .是 否 在 任何 情况 下 
都 出 现 这 一 现象 ? 试 先 考虑 以 下 特殊 情形 : 

设 2 阶 实 方 阵 4 有 两 个 实 特征 值 4,，A， 
且 41> |4s|， 如 果 非 零 向 量 XE R*' 不 是 


4 _ 1 
4 的 特征 向 量 ， 则 极限 X = lim FCA) 


AiXo 存在 ， 并且 是 属于 41 的 特征 向 量 . 这 

里 ， 当 AiX。o = (国力 ) 时 定义 det ( AiXo) = | 加 | + | yy| ， 此 时 用 计算 机 很 容易 求 得 极限 并 从 
而 得 到 一 个 特征 向 量 ， 如 果 n 阶 实 方 阵 4 有 一 个 正 实 特征 值 Me 大 于 所 有 其 余 特 征 值 的 模 ， 
也 可 以 用 类 似 的 算法 来 求 属 于 Mo 的 特征 向 量 ， 称 为 宕 方法 (power method ) . 
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$7.0 Jordan 形 和 矩阵 引入 例 


例 1 设 x=x(t),，y= y(t)，z=z(t). 求解 常 微分 方程 组 


dy 4x+3y-4z 


dt 

y= -x+23 

z= x+y 

分 析 记 
% 4 3 -4 
下 =|7yY|l， 4=| -1 0 2 
Zz 1 1 0 
则 原 微分 方程 组 可 以 写 为 

d 
di = AX (7.0.1) 


对 任意 可 北方 阵 已 ， 作 变量 代 换 


¥ 


wo 
天 = PX* ， 其 中 | 
则 微分 方程 组 (7.0.1) 变 成 
-PK = APX*, TX" =P-!APX" 
如 果 能 适当 选择 P 将 4 相似 到 形状 尽 可 能 简单 的 矩阵 吾 = P-!14P， 则 原 微分 


方程 组 化 为 较 简 单 的 形式 


jx = BX" 
容易 解 出 . 
4 3 -4 
例 2 试 将 矩阵 4=| -1 0 2 | 相似 到 尽 可 能 简单 的 形状 . 
1 1 0 
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解 4 的 特征 多 项 式 


A-4 -3 4 0 -AhA+1 2-41+4 
oa(A)=det(M -4)=| 1 A -2| =|0 4-1 A-2 
-1 -1 1 -1 -1 A 
0 0 A2-34+2 
=|0 X-1 -2 |=(4-1)*(X -2) 
-1 -1 


A 
ga(4)=0 的 根 为 1!1，2， 这 也 就 是 4 的 特征 值 . 
对 特征 值 2， 解 方程 组 (4 -27) 瑟 =0 ， 即 


2 3 -4\/Xi 0 
-1 -2 2 -| = | 
1 1 -2 八 x; 0 
2 
求 得 一 个 解 ,= | 0 | 组 成 基础 解 系 ， 也 就 是 特征 子 空间 友 的 一 组 基 . 
1 
对 特征 值 1， 解 方程 组 (4 - 7) 对 =0， 即 
3 3 -4\fXi 0 
-1 -1 21[|x2|1=10 
1 1 -1 八 x3 0 


1 
-1 
0 
1X1 ,1 是 特征 向 量 集合 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 它 不 是 4 作用 的 空间 
V= CG*! 的 基 ， 因 此 4 不 能 对 角 化 . 
设法 补充 一 个 满足 条 件 (4 - 1) 叉 ，= XX, 的 向 量 Xs 使 下 , 凶 , , 天 ;组 成 站 的 
基 . 为 此 ， 解 方程 组 (4 - 站) 瑟 = 和 即 
1 
0 


3 3 一 4 人 fx%1 
-1 -1 中 
1 1 -1/\x; 
-1 


| 易 验 证 以 天 , 素 ,, 下 3 为 各 列 组 成 的 矩阵 


-1 
2 1 -1 
P=(Xi,X,KR3)=|0 -1 0 


1 0 -1 


求 得 一 个 解 X, = 组 成 基础 解 系 ， 也 就 是 特征 子 空间 VY 的 一 组 基 . 


得 到 一 个 解 下 3 = 


362 第 7 章 Jorqan 标准 形 


可 逆 ， 因 而 1 居 , 天 ,于 是 了 的 一 组 基 . 由 
(A -21)X), =0, (A -1)X, =0, (A -1)X, =X, 


得 
A = 2 下 | ， 4 = 下， 4 = 下 + 轩 3 
2 0 0 
tn 1 | 
0 0 1 
即 
2 0 0 2 0 0 
AP=PI0 1 | ee 1 | 口 
0 0 1 0 0 1 
利用 例 2 的 结果 ， 再 来 解 例 1 的 微分 方程 组 . 
例 1 的 解法 将 原 微分 方程 组 写 为 
X= AX (7.0.1) 
其 中 
和 4 3 -4 
ce 中 |- 0 : 
Z 1 1 0 
取 
2 1 -1 x 
"| -1 ena ee ae 
1 0 -1 四 
则 微分 方程 组 (7.0.1) 变 成 
Fp" = APY*,， 即 -二 =P-!APYX* 
其 中 


2 0 0 
PiAP=J=I0 1 1 
0 0 1 


原 微 分 方程 组 化 为 -5X* = JX" 即 


人 =2x” 
“=y” +2z” (7.0.2) 
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容易 解 出 
x* = cleot，z ”= czet，y” = (czti+c3)et 
再 由 天 = PX* 得 
x 2» 1 -1 cle2 2cie2+(cz(t-T)+cah)e: 
中 -1 | (ct + ca)e' |= — (ct + cs3)e! 
3 1 0 -1 cze! Cie! — cze! 
即 
x%=2c1e!: + (c(t -1)+ cs)e’ 
oe 
z= cle2 ~ coe! 
这 就 是 原 微分 方程 组 的 通 解 . 
2 0 0 1 1 
例 2 最 后 得 到 的 ee 1 ! 可 看 作 由 对 角 块 2 和 | 。 ,组 成 
0 0 1 


的 准 对 角 阵 ， 我 们 将 这 样 形式 的 对 角 块 称 为 Jordan 块 ， 由 Jordan 块 组 成 的 准 对 
角 阵 称 为 Jordan 形 和 矩阵. 

我 们 将 证 明 : 所 有 的 复方 阵 都 相似 于 Jordan 形 和 矩阵 . 

例 2 中 的 矩阵 4 的 特征 值 1 的 代数 重 数 为 2， 几何 重 数 dimKer 4 =1< 2， 
因此 不 能 找到 足够 多 的 特征 向 量 组 成 了 = Ci 的 基 ， 因 而 4 不 相似 于 对 角 阵 . 
但 我 们 补充 了 一 个 向 量 到 使 (4 - 1) ;= Xs 是 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 组 
成 了 了 的 基 . 并 且 ， 由 于 三 个 基 向 量 们 , 姜 ,, 四 ;满足 条 件 


.BB-2F7 -图 BB- 
0 < 一 一 天 1， 0< 一 和 < 一 和 3 (7.0.3) 


2 0 0 
0 1 1 
0 0 1 


这 导致 了 P-14P 是 Jordan 形 ， 其 中 P = (天 ,瑟瑟 ) 
注意 ”在 特征 向 量 对 ,，X, 之 外 补充 的 和 满足 条 件 
(4 -7T)Xz0 人 但 (4 - I)*X,=0 


因此 


(下 | , 素 ， ,于 3) = (证 | , 素 ,, 于 3) 


也 就 是 
Xs Ker(A -I1), 但 Xs€E Ker(A -1) 
XX 不 是 特征 向 量 ， 我 们 称 它 为 属于 特征 值 1 的 根 向 量 . 
例 2 中 也 可 以 不 由 (4 - 1 了) 四; = | 求 根 向 量 区 ， 而 直接 通过 解 方程 (4 - 
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1)? 下 =0 求 出 一 个 不 含 于 Ker (4 - 7) 的 解 作为 丰 ， 再 将 特征 向 量 (4 - 71) XX 
取 作 民 ，. 

例 2 解 法 2 首先 ， 仍 然 对 特征 值 2 解 方程 组 (4 ~21)X=0 求 出 一 个 基础 
解 XI =(2,0,1)7 

对 特征 值 1， 计 算 可 得 


2 2 -2 
(4-7 =|00 0 
1 1 -1 


解 方 程 组 (4 - 1)?XX=0 ， 任 取 一 个 解 Y; 使 (4 - 了)Y;z0 ， 比 如 取 
Y3=(0,1,1)7 , 则 Y= (4A-IY =(-1,1,0)T, (4-1)Y,=0 

易 验 证 以 X,Y 了 ,YY 为 各 列 的 矩阵 @ 是 可 逆 方 阵 ，{ X,Y, 是 VV= CG*! 的 

基 . 071498 仍 是 前 面 的 解法 中 求 出 的 Jordan 形 和 矩阵 J. 口 


$7.1 Jordan 形 和 矩阵 


定义 7.1.1 设 a 是 任意 复数 ，m 是 任意 正 整 数 ， 形 如 
a 1 0 … 0 


a mxm 
的 m 阶 方 阵 称 为 Jordan 块 (Jordan block)， 记 作 J (a)， 其 中 m 表示 它 的 阶 
数 ，a 是 它 的 对 角 线 元 ， 也 就 是 它 的 特征 值 . 

如 果 一 个 方 阵 了 是 准 对 角 阵 ， 并 且 所 有 的 对 角 块 都 是 Jordan 块 ， 就 称 这 个 
准 对 角 阵 为 Jordan 形 和 矩阵 (matrix of Jordan type) . 


注意 每 个 复数 a 都 可 以 看 作 一 阶 的 Jordan 块 J1,(a).， 每 个 对 角 阵 


1 
都 可 以 看 作 由 一 阶 Jordan 块 + ,… ,4。 组 成 的 准 对 角 阵 ， 因 此 者 


An 
是 Jordan 形 和 矩阵 . 
定义 7.1.2 设 V 是 数 域 i 上 的 线性 空间 ，.% 是 VV 上 的 线性 变换 ，a 是 
.加 的 一 个 特征 值 ，0 x BE .如果 存在 正 整数 大 使 得 
(2B-aF)*(p)=0 
就 称 及 是 .名 的 属于 特征 值 a 的 根 向 量 (root vector) ， 此 时 必然 存在 使 
(名 -aa9)"(PB)=0 
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的 最 小 的 正 整数 m， 也 就 是 说 
(BG- aF)"(p)=0 有 (8- a9)” (Bp)z0, 

我 们 称 6 为 m 次 根 向 量 . 

数 域 上 每 个 n 阶 方 阵 4 在 n 维 列 向 量 空 间 Fr*"*' 上 引起 一 个 线性 变换 .名 : 
五 ->AX. .加 的 根 向 量 也 称 为 4 的 根 向 量 ，. 名 的 m 次 根 向 量 也 称 为 4 的 m 次 
根 向 量 . 

例如 ， 特 征 向 量 都 是 一 次 根 向 量 ; 对 §7.0 中 例 2 的 矩阵 4， 求 出 的 天 
是 属于 特征 值 1 的 2 次 根 向 量 . 

设 B 是 线性 变换 .名 的 属于 特征 值 a 的 m 次 根 向 量 . 则 对 正 整 数 < m， 有 
(A 07)™ HAG- AT) (BFR0 (AG- oF7)" (GB- ag)*(p)=0. 
可 见 (. 多 - aF)*(B) 是 m -上 次 根 向 量 . 特别 ，(. 召 - oa9)” (8) 是 1 次 根 向 

量 ， 也 就 是 .名 的 属于 特征 值 a 的 特征 向 量 . 

事实 上 ， 不 需 预先 要 求 a 是 特征 值 ， 只 要 对 复数 a 存在 有 zxF0 使 (. 召 - aF)* 
(有 ) =0 对 某 个 正 整数 成 立 ，&a 就 一 定 是 特征 值 ，B 就 是 根 向 量 ， 事实 上 ， 
此 时 一 定 存在 正 整 数 m 使 Y=(%@- aF)"-1(p)x0 且 (.%- aF9)"(B)=0 即 
(.%g-aF9)(Y) =0 ， 就 说 明了 7y 是 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 

例 1 


-2 -1 -1 -1 
2 1 3 2 
1 1 0 1 
-1 -1 -2 -2 
(1) 假如 已 经 知道 4 相似 于 某 个 Jordan 形 和 矩阵 J, 求 J. J 是否 由 A 和 唯一 
决定 ? 
(2) 试 选 择 适 当 的 可 北方 了 泗 P 了 使 P~!1hP 是 Jordan 形 和 矩阵 . 
(3) 求 4 的 最 小 多 项 式 . 
解 (1) 求 出 4 的 特征 多 项 式 ps (4) = A(4+1)， 特征 值 为 0 (1 重 )， 
-1 (3 重 ), 也 就 是 0，-1，-1，-~1. 
如 果 4 相似 于 Jordan 形 和 矩阵 J7， 则 J 的 特征 值 与 4 相同 ， 也 是 0，- 1， 
-1,， -1. 


其 中 的 x* 等 于 1 或 者 0. 
由 


366 第 7 章 Jordan 标准 形 


1 
J+1= > (7.1.1) 
0 关 
0 
的 秩 可 以 确定 其 中 两 个 * 中 到 底 有 儿 个 等 于 1. 设 P-14P=J, 则 P71(J+DP 
=4+7， 因 此 
-1 -1 -1 -1 
rank( J +1)=rank(A +1)= rank 2 2 ” ? =2 
1 1 1 1 
-1 -1 -2 -1 
与 (7.1.1) 比 较 ， 知道 J+ 了 中 的 两 个 * 有 一 个 等 于 1， 另 一 个 等 于 0. 因此 
0 0 


-1 -1 1 
J = 或 J = 


1 


这 两 个 J 只 是 Jordan 块 -1 与 | 器 反 交 欣 ， 实 了 上 是 相同 的 。 和 


实 上 ，J 的 三 个 Jordan 块 的 顺序 可 以 任意 交换 . 

如 果 两 个 Jordan 形 和 矩阵 只 是 Jordan 块 的 顺序 不 同 ， 我 们 认为 它们 实质 上 是 
相同 的 . 在 这 个 意义 上 ， 本 题 中 的 了 由 4 唯一 决定 . 

(2) 对 特征 值 0， 解 方程 组 4 下 =0 得 一 个 基础 解 =(-1,3,1, -2)7 组 
成 特征 子 空间 内 = Ker4 的 基 . 

对 特征 值 -1， 先 解 方程 组 (4-(-1)7) 和 =0， 即 (4+ 站 ) 瑟 =0， 亦 即 

-1 -1 -1 -1Nfxi 0 
2 2 3 2||x, 


0 
1 1 1 1 .1=|o (7.1.2) 
-1 -1 -2 -1 八 xs 0 
求 得 
于 =(1, -1;0,0)7 ，2 =(1;,0,0, -1)7 
组 成 特征 子 空间 V_) = Ker(4 + 7) 的 基 . 
再 解 方 程 组 (4 -(-1)1)? 斌 =0， 即 (4 + 1)? 五 =0 ， 亦 即 
-1 -1 -1 -1\/XI 0 
3 3 3 3 | x2 0 
= (7.1.3) 
1 1 1 1 || x 0 
-2 -2 -2 -2 八 x4 0 
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易 见 rank(4 + 1)? =1 ，(7.1.3) 的 解 空间 Ker(4 + 1)? 的 维 数 是 3， 显然 (4 + 1) 
=0 的 两 个 基础 解 X,，Xs 也 是 (4 + 1)?X=0 的 解 . 除 此 之 外 还 需要 找 出 
(7.1.3) 的 另外 一 个 解 Xx， 它 不 是 (4 + 门下 =0 的 解 .也 就 是 说 X 满足 条 件 
(A+I)X=0 有 (A+ DX 0 
易 见 X= (1,0, -1,0)" 满足 条 件 .{X,, ,X44| 是 Ker( 4 + 了 7)? 的 一 组 基 . 
Y= (A +I X=(0,-1,0,1)E Ker(A +1) 
且 了 ,，X; 线性 无 关 ， 组 成 一 组 基 取 代 |X,, XY ， 得 到 Ker( 4 + 7)? 的 基 { 2， 


CD GH 
由 于 在 4 + 了 的 左 乘 作用 .B+ 下 Fr>(4+T) 下 下 
0 六, 
0 < 一 民 3 


我 们 将 Ker(4 + 了) 中 基 向 量 的 顺序 重新 排列 为 {7,,X,, | ， 我们 有 
(i, Y,, Ya, Es) 二 (0， 一 了 ， 了 2 一 在 4 ， 一 3 ) 
0 


二 (下 ,了 , ， 瑟 4 天 3 ) 
依次 以 忆 ， 7: ,于 ,2 为 各 列 组 成 矩阵 


P = (Xi, 了 2 ,大 ， 瑟 3 ) = 


-2 1 0 -1 
则 易 验 证 P 可逆, 且 
AP=PJ, P-'AP=J 
其 中 


-1 
是 由 3 个 Jordan 块 (0)，J( -1)，J1( -了 1) 组 成 的 Jordan 形 矩 阵 . 
(3) 4 相似 于 Jordan 形 和 矩阵 J. 因此 J 的 最 小 多 项 式 就 是 4 的 最 小 多 项 
式 . J 由 3 个 Jordan 块 
| 
0， ， 一 1 
0 -1 
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组 成 对 任何 多 项 式 FA)， 有 


0 


因此 ，J 的 最 小 多 项 式 就 是 这 3 个 Jordan 块 的 最 小 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 
显然 ， 一 阶 Jordan 块 0，-1 的 最 小 多 项 式 分 别 是 1，4 +1. 


f(J1)=0 2/(0)=0,， | on-n- 


1 


2 oi! 多项式 (4 + 1)? 是 它 的 符 化 


式 ,， 最 小 多 项 式 是 它 的 因 式 .由 于 J,(-1)z -1,，J.(-1)+1z0， 最 小 多 
项 式 显 然 不 是 * + 1， 只 能 是 (A + 1)2 . 

因此 ，J 的 最 小 多 项 式 等 于 入 ，A4 +1，(X +1》 的 最 小 公 售 式 %(X +1》. 

例 1 中 和 矩阵 P 的 各 列 和 | ,Y,, XX, XY; 线性 无 关 不 是 偶然 的 ， 是 由 它们 所 满 
足 的 关系 

AXI=0, (A+I)Y, =0，(4+7)X = Y,, (A+1)X,=0 
决定 的 ， 设 复数 x1 ,x2,x3,x4 满足 条 件 
X11 + x Ys + xaa+ x = 0 (7.1.4) 

用 (4 + 了 1)? 左 乘 (7.1.4)， 由 于 (A +1)?Y,=(A4+I)X=(A+1I) X=0 
及 (A 和 + 了) 于! = (0 + 1)? 针 | = 下 ， 得 到 xi 于 =0， 从 而 xi =0. 

将 x=0 代 入 (7.1.4)， 再 用 A + 了 左 乘 ,， 得 到 x4Y,=0， 从 而 x4 =0. 

于 是 (7.1.4) 成 为 x, 了 ,+ x3 时 ;=0， 由 于 1Y,, | 是 Ker( 4 + 了) 的 基 ， 线性 
无 关 ， 得 到 x, = x3 = 0. 

这 就 证 明了 大 | , ,4 ,针线 性 无 关 . 


例 2 (1) 假如 已 经 知道 n 阶 方 阵 。 
a 0 1 
a 0 
A= 1 
a 0 


相似 于 Jordan 形 和 矩阵 J， 求 了 . 
(2) 求 n 阶 可 逆 方 阵 P 使 P 'AP=J. 
解 (1) J 的 特征 值 与 4 相同 ， 全 部 等 于 a， 因 此 
T= diag( Jn (a), ,Jn (a)) 
设 可 道 方 阵 P 了 使 P71A4P=J， 则 P-'(4 -a1)*P=J-al， 从 而 
rank( J ~ az) = rank(A - al)* (7.1.5) 
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对 所 有 的 正 整 数 天 成 立 . 由 4 可 以 计算 出 所 有 的 rank(4 - a1)* ， 再 按照 


(7.1.5) 确 定 J. 
记 挛 =rank(4 -al)*， 则 当 2k<n 时 


Tn -26) 
(A -al)* -|。 。 ] r=n_2k 
(2k) 


而 当 25>mn 时 ，(4-ar) =0, r=0， 从 而 


这 里 ， 我 们 约定 ro = n. (也 就 是 约定 (4 - af)" = 7, 可 道 .) 


而 rank (J - cz7) 
0 1 0 1 


= rank diag 1 1 
0 WX mI 0 mx md 
=(m-l)+t(m-1)+t +(m-1)=(m++m)-d=n-d. 
由 rank(J -al)=n-d=rank(A4 -al)=n-2 得 d=2. 
因此 ，J 由 两 个 Jordan 块 组 成 . 


Ek 


0 1 4 0 1 
0 “…. 
rank( J ~ al)* = rank 1 + rank 
0 mI Xm 0 mx mm, 
= rank Jn, (0)* + rank Jn, (0)* (7.1.6) 


不 妨 假定 mi 之 Mm. 
注意 到 当天 三 时 


kk Tm- 4) 
1 (0) = ，rankJ (0) = 于 一 天 
Os) 


而 当 上 sm 时 ，J.,(0)*=0， rankJ,,(0)*=0. 
因此 ， 当 <m-1 时 ,每 增加 1，rankJ,(0)* 就 减少 1. 而 当 上 sm 时 


Jn(0)”" 已 经 等 于 零 ， 秩 不 能 再 减少 . 
当 ks -1 时 ,每 增加 1，rank(4 - al)* 减少 2， 而 由 (7.1.6) 知 道 ， 
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当天 增 加 1 时 要 使 rank(J - of)* 减少 2， 必 须 rankJ。 (0) 与 rankJ% (0) 都 减少 
1， 这 只 有 在 天 入 ms -工时 才 有 可 能 . 由 此 得 到 


这 只 有 在 [ 全 ] < ms 时 才 有 可 能 ， 其 中 [号 ] 是 不 大 于 壮 的 最 大 整数 ， 即 于 ( 当 


”为 偶数 ) 或 上 了 ( 当 ”为 奇数 )》， 


另 一 方面 ， 由 于 ms 达 mi， m7 因此 ma<| 闻 | ， 从 而 m= [|]. 
因此 ， 当 n 为 偶数 时 ， mi= m2= 广 ， 
J = diag( J a), Tn a)) (7.1.7) 
当 n 为 奇数 时 ，m2 = 了 +，mi = 了 六， 
J = diag(Jon 072( a), J ba(a)) (7.1.8) 


(2) 对 每 个 1<i<n， 记 e; 为 第 i 个 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 n 维 列 向 
量 . 则 C"*' 上 的 线性 变换 .多 : Xr>(4- a1) 将 eir>ei_，,，，VYV3<i<sn， 如 下 
表 所 示 : 


0<— ej<-C3<— Cp 1 
0< ee C4 ee 
当 为 偶数 时 ， 依 次 以 e1,e3,…, en-1, 62,84，"…,E@, 为 各 列 组 成 可 道 和 矩阵 P. 
当 nn 为 奇数 时 ,依次 以 e1,e3,… ,en,e2,E4，… ,En-1 为 各 列 组 成 可 逆 和 矩阵 P， 则 
| P-'iAP=J 


了 如 (7.1.7)，(7.1.8) 所 示 . 

例 2 用 来 确定 J 的 等 式 (7.1.5) 可 以 推广 到 一 般 的 情形 : 

定理 7.1.1 设 复方 阵 4 相似 于 Jordan 形 和 矩阵 J. 则 对 4 的 每 个 特征 值 
4X1 (li<t)， 可 以 利用 等 式 

rank(J 一 4,1)*=rank(A4 -1.1)* (VY 正 整 数 ) 

来 确定 J 中 属于 特征 值 4, 的 各 Jordan 块 J (A1),… ,Jm (42) 的 阶 mi，…, mi， 
从 而 确定 J， 具体 公式 为 : 

计算 m = rank (4 -4T)* ， 并 约定 ro=n. 计算 d=-r， Yk>1， 
则 二 di41. 计算 G4= qd- dirsl，Vk 宇 1， 则 : 

J 中 的 上 上 阶 Jordan 块 J,(4;) 共 有 6, 个. 

证 明 设 ga(4) = AXA"(A-4)",A1,… ,4 是 和 的 不 同 的 特征 值 . 
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J = diag( 11 , J, ,),) 
J; = diag( Jm, Chi) ss Tn CM) ss Tn, (4;)) 


其 中 Mi Mi MMi. 


每 个 (J -41)*(j 关 i 让) 是 主 对 角 线 元 全 为 (4; - 4;)* zz0 的 上 三 角形 矩阵， 
秩 始终 为 n;， 因 此 


re = (nn) +rank(J -A = (nn)+ Srank( 7, (0)) 


天 
di = 六 -下 = > Crank J,, (0)*-! — rank J,, (0)*) 


j=1 


= >， 1 =《 阶 数 mw > 的 Jordan 块 Jo (Ai) 个 数 》 


0 = di — dirl = 《Jordan 块 J(4;) 的 个 数 》. 
推论 7.1.1 如 果 复 方 阵 4 相似 于 Jordan 形 矩 阵 J]， 则 除了 各 Jordan 块 的 
排列 顺序 可 以 任意 改变 ，J 由 4 唯一 确定 . 
证 明 特征 值 1,… ,4, 由 4 唯一 决定 .对 于 每 个 特征 值 *;， 每 一 个 阶 数 
的 Jordan 块 J(4;) 的 个 数 6; 由 4 唯一 决定 .这样 ，J 中 到 底 有 哪些 Jordan 块 是 
由 4 唯一 决定 的 ， 只 是 它们 的 排列 顺序 可 以 任意 变动 . 
在 本 节 的 例子 中 ， 我 们 对 一 些 具 体 的 矩阵 4 找到 了 可 北方 阵 了 使 P-!4P 
是 Jordan 形 矩 阵 . 在 定理 7.1.1 中 ， 对 可 以 相似 于 Jordan 形 和 矩阵 的 4， 利用 计 
算 rank(4 - 4:7)“ 给 出 了 一 个 计算 Jordan 形 和 矩阵 的 一 般 方法 . 但 是 ， 本 节 各 例 
中 的 方法 是 否 适 用 于 任意 复方 阵 ? 是 否 任何 一 个 复方 阵 4 都 能 够 相似 于 Jordan 
形 和 矩阵 ?这些 问 题 将 在 本 章 以 下 各 节 中 逐步 解决 . 


习 题 7.1 


0 0 -2 
1. 已 知 4=|1 0 3 |， 求 4"， 


0 1 0 
2. 已 知 5 阶 方 阵 4 相似 于 jordan 形 矩 阵 J， 且 满足 条 件 
rankA =3, rankA*:=2, rank(A +1)=4, rank(A+1):=3. 
求 J. 
3. 已 知 下 面 的 矩阵 4 相似 于 jordan 形 和 矩阵 J， 根据 条 件 rank (4 -AI)* = rank(J -1)* 
(Ai 取 遍 4 的 各 特征 值 ,k=1,2,…), 求 了 . 


-2 1 3 
(1) E 11 "| (2) 
6 -3 -9 


WW OO 天 


0 
0 
0 ; 
4 


Dw Oo 上 
SS 器 Oo 
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1] 2 4 7 4 -3 0 0 

0 1 3 6 -3 -2 0 0 
(3) ; (4) 

0 0 1 4 1 2 -3 2 

0 0 0 3 4 3 8 5 


4. (1) 已 知 Jordan 形 矩 阵 J 满足 条 件 rank = rankJ*!=r， 根 据 所 满足 的 条 件 ， 对 
任意 正 整数 * 求 rank.F+ 

(2) 已 知 方 阵 4 相似 于 Jordan 形 矩 阵 J.， 且 rank44 = rankA*1! =r. 对 任意 正 整数 * 求 
Tank A***. 


5. 已 知 m 阶 方 阵 4E Fr"* "相似 于 Jordan 形 抢 阵 J， 且 满足 条 件 4" = Oz 4"  ， 求 J. 


$7.2 根子 空间 分 解 


我 们 将 一 步 步 证 明 ， 任 何 一 个 复方 阵 4 相似 于 Jordan 形 和 矩阵 . 

从 本 章 8$7.1 的 例子 中 ， 我 们 发 现 : 寻找 可 道 方 阵 了 使 P*'AP 的 关键 是 
要 找到 一 组 适当 的 根 向 量 组 成 C"*! 的 一 组 基 ， 也 就 是 组 成 P 的 各 列 . 

我 们 先 证 明 : n 维 复线 性 空间 了 的 任意 线性 变换 .的 根 向 量 可 以 组 成 V 
的 一 组 基 . (从 而 任意 n 阶 复方 阵 4 的 根 向 量 ( 也 就 是 C"*! 的 线性 变换 . 隐 : 
下 一 4 天 的 根 向 量 ) 可 以 组 成 C"*! 的 一 组 基 . ) 再 设法 选取 由 根 向 量 组 成 的 基 使 
.用 的 矩阵 为 Jordan 形 . 

1. 根子 空间 分 解 

定理 7.2.1 设 ” 维 复线 性 空间 了 上 的 线性 变换 .名 具有 个 不 同 的 特征 值 
)1，…, AM， ， 特 征 多 项 式 

pa A)= CAA) A A)™. 

则 对 每 个 特征 值 4，H。(1< i<1)， .如 的 属于 特征 值 4; 的 全 体 根 向 量 与 零 向 量 一 
起 组 成 子 空间 Ker(. 名 - 4,.F9)"， 其 维 数 等 于 n. 

证 明 根据 定理 6.7.3 的 推论 6.7.1，. 允 在 适当 的 基 下 的 矩阵 4 是 上 三 角 
形 和 矩阵 ， 并 且 可 以 要 求 .名 的 特征 值 在 4 的 主 对 角 线 上 按 如 下 顺序 排列 : 先 将 
ni 个 4; 全 部 排 完 ， 再 将 其 余 特 征 值 按 任 意 顺 序 排列 . 4 可 以 写成 分 块 形式 


A 41 
A= (7.2.1) 
O 42 
其 中 
Ai; x x 
要 
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是 主 对 角 线 元 全 为 4, 的 n; 阶 方 阵 ，42 是 主 对 角 元 等 于 其 余 特征 值 M(7 关 六 的 
n -Pi; 阶 上 三 角形 矩阵 . 对 正 整 数 =n;， 


(A ~ Ail en))” * 
(4 -AT)*:= ， 
0 (42 -Mo -n)) 


其 中 (4 -ao = 0; 而 (4w -Mo -六 是 上 三 角形 矩阵 且 对 角 元 (7 - 
4A;)* 全 不 为 0， 因 而 是 二 -~ m 阶 可 北方 阵 . 

因此 ， 对 正 整 数 有 二 n;， 有 rank(4 - 41)* = nn,，n 元 线性 方程 组 (A - 
)7) =0 的 解 空间 Ker(4 - 1437) 的 维 数 等 于 n,， 从 而 dim Ker(. 扣 -4.F9)* =n,. 

对 任意 正 整 数 记 <k 和 BETV， 

(BATIN(B)=00 BANTIB) = BAT)R (BAT7)" (B=0 
这 说 明 
Ker(.@ ~- AT NC Ker( BG — AF) 
特别 ， 当 kn; 由 Ker(.8- X49F)"CKer(.B-AT)!: 有 dm Ker( GB- AT): = 1; 
= Ker(. 肥 -AF)" 知 
Ker(.%@- A )* = Ker(. 名- A7)™ 

对 .如 的 属于 特征 值 1; 的 每 个 根 向 量 6， 存 在 正 整 数 名 使 (如 - 4;F)*(B) = 
0, BBEKer(B~-AT): . hesnNH PEKer( LE- AT)" CKer(.B—- 17)",YY 
k 宕 nn; 时 ，BE Ker(. 避 -4,F)*= Ker(. 名 - 19) ， 这 说 明了 .如 的 属于 特征 值 1， 
的 所 有 的 根 向 量 都 含 于 n, 维 子 空间 Ker(. 名 - X29)". 

反 过 来 ，Ker(. 名 - 4;F)" 中 的 非 零 向 量 都 满足 条 件 (. 如 - 47)"(B) = 0， 
都 是 .名 的 属于 特征 值 4; 的 根 向 量 . 

因此 ，Ker(. 名 - XA.F)"* 是 由 . 交 的 属于 特征 值 4; 的 全 体 根 向 量 与 零 向 量 共 
同 组 成 的 子 空间 ， 维 数 为 n. 

定义 7.2.1 .如 的 属于 特征 值 M; 的 全 体 根 向 量 与 零 向 量 共同 组 成 的 子 空 
间 称 为 .名 的 属于 特征 值 *; 的 根子 空间 (root subspace) ， 记 为 W, . 

我 们 证 明 : .名 作用 的 线性 空间 了 是 .如 的 各 根子 空间 的 直 和 . 因而 可 以 由 
这 些 根 子 空间 的 基 向 量 共同 构成 了 的 一 组 基 . 

定理 7.2.2 设 %,,… ,4, 是 n 维 复线 性 空间 V 的 线性 变换 .名 的 全 部 不 同 的 
特征 值 ， 则 


V= WW @…@ 到 


证 明 ” 先 证 明 各 根子 空间 W (1 三 ;近世 的 和 是 直 和 . 为 此 需要 证 明 : 对 
任意 一 组 有 E WW (lx<i<i), 
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+ 有 0 有 -0 
设 各 特征 值 41,… ,4, 的 代数 重 数 分 别 是 m1,… ,nn ， 则 dimWW = nm(1<i< 


i)，ni++n=n=dimV， 对 每 个 1<igt， 记 
/0) = I CG- 和) 
则 对 每 个 1<jet jz 有 
£4)= fy(24) (A A)%, 
其 中 方 (1) 是 所 有 的 (4 -4244)%(1<het,ki, 上 关门 的 乘积 .于 是 
JCBB= f(A (BADWRB 0, Vlsigit, jxi. (7.2.2) 
用 f:(. 必 ) 作 用 于 等 式 
有 +…+ 有 =0 (7.2.3) 
的 两 边 ， 由 于 (7.2.2)， 得 
三 (-G) 有 = 0. (7.2.4) 
由 于 () - 2)"“ 仅 有 的 复数 根 不 是 f (4 ) 的 根 ，(4 -4;)"* 与 f(4) 互 素 ， 存 在 
复 系数 多 项 式 u(4)，wv(4 ) 使 
u(ANFCA) + oANA ADT=1, BRula)f CA) = vA) (A A)™. 
将 字母 = . 召 代 入 得 
u( BI f(AB) = 7 vB (BAT)". (7.2.5) 
将 (7.2.4) 两 边 用 z(. 包 作用， 再 将 (7.2.5) 代 入 ， 并 考虑 到 B&W = Ker(. 名 - 
AiF)"%，(. 有 如 ~ AF9)™(B;)=0，, 得 
QO=u( Bf BB = (9- vB AB- NDT) "RB, = 及 
这 证 明了 (7.2.3) 成 立 仅 当 所 有 的 房 =0. 
由 WW= 出 ++ WW = 到 .人 @… 人 @ 琴 得 
dimW = dim Wa 二 十 dim Wa =n+"+nmn=n=dimV 


这 就 证 明了 


C"x1 = LZR 


2. 不 变 于 空间 

定理 7.2.3 设 A1,…,4, 是 维 复线 性 空间 V 的 线性 变换 .如 的 全 部 不 同 的 
特征 值 ， 代 数 重 数 分 别 为 nm，… ,mm ， 则 : 

(1) .如 将 每 个 根子 空间 本 映 到 职 中 : .A 酚 )E 到 ， 因 而 .多 的 作用 引 
起 叹 的 一 个 线性 变换 Z|w : p>_2(); 

(2) 取 每 个 根子 空间 We 的 一 组 基 M; = | gn，… ,is | 则 各 组 基 中 的 向 量 
(都 是 根 向 量 ) 共 同 组 成 的 集合 
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= [ollsist,lsja<nl 

是 了 的 一 组 基 ; 

(3) 设 .名 v 在 基 有 下 的 矩阵 为 4iEC'”， 则 .名 在 放下 的 和 矩阵 是 准 对 角 阵 

diag( A1,.… ,A,) 

且 可 适当 选择 各 个 根子 空间 的 基 使 每 个 4,(1<i<1) 是 上 三 角形 矩阵 ， 其 对 角 
元 全 为 24;. 

证 明 (1) 对 任意 BE WCW ， 有 

(A ADT) WB PB) = A BAF)"(B)=.80)=0 

这 说 明了 .4&(B)E€ WW ， 从 而 证 明了 .A( 酚 )S 到 . 

对 每 个 BE WW ，.@(B)E WW ， 这 说 明 .4| yw : 职 一 了 酌 ， 有 一- 避 ( 有 定义 
了 WW 的 一 个 变换 .出 于 .8 的 作用 保 加 法 和 数 乘 ， 4 是 线性 变换 . 

(2) 由 于 了 = 两 @… 田 WW， 必 是 V 的 一 组 基 . 

(3) 设 Ai=(ab 让， 则 Bw (0y) = a +- aa， 在 基 1M 下 
的 坐标 为 

(0,% ,0, 0 ,at ,0,.% ,0)7. 


n+ 人 +- 个 


| 4 


对 每 个 根子 空间 W ， 可 以 选择 适当 的 基 M， 使 | 在 从 下 的 和 矩阵 4, 是 
上 三 角形 矩阵， 其 对 角 元 是 .如 | w 的 全 部 特征 值 . 

由 于 (. 名 -19)WA = 0， (El -a9)"=0, 这 说 明 (X - 4)"“ 是 ,| 
的 零 化 多 项 式 ，(4 - 4;)" 的 唯一 的 根 4; 是 .将 | mw 的 唯一 的 特征 值 . 因此 4; 的 
对 角 元 全 是 ),. 

定理 7.2.3(3) 的 结论 其 实 就 是 第 6 章 8$6.8 例 6 用 矩阵 方法 证 明 的 结果 . 
我 们 在 这 里 用 几何 方法 再 次 作 了 证 明 . 下 面 ， 我 们 将 进 一 步 看 到 几何 上 子 空 间 
的 直 和 分 解 与 矩阵 的 准 对 角 化 的 内 在 联系 . 


定义 7.2.2 设 .%:V->V 是 线性 变换 如果 的 子 空间 下 被 .如 的 作用 映 
到 多 中 ， 即 


LW)= {B00)|aE WICW 
就 称 下 是 . 避 的 不 变 子 空间 (invariant subspace)， 也 称 .如 不 变 子 空间 
如 果 多 是 线性 变换 .名 : V->V5 的 不 变 子 空间 ， 则 .如 的 作用 在 到 上 引起 线 
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如 | yw:W>W, or>.é(0) 
称 为 .名 在 页 上 的 限制 (restriction).， 口 
注意 ”线性 映射 .%: U 一 V 可 以 限制 在 定义 域 上 UV 的 任何 一 个 子 空间 WW 上 : 
Ely: WY, or> AB( a) 
但 线性 变换 .多 ; VV 人 不同. 要 将 定义 域 了 限制 到 子 空 间 色 ， 还 必须 要 求 值 域 
.各 有) 也 在 下 之 中 . 这 就 要 求 WW 是 不 变 子 空间 . 当 了 的 子 空间 多 不 满足 这 
个 条 件 时 ，.: T~~ 了 不 能 限制 为 到 上 的 线性 变换 ， 但 可 以 限制 为 线性 映射 
.GH|w: W>V. 
例 1 设 . 名 是 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ， 试 列举 .名 的 一 些 不 变 子 空间 ， 
并 说 明理 由 . 
解 (1) 显然 零 空 间 0 和 了 是 .名 的 不 变 子 空间 
(2) Ker 名 和 Im. 名 都 是 .名 的 不 变 子 空间 ， 理 由 如 下 : 
.Im.B)G.ZCB(TY) = Im 名， 因此 Im. 名 是 .名 的 不 变 子 空间 . 
(Ker.%) =0CGKer 名 ， 因 此 Ker 交 是 .名 的 不 变 子 空间 . 
(3) . 交 的 属于 任 一 特征 值 a 的 任 一 特征 向 量 B 生成 的 一 维 子 空间 V(B) = 
= |xPlxE Fl 是 .的 不 变 子 空间 ， 理由 如 下 : 
B(xB) = x BB)= xaBE FB 
反 过 来 ，. 避 的 每 个 一 维 不 变 子 空间 FP 中 的 非 零 向 量 p 被 . 避 映 到 .%( BB) EE 
FB ， 因 而 .&(B) = xB 对 某 个 x*E FF 成立， 这 说 明 B 是 属于 特征 值 x 的 特征 
向 量 . 
(4) .名 的 不 变 子 空间 的 和 仍 是 .名 的 不 变 子 空间 . 特别 ，. 台 的 属于 任 一 特 
征 值 a 的 特征 子 空间 V, 是 一 维 不 变 子 空间 的 和 ， 因 此 是 .如 的 不 变 子 空间 . 
(5) 根据 定理 7.2.3 所 证 ，. 台 的 属于 任 一 特征 根 的 根子 空间 是 .名 的 不 变 
子 空间 . 
定理 7.2.4 设 .名 是 有 限 维 线性 空间 V 上 的 线性 映射 下 是 .如 的 不 变 子 
空间 . 将 多 的 基 Mi = {1g1,… am 扩充 为 子 的 基 M = {ey,… ,Gms,… ,0,}， 则 
.多 在 基 M 下 的 矩阵 为 准 上 三 角形 


_ A A (7 2 6) 
-| oo 4 .2. 
其 中 A411€ fF”"*" 是 .%|w 在 基 Mi 下 的 矩阵 . 


如 果 Ms = | ,1,… ,C1 生成 的 子 空间 UV 也 是 .名 的 不 变 子 空间 ， 则 .如 在 
M 计 下 的 矩阵 上 共有 准 对 角形 
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4 = (7.2.7) 
OO 42 


其 中 4 ，42 分 别 是 .如 w，. 避 | 在 基 M;，M, 下 的 矩阵 . 
反 过 来 ， 如 果 线 性 变换 . 罗 ，T 一 -在 了 的 基 M = i@;,… ,| 下 的 矩阵 具有 


Bi B 
| 1 | (7.2.8) 
O 了 2 


其 中 BE HE ， 则 下 = on) 是 .多 的 不 变 子 空间 . 
证 明 ”对 每 个 1<j<m， 由 于 ojE 克 ,Co)E 丈 ，.Ao) 是 Mi 的 线性 
组 合 


[三 


(0;) = au t+ An 
它 在 基 M 下 的 坐标 为 4; = (a1;,…,am;0,…,0)”， 最 后 n -~ m 个 分 量 是 0. 因 
此 .如 在 基 M 下 的 矩阵 4 的 前 m 列 41,4,,… ,4 的 最 后 n ~ m 个 分 量 都 是 0,4 
具有 形式 


Q11 Ulm Qi,m+l1 Qin 

A GQml 及 抽 Cmm Gm,m+l 上 Qmn Al Alz 
0 团 抽 0 Cm+lm+l 团 抽 Qm+l1,n 0 Ay 
0 机 0 Cn ,mr+l 机 Qnn 


其 中 A11 = (ay)wxn 是 .如 在 基 Mi 下 的 矩阵 . 

如 果 U = V(e@, ;1,… ,0,) 也 是 . 必 的 不 变 子 空间 , 则 @€EU(m+ls<jsgn) 
的 像 . 儿 oj)E 0， 都 是 M, 的 线性 组 合 ， 前 m 个 分 量 为 0. 也 就 是 说 4 的 后 
nm 列 的 前 m 个 分 量 为 0，A41, = 0O，4 为 (7.2.7) 中 所 示 的 准 对 角 和 矩阵 ， 其 
中 42 = (ai)nyisijsn 为 .如 | 在 基 M2 下 的 和 矩阵. 

设 线性 变换 . 罗 在 基 M = fei,…，,ecsi 下 的 矩阵 B 具有 (7.2.8) 所 说 形状 ， 
则 说 明 . 玉 a)(1s<jsm) 的 最 后 n - m 个 分 量 等 于 0,， MH)EW=V(gi,*…， 
Qn). 每 个 EW 是 a (1<js<m) 的 线性 组 合 ， 因 而 .%(@) 是 WW 中 的 向 量 
.2(Q@j)(1<js<m) 的 线性 组 合 ， 含 于 WW， 这 说 明了 WW 是 .如 的 不 变 子 空间 . 口 

推论 7.2.1 设 . 名 是 了 上 的 线性 变换 ， 了 是 不 变 子 空间 Wi,…, 到 的 直 
和 . 取 每 个 刺 的 一 组 基 M;， 依 次 将 M1,…,M, 的 向 量 排列 起 来 组 成 了 的 基 1 . 
则 . 允 在 基 凡 下 的 和 矩阵 为 准 对 角 和 矩阵 | 

diag( A1,… ,A,) 
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其 中 每 个 4; 是 .名 | w 在 基 Mi 下 的 矩阵 ，Y 1 < i<t. 
证 明 当 !=2 时 结论 是 定理 7.2.4 的 一 部 分 .对 1 作 数 学 归纳 法 容易 证 
明 命 题 对 任意 正 整 数 ; 成 立 ， ” 口 
推论 7.2.2 设 4 是 n 阶 复方 了 泗 , 记 V=C”"*!,，.%B: V>V,， XX 一 4AX， 则 
.名 可 对 角 化 会 了 是 .名 的 一 维 不 变 子 空间 的 直 和 . 
证 明 4 可 对 角 化 呈 存 在 . 必 的 特征 向 量 X,,… ,XX, 构成 了 的 基 
人 V 是 . 避 的 一 维 不 变 子 空间 FX ,…, FX 的 直 和 各. 


习 题 7.2 


1. 设 了 的 线性 变换 .名 的 特征 多 项 式 p sa) = (XA-20)"…(A 和 A.)”， 其 中 X41,… ,两 
两 不 同 . 仿照 §6.7 定理 6.7.2 的 证 明 ,， 证 明 每 个 eg 和 了 可 写成 gw = wj +…+ oa 的 形式 使 
QE Ker(. 如- A )™. 

2. 设 n 维 复线 性 空间 V 上 线性 变换 .%，. 罗 乘法 可 交换 ， 求 证 : .加 的 特征 子 空间 和 根 
子 空间 都 是 . 罗 的 不 变 子 空间 . 

3. 设 .如 ，, 罗 是 复线 性 空间 上 的 线性 变换 且 . 友 罗 = .家 名. 求证: .多 ，. 罗 有 公共 的 特征 向 量 . 

4. (1) 设 .多 ， 罗 是 奇数 维 实 线性 空间 了 上 线性 变换 且 .名 罗 = .办 名 ， 求 证 : .如 ，. 罗 有 公 
共 的 特征 向 量 . 

(2) 设 .&,(iE€ 门 是 奇数 维 实 线性 空间 V 上 一 组 两 两 可 交换 的 线性 变换 ， 求 证 :; 所 有 的 
Gi(iE€ 7 有 公共 的 特征 向 量 . 


$7.3 循环 子 空 间 


我 们 将 线性 变换 .名 作用 的 空间 了 分 成 了 根子 空间 的 直 和 ， 就 相应 地 使 .有 
的 矩阵 4 成 为 准 对 角 算 阵 diag( 41,… ,4,)， 其 中 每 个 对 角 块 4, 的 大 小 等 于 相 
应 的 根子 空间 WW 的 维 数 . 我 们 希望 能 将 WW 再 分 解 为 更 小 的 不 变 子 空间 的 直 
和 ,使 4; 成 为 更 小 的 对 角 块 组 成 的 准 对 角 和 矩阵 如果 能 将 WW 分 解 为 一 维 不 
变 子 空间 的 直 和 ， 就 能 够 使 4; 成 为 对 角 和 矩阵 .但 一 般 来 说 做 不 到 这 一 点 ， 退 
而 求 其 次 ， 我 们 希望 将 每 个 W 分 解 为 一 些 更 小 的 不 变 子 空间 了 ;的 直 和 ， 使 每 
个 .用 | w 的 矩阵 在 适当 的 基 下 成 为 Jordan 块 ， 从 而 .名 的 矩阵 成 为 Jordan 形 

1. 由 根 向 量 生成 的 循环 子 空间 

在 $7.1 的 各 个 例子 中 我 们 看 到 ， 在 属于 特征 值 1; 的 根 向 量 在 .多 - ;9 的 
各 次 寡 的 作用 下 产生 的 向 量 

0 一 (. 名 -MG 8) 一 (AiG)CB)<B 

生成 的 子 空 间 U 中 ，. 吉 的 限制 .g| 的 矩阵 可 以 是 jordan 块 . 下 面 来 证 明 这 个 


绪论， 
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定理 7.3.1 设 .如 是 了 上 线性 变换 ,有 户 是 .名 的 属于 特征 值 a 的 m 次 根 向 
量 ， 即 (. 如 - aG)m(1) =0z#(. 多 - a9)"-1()， 对 每 个 1<igsm,， 记 Ci; =(.% 
-a7F)” (PB). 则 

(1) Qi,…, an 线性 无 关 ， 组 成 子 空间 U= Y(ai,…，,an) 的 一 组 基 M1. 

(2) U 是 .如 的 不 变 子 空间 . .如 lv 在 基 Mi = {01,… ,6 | 下 的 矩阵 BB 是 
Jordan 块 


Jn(a)= 1 


a 
证 明 (1) 为 叙述 方便 ， 记 wo =0， 则 每 个 
Qi= (BaF)( BB- 07) "(PB) (Isisgm) 
被 . 台 - a.7 作 用 到 (.8- aF9)" "(Bp)=0;-1， 即 
Qn 
我 们 证 明 cwi ,0;，… ,0m 线性 无 关 . 设 x1,… ,xnEC 满 足 条 件 
XiQ1+ X202+ + Xam=0 (7.3.1) 
如 果 xi,… ,x 不 全 为 0， 设 其 中 最 后 一 个 不 为 0 的 是 x， 即 x #0 = xi41 
=… = xn. 于 是 (7.3.1) 成 为 
XIQG1+ X20 + + x = 人 0 (7.3.2) 
用 .如 - a 连续 作用 -1 次 ， 将 Qi,… ,0 -1 都 变 为 0，@s 变 为 a;， 则 (7.3.2) 
变 为 


Xi =0 

由 @1 #0 即 得 x = 0， 与 原 假定 矛盾 .这 就 证 明了 所 有 的 x; ,… ,x 都 必须 
为 0，&1,… ,Cn 线性 无 关 ， 组 成 所 生成 的 子 空间 U0 的 一 组 基 . 

(2) 对 每 个 1<is<sm， 有 (.%8~- a9)(@;) = Qi_1， 因 此 4B(@Q1) = aQi+ Qi -1 
EU .如 将 U0 的 基 向 量 g1,… ,Qa 映 到 U 中 ，U 中 所 有 的 向 量 都 是 这 些 基 向 量 
的 线性 组 合 ， 也 仍 被 映 到 U 中 . 因此 UV 是 . 避 不 变 子 空间 . 且 由 

a 1 


a 
.| WO 0 0) 一 (@1, 02，… , Om) 


=(@1,02,. ,0n) Tn a) 
知道 .如 |w 在 基 Mi = {a ,… ,Ql 下 的 矩阵 是 Jordan 块 J,(&). 
定理 7.3.1 中 证 明了 wo ,oa ，… an lan 即 
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(BaF7)™" UB), (BaF)™ (BP), (GB- a9)(p), BP 
生成 的 子 空间 U 是 .名 不 变 子 空间 ， 反 过 来 ， 如 果 .如 不 变 子 空间 更 包含 p， 
然 包含 .Z(1) - aB = (. 如 - a7)(B)， 进 而 包 合 (.%&- a.9F) (8)， 人 此 闫 准 。 W 
包含 所 有 的 (. 召 - aF)*(B)(E 为 任意 正 整数 )， 这 说 明了 下 包含 所 有 的 @,， 
0, ,oa ， 从 而 包含 它们 所 生成 的 子 空间 VU、 可见 U 其 实 是 包含 的 
最 小 的 如 不 变 子 空间 .一般 地 ， 我 们 有 : 

定义 7.3.1 设 . 如 是 数 域 上 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ，SCV， 则 了 中 
包含 $ 的 全 体 .如 不 变 子 空间 的 交 仍 然 是 包含 $ 的 .名 不 变 子 空间 ， 因 此 是 包 
含 5 的 最 小 .名 不 变 子 空间 ， 称 为 由 $ 生成 的 .名 不 变 子 空间 . 特别 ， 由 Y 中 
一 个 向 量 生成 的 .名 不 变 子 空间 称 为 循环 子 空 间 (cyclic subspace). 口 
由 定理 7.3.1 知道 ， 如 果 能 够 将 .名 作用 的 线性 空间 了 的 每 个 根子 空间 W 
分 解 为 - 些 循环 子 空间 的 直 和 ， 在 每 个 循环 子 空间 中 按 定理 7.3. 1 所 说 方式 先 
取 基 ， 则 .名 的 矩阵 就 成 为 Jordan 标准 形 . 
2. 任意 向 量 生成 的 循环 子 空间 
我 们 知道 : 由 数 域 上 线性 空间 TV 的 任意 子 集 $ 生成 的 子 空间 V(5) 由 5 
的 全 体 线 性 组 合 组 成 ， 一 个 向 量 B 生成 的 子 空间 由 的 所 有 标量 倍 ap (a € 下 ) 
组 成 ,很 自然 要 问 : 由 $ 生成 的 .名 不 变 子 空间 由 哪些 向 量 组 成 ? 由 及 生成 的 
循环 子 空 间 由 哪些 向 量 组 成 ， 显然 ， 当 有 =0 时 零 空 间 就 是 包含 B 的 最 小 的 不 
变 子 空间 . 因此 ， 只 需 考虑 pz0 的 情形 . 
引 理 7.3.2 设 了 是 数 域 尺 上 线性 空间 ，. 名 是 了 上 的 线性 变换 ，0 关 PE 7， 
U 是 B 生成 的 循环 子 空间 . 则 
于 人 和 数 ) 生 成 说 了 间 . (约定 .= 2)， 
= |f(.8)(B)|f(4)E€ FL[4]1， 其 中 F[4] 是 系数 在 FF 中 、 以 4 为 字母 的 
公休 多 机 组 成 的 集合 
证 明 由 于 U0 是 包含 bp 的 不 变 子 空间 ， 
8E UA BE UA A BP)) = .2B E VU 
对 非 负 整数 用 数学 归纳 法 ， 可 以 证 明 .%B*(B)E UVU .从 而 U 包含 所 有 这 
些 .BH(B) 的 线性 组 合 
coB + ci BB) + + cr Br(B)= (2)(B) 
其 中 f(X)= cotcAt+cArE FIA]. 
容易 验证 集合 U1 = |f(.%)(B)|f(4)E F[A]| 是 . 必 不 变 子 空间 . 由 UI CU 
及 UV 的 最 小 性 知道 U= Ui， 且 VU 由 所 有 的 .2*(B)(k 是 非 负 整 数 ) 生 成 . 
由 于 生成 的 .如 的 循环 子 空间 等 于 {f(.z)(B) |f(4)E F[4]|， 我们 将 它 
记 作 FL.%&]p. 
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虽然 循环 子 空间 严 [. 如 ] 有 是 由 向 量 组 $= 1 有 .BCB) ,你 ( 有 ) ,生成 的 

空间 ， 但 在 有 限 维 空间 了 中 的 无 限 集合 $ 线性 相关 ， ， 我 们 着 望 从 中 取 遇 
mp 的 一 组 基 . 存在 最 大 的 正 整数 m <dimV 使 5 的 前 m 个 向 量 p,.%(PB),… 
.An(B) 组 成 的 向 量 组 Mi 线性 无 关 ， 从 而 5 的 前 m+ 1 个 向 量 p,.%(P),…， 
.mr(1) 组 成 的 向 量 组 S, 线性 相关 .我 们 证 明 Wi 组 是 FL.%&]P 的 一 组 基 . 

由 于 ,2B(B),…,.AB"(B) 线 性 相关 ， 存 在 不 全 为 0 的 co,cl,… ,cmnEF 使 

coB + cB(B)+:+ cen"(B)=0 (7.3.3) 
即 f(.%)(B)=0,， 其 中 多 项 式 f(4) = co+cl+…+enEFLA 不 为 零 . 

由 于 8,.Z(pB) ,…，, 名 -1(B) 线 性 无 关 ， 因 此 cz0.，f/(4) 是 m 次 多 项 式 . 
可 见 ，S= 18,.G(1) ,全 (有 ) ,中 前 大 +1 个 向 量 线性 相关 人 存在 次 数 
不 超过 的 多 项 式 f(4)E FL4j] 使 f(.%)(B) =0 .在 第 6 章 86.7 中 我 们 将 满足 
条 件 f(. 必 ) =0 的 非 零 多 项 式 f(a ) 称 为 .名 的 零 化 多 项 式 ， 对 于 满足 条 件 态 . ) (PB) 
=0 的 多 项 式 f(%)， 类 似 地 有 : 

定义 7.3.2 设 . 如 是 数 域 上 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ，0zBEV， 满足 
条 件 

-GE)(B)=0 
的 非 零 多 项 式 /A) 称 为 有 (相对 于 .如 ) 的 零 化 多 项 式 (annihilator) ， 其 中 次 数 最 
低 的 首 一 的 零 化 多 项 式 称 为 B( 相 对 于 .如 ) 的 最 小 多 项 式 (minimal polynomial ) ， 
记 作 dp(A)， 在 .如 给 定之 后 也 可 简 记 为 dz(2). 

设 f(4) 是 了 (相对 于 .加 ) 的 任意 一 个 零 化 多 项 式 ， 用 最 小 多 项 式 dp (4 ) 除 
f(4) 得 到 商 g(4) 和 余 式 r(4)， 则 
(2)=/(4) -gq(4)dp(A) 从 而 r(AB)(B)=f(.B) (BP) - gq(.B) dg(B)(B)=0 
由 d4(24) 的 次 数 最 低 可 知 r(X)=0 ， 这 说 明 PB 的 所 有 的 零 化 多 项 式 都 是 最 小 多 
项 式 的 倍 式 . 由 此 也 说 明了 最 小 多 项 式 dg (%) 的 唯一 性 . 

. 避 的 最 小 多 项 式 d zs(4) 是 VV 中 所 有 向 量 和 的 零 化 多 项 式 ， 因 此 是 所 有 
dp (4 ) 的 售 式 . 

定理 7.3.3 设 . 名 是 数 域 Ff 上 nn 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ，0 关 PE TY， 

dp(A)=ao+aiA + 十 am 1 十 和 
是 有 相对 于 .名 的 最 小 多 项 式 . 则 

(1) Mi = 1B,.2(B),. 有 (BP),…,.%"-!1(B)| 是 循环 子 空间 U = F[.&]P 的 
一 组 基 . 

(2) .| 在 基 M1 下 的 矩阵 为 


41 = - ， (7.3.4) 
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证 明 (1) 先 证 明 Wi 线性 无 关 . 设 oo8 + cAB(B)+… +cn_1%"-1(B) 
=0. 即 f(.%)(B)=0 对 f(A)=cotcA+ +cn_14”-1€ F[A] 成 立 ， 如 果 
JaA) 关 0， 则 AAA) 是 B( 相 对 于 .多 ) 的 零 化 多 项 式 且 次 数 低 于 m， 与 dp (4 ) 是 最 
小 多 项 式 矛 盾 . 因此 FM) =0，c=0 对 0<jism-1 成 立 , 这 说 明 Mi 线性 
无 关 . 

再 证 明 Wi 生成 的 子 空间 Ui = V(p,.4B(B),. 作 (了),…,.B"”-1( 让 )) 是 .如 不 
变 子 空间 : 

.名 将 Ui 的 基 向 量 .A!(B)(0<k<m-2) 映 到 B11()EU; 

.如 将 局 的 基 向 量 .3B”-1() 映 到 .名 (8B)， 由 

d a( EB)B =(ao7+ ai- 名 +…+an_ 1B" "1+.8")p 
= aoP + al.E(B) + …+ an_1.2"-1(B) +.%"(B)=0 
知 .BZ"(B)= -aop- ac-EC1)-…-an-l4" ICpB)ED， 

因此 .名 将 Ui 的 基 向 量 .2(B)(0< < m -1) 都 映 到 Ui 中 ， 从 而 将 局 映 
到 Ui 中 ， 这 证 明了 Ui 是 包含 的 .如 不 变 子 空间 . 由 Vi CU 及 U 是 包含 B 
的 最 小 的 .名 不 变 子 空间 知 VU, = U，M1 是 U 的 基 . 

(2) 由 .如 | ov(AB1(B))= .Bi*1(B)(0<isgm-2) 及 

.Bo PB))= -a0B - a E(B)- an 1B"-1(B) 
知 .名 | 在 基 Mi 下 的 矩阵 为 (7.3.4) 所 说 的 4;， 口 
例 1 求 定理 7.3.3 中 (7.3.4) 的 矩阵 4; 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 . 
解 4| 的 特征 多 项 式 


A ao 
-1 ai 
Pa, (4) = det(AT - 41) = ， 
-1 A+dan 1l 
对 i=1,2,…,n -1， 依 次 将 第 - i+1 行 乘 * 加 到 第 n -i 行 , 得 到 
0 A"+an-12" lt + aA+ao 
-1 
?4(4)= 0 2+a IA+ a 
~1 A+amn-l 


因此 wa (4) =A"+an-iA" ++aA+ ao. 
Al 的 最 小 多 项 式 wa (4 ) 是 94a,(4) 的 因 式 ， 
男 一 方面 ， 由 于 4; 是 定理 7.3.3 中 .|, 的 矩阵 ， 
da (A1) =0 一 du ( -| v) = 0 一 da (2)(B) =0 


“8$7.4 Jordan 标准 形 383 


一 必 (4) 是 d za,8(4) 二 A™ + an_124™-! 十 "十 CI 从 十 C0 的 倍 式 . 


这 迫使 Wi (2) = "+an-7 yaA+ao=gh(A)=dp(A). 


习 题 7.3 


1. 设 .名 是 线性 空间 的 线性 变换 ,U 是 Bz0 生成 的 .如 循环 子 空间 .求证 :B 相对 于 .如 
的 最 小 多 项 式 d yp(4) 等 于 .| 0 的 最 小 多 项 式 . 
2. 设 


1 一 on-1joxn 

利用 矩阵 运算 直接 证 明 : 4 的 最 小 多 项 式 等 于 它 的 特征 多 项 式 . (提示 :对 次 数 低 于 
的 非 零 多 项 式 AAA) ,证明 /( 4) 的 前 n -1 列 不 全 为 零 ). 

3, 设 .如 是 复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 ，B 是 .名 的 属于 特征 值 a 的 m 次 根 向 量 . 求 有 
相对 于 .名 的 最 小 多 项 式 yp(24). 

4. 举 出 满足 下 面 的 条 件 的 例子 : 

(1) 线性 变换 .名 的 两 个 循环 子 空间 Ui，UVs,, 其 中 0z UCUH UxU. 

(2) 非 零 向 量 ci 生成 线性 变换 .多 的 循环 子 空间 丰 ，ow& 山 ， 但 ws 生成 的 循环 子 空 
间 U, 与 Ui 的 和 不 是 直 和 ， 

5. 设 X1，,… ,4, 是 线性 变换 .名 的 不 同 的 特征 值 ，ci,az,…,w, 分 别 是 属于 这 些 特征 值 的 
特征 向 量 . 求证 : w+ … + wo 生成 的 循环 子 空 间 7 = Fa 四 … 四 Fa,. 

6. 设 向 量 gw， 甩 相对 于 线性 变换 .的 的 最 小 多 项 式 de(A) 与 dp(4) 互 素 . 求证 : F[.Z]e 
BFLIZ]IBP= Fla+ Bp]. 
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本 节 可 以 证 明 关于 线性 变换 以 及 和 矩阵 相似 的 主要 定理 : 

定理 7.4.1 设 . 名 是 有 限 维 复线 性 空间 了 上 的 线性 变换 . 则 存在 一 组 基 
1 使 .名 在 玉 下 的 矩阵 是 Jordan 形 矩 阵 J. 

对 任意 复方 阵 4， 存在 同 阶 可 道 复方 阵 P 使 P-14P 是 Jordan 形 和 矩阵 J. 

如 果 不 计较 Jordan 块 的 排列 顺序 ， 则 上 述 J 分别 由 线性 变换 .名 和 方 阵 4 
唯一 决定 . 口 

由 于 每 个 复方 阵 都 相似 于 唯一 的 Jordan 形 和 矩阵 ， 因 此 Jordan 形 矩 阵 可 以 作 
为 相似 等 价 类 的 代表 ， 称 为 Jordan 标准 形 (Jordan canonical form). 

本 章 定理 7.1.1 已 经 指出 ， 如 果 复 方 阵 4 粗 似 于 Jordan 形 和 矩阵 J， 就 可 以 
通过 计算 各 个 rank(4 - 2) 来 计算 了 中 所 含 Jordan 块 J。 (1 ) 的 个 数 ， 这 说 明 
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了 : 如 果 不 计 较 Jordan 块 的 排列 顺序 ，J 由 4 唯一 决定 . 同样 ， 线 性 变换 .各 
的 Jordan 形 矩 阵 J 由 .在任 一 组 基 下 的 和 矩阵 4 唯一 决定 ， 因 而 由 ,名 唯一 决 
定 ( 不 计 Jordan 块 的 顺序 ). 因此， 定理 7.4.1 中 关于 Jordan 标准 形 唯 一 性 的 结 
论 已 经 知道 了 . 以 下 只 需要 证 明 每 个 复方 阵 相 似 于 Jordan 标准 形 . 

线性 变换 .名 所 作用 的 复线 性 空间 了 可 以 分 解 为 根子 空间 WW 的 直 和 .由 
8 7. 3 的 讨论 知道 : 只 要 能 将 每 个 WW 分 解 为 循环 子 空间 W; 的 直 和 ， 则 每 个 
.人 名 | w 在 适当 的 基 下 的 矩阵 4; 就 是 Jordan 块 ，, 台 的 矩阵 就 是 以 这 些 Jordan 块 为 


对 角 块 的 准 对 角 和 矩阵 ， 即 Jordan 形 和 矩阵 . 
每 个 琴 满 足 条 件 (. 名 - 49)" W =0 9 即 用 2 二 今 对 区 三 (. 吉 - Ai7) | Ww 


成 立 ，. 罗 是 宕 零 线 性 变换 ， 特 征 值 全 为 0， 只 要 在 适当 的 基 下 使 .多 的 矩阵 为 
特征 值 全 为 0 的 Jordan 形 和 矩阵 B;， 则 .| w 在 同一 组 基 下 的 矩阵 为 ML+ B;， 是 
特征 值 全 为 4; 的 Jordan 形 和 矩阵 因此， 我 们 先 证 明知 零 线 性 变换 .多 在 适当 的 
基 下 的 矩阵 是 Jordan 标准 形 ， 再 由 此 推出 定理 7.4.1 对 复数 域 上 任意 线性 变换 
成 立 . 

定理 7.4.2 设 数 域 上 nn 维 线性 空间 多 的 线性 变换 .多 的 特征 值 全 为 零 . 
则 存在 WW 的 基 使 .多 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 Jordan Wd 

J = diag(. 【《0) ， ,J 《0)， 相 nm 《0) ) 

其 中 d 是 特征 子 空间 Ker. 多 的 维 数 . 而 下 是 a 个 循环 子 空间 的 直 和 . 

证 明 存在 正 整数 m 使 . 罗 ”= Gz.B"-i1， 如 果 m=1， 则 . 罗 = CGB， 在 任何 
一 组 基 下 的 矩阵 都 是 零 ， 已 经 是 Jordan 标准 形 . 因此 只 需 讨 论 m 二 2 的 情形 . 
只 要 能 找到 丈 的 一 组 基 


M= {wlisisd,ls<js<ml 


使 0<— Wj Wi Win, 
0< Wall22A < Wam, 

(7.4.1) 
0 wa wa Wam, 


(其 中 的 箭头 一 表示 .多 的 作用 )， 则 其 中 每 一 行 的 基 向 量 生 成 的 子 空间 就 是 由 
该 行 最 右边 的 向 量 win 生成 的 .多 的 循环 子 空间 ， 色 是 这 些 循 环 子 空间 的 直 和 . 
注意 : 基 M 中 的 向 量 的 排列 顺序 为 ， 先 排 第 一 行 wil, wa，…，win， 再 排 第 二 
行 w21, wz，… ,wzm,， 由 上 到 下 逐 行 排列 ， 最 后 排 第 d 行 wal, wa, ,Wan . : 罗 
在 这 组 基 M 下 的 矩阵 是 Jordan 形 算 阵 

= diag( Jm (0) ，… , Jn (0)) 
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于 是 ， 问 题 归 结 为 寻找 (7.4.1) 所 说 的 基 1 . 

第 1 步 将 Ker 罗 的 基 依 次 扩充 为 Ker 罗 :(i = 1,2,…, 普 ) 的 基 ， 得 到 WW= 
Ker. 多 ”的 一 组 基 M,. 

易 见 

Ker.HC Ker.B’ CKer 罗 3 C: CKerB"™- IC KerB™ = W. (7.4.2) 

由 于 . 罗 ” !' 关 C= .2Z"， 存 在 向 量 @€ WW 使 多" (Co) 关 0 =. 罗 "(@)， 从 而 
轴 全 1( 罚 ” 0)) 0= 罗 *(. 罗 "-*(&)) 对 每 个 1<h<m 成立 ,可 见 罗 ”-*(@) 
含 于 Ker. 用 * 而 不 含 于 Ker. 罗 '-!， 这 说 明 Ker.2B*-! 真 包含 于 Ker.2. 

对 每 个 1<i<m, 记 7 = dm KerB', 则 0<rn<m<<rm=n. 

我 们 可 以 取 Ker 罗 的 一 组 基 MI = 15 B. 1 依次 扩充 为 Ker 多 2? ,Ker. 罗 3 …， 
Ker 罗 "的 基 M2, M;,…, M,, ， 最 后 得 到 到 = Ker 罗 ”的 一 组 基 M。= 18 ，…， 
B,|}， 其 中 前 x 个 向 量 组 成 Ker.B' 的 基 AM,，Y1<k<m. 将 M, 中 的 各 向 量 
排列 如 下 表 : 


Ma=| i : Bb. (7.4.3) 


其 中 前 上 左 列 的 向 量 组 成 Ker.2! 的 基 ， 第 列 的 向 量 个 数 di = rr_1>0,， Yl 
去 大 过 不 (约定 . 罗 0 = Ker.2Z" = 10| ,ro=0, 这 样 也 有 dj=r-ro=7.) 

我 们 希望 调整 (7.4.3) 中 的 基 M,, 各 列 的 向 量 ,使 第 2 至 列 中 的 每 个 向 
量 经 过 .多 的 作用 之 后 变 成 与 它 同 一 行 中 的 左面 的 那个 向 量 ， 如 下 表 所 示 : 


Br Pi 人 PB: ,+ PB, :+ 


BY 一 有 


1 =| : : : PB. (7.4.4) 
: : TB 
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将 这 个 M; 按 行 排列 顺序 ， 就 得 到 符合 (7.4.1) 要 求 的 基 M. 

不 妨 将 (7.4.3) 中 的 1 的 第 k 列 (1 <k<m) 的 向 量 按 从 上 到 下 的 顺序 排列 
而 成 的 序列 记 为 5S;. 则 S54 中 的 向 量 含 于 Ker 罗 4 而 不 含 于 Ker 罗 5 

第 2 步 可 以 将 M, = S1U…U 5 的 任何 一 列 S,(1<k<m- 1) 调整 为 


| 
Si = _ 
SE 


对 每 个 1<ksm-~1， 由 于 第 +1 列 S ,1 中 各 个 向 量 都 含 于 KerB*+1， 
它们 在 . 罗 作 用 下 的 像 所 组 成 的 集合 .XK 5; ,1) 含 于 Ker.2*. 

我 们 证 明 : Ker. 罗 *-! 的 基 MM;_1 添 加 .2( 5 ,1) 得 到 的 集合 线性 无 关 ， 因 而 
可 以 再 添加 某 个 向 量 组 SXY 扩充 为 Ker 多 4 的 一 组 基 Mi = NM U.S US 


AM S141) 


来 代 蔡 Mi ,从 而 用 Si = | je Si 
让 


个 结论 的 证 明 要 用 到 第 6 章 $6.3 的 如 下 引 理 ;: 

站 6.3.2 设 .%:U->V 是 数 域 记 上 有 限 维 线性 空间 之 间 的 线性 映射 ,M6 
是 Ker 名 的 一 组 基 ,$ 是 U 的 一 个 向 量 组 . 记 M = MoU 5S 为 Mo 添加 5 得 到 的 向 
量 组 . 则 : 

(1) M 线性 无 关 信 .人 帮 S) 线 性 无 关 ; 

(2) MM 是 U0 的 基 S.&(5) 是 Im%=.&(U) 的 基 . 口 

对 每 个 1<k<m -1， 对 线性 映射 .3B,: Ker 罗 +1! 一 ，B 一 .2Y(B) 应 用 引 
理 6.3.2， 由 于 Mi 是 Ker = Ker. 罗 “+1 门 Ker. 侣 = Ker 罗 + 的 基 ， 而 计 , 添加 
Si41 得 到 Ker. 罗 **! 的 基 ， 由 引 理 6.3.2 知道 .Zi( Si,1) = . 罗 *( 5,, 1) 线性 无 关 . 
再 对 线性 映射 .B11: Ker 罗 “一 WW Pr>. 罗 -1() 应 用 引 理 6.3.2， 由 于 
Bi B541)) =.B (WS, ,1)) = B! (Si ) 线 性 无 关 ，Ker .名 _1 = Ker. 罗 *-! 的 
基 Mi -添加 .于 S% ,1) 得 到 的 向 量 组 线性 无 关 ， 可 以 添加 某 个 向 量 组 SX 扩充 为 
Ker 双 “的 基 Mi = M;_1U MS,,1)U SY， 

实际 上 ， 由 于 Mi US 是 Ker . 罗 * 的 基 ， 由 引 理 6.3.2 知 .34.1(5;) 是 
Im. -4-1 的 基 ， 由 Im .%, _1 的 线性 无 关 向 量 组 . 刀 _1(. 冬 54,1)) 扩 充 得 到 的 4 ， 
(. 现 5641))U.Ai,-_1(5i) 的 极 大 线性 无 关 组 .8; (2 Si ,1))U.zB,_1(5S7 ) 就 是 Im 
.名 -1 的 一 组 基 ， 其 中 Sk 是 5; 的 一 个 子 集 ， 再 由 引 理 6.3.2 知 .多 (SU SS 添 
加 在 M,_1 上 得 到 Ker .多 * 的 一 组 基 M';， 也 就 是 说 ; 可 以 用 .多 (S ,1) 添 加 8 的 


(S101) 
某 个 子 集 8* 得 到 新 的 一 列 5 -[” > “7 jms 全 Si. 
OF 
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将 M = Si1… U 5 的 第 上 列 S 替换 成 Si、 其 余 各 列 不 变 ， 得 到 向 量 组 
让 = SiU… 了 US'4U…U 5,， 还 需 证 明 ; 对 每 个 1<i< m，MM, 的 前 i 列 组 成 
Ker .多 ; 的 一 组 基 . 由 于 前 -1 列 不 变 ， 当 i<k-1 时 用 的 前 i 列 与 MM， 相 
同 ， 仍 组 成 Ker .2i 的 基 M,， 当 i = k 时 MY,, 的 前 列 组 成 Ker . 罗 ' 的 基 M%， 当 
i > 上 时 ， 由 于 Ker .多 ! 的 基 计 ; 添加 5; ,1U…U 5; 得 到 Ker . 罗 ': 的 基 Mi， 由 引 理 
6.3.2 知道 .多 * (Si ,1U…U Si) 线 性 无 关 ， 这 又 反 过 来 说 明 Ker .多 “的 另 一 组 基 
NM 添加 SU…US; 得 到 的 My 也 是 Ker .多 : 的 基 ，M' 就 是 MY,, 的 前 i 列 组 成 
的 集合 ， 这 就 证 明了 用, 确实 满足 M,, 所 满足 的 所 有 条 件 ， 可 以 取代 M,. 

第 3 步 ” 按 k=m,m -1,…,2,1 的 顺序 依次 将 基 M = S1U… 了 U 5 的 每 一 
BSi+1) 


x 


k 


列 Si 换 成 S = | | 得 到 所 和 需 的 基 M' 使 多 的 矩阵 是 Jordan 形 . 


罗 (5%) 


关 
m-l 


取 S%=$. 对 k=m-1， 由 第 2 步 知 可 用 适当 的 | jee 


Sn-1, 其 中 SiL1C Sn_1. 一 般 地 ， 设 已 经 分 别 用 Ss Sn-_1, …，S%41 取 代 
. 罗 (S 1) 


x 
i 


了 S，， 9 1， 9 4119 | 冉 吉 1<ien -1 成， 其 中 


BB( S41) 
Sr” CS;， 则 由 第 2 步 知 可 用 适当 的 | Ss Re Si， 其 中 SX C5. 
重复 此 过 程 直 到 k=1 为止 最 后 就 得 到 符合 (7.4.4) 的 要 求 的 一 组 基 
B"H) < (5) 二 和) 一 3。 
BB") FB" (SL) 一 31 
M’ = : : : 
有 57) 一 $2 
Sr 
将 它 按 行 排列 得 到 多 的 基 M，. 罗 在 M 下 的 矩阵 就 是 所 需 的 Jordan 形 和 矩阵 ， 轴 
等 于 5S, U S*_1U…U S72 USr 中 的 各 向 量 生成 的 循环 子 空间 的 直 和 ， 
定理 7.4.2 的 证 明 是 构造 性 的 证 明 ， 给 出 了 求 WW 的 基 M 使 宕 零 线性 变换 
.多 的 矩阵 为 Jordan 标准 形 的 算法 ， 也 给 出 了 将 克 分解 为 循环 子 空 间 的 直 和 的 
算法 .具体 计算 时 ， 其 中 的 各 个 SX (1<k< m) 可 以 用 如 下 算法 得 出 : 
在 向 量 组 
7 了 = .B71(S) UB" (SU 罗 生 (SU 和 3)USi 
中 从 左 到 右 依 次 选取 向 量 组 成 7 了 的 极 大 线性 无 关 组 
T* =.B" 1 (Si)U .BS UB (SE UU RAS )U Sr, 
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其 中 Si = 18ES| 8)ET7T | 


记 8S = SX = Sn 且 对 每 个 ls<ks<sm-1 记 S%=. 罗 "(5S»)U.…U 
觅 SF,DU S77, 则 . 罗 和 -1(5S4) = . 罗 *-!(. 罗 ( 54,1)U S57) 是 由 线性 无 关 集 合 
BS41) = (UU) 在 .多 "(S%41)U.B*-1( S54) 中 扩充 
得 到 的 极 大 线性 无 关 组 ,而 54=. 秽 544,1)U S77 成立， 这 说 明 Sf (1<k<m) 符 


合 定理 7.4.2 的 证 明 第 3 步 的 要 求 ， 下 等 于 
S=S*USrL UUSrU..Usy Usr 
中 各 向 量 生 成 的 循环 子 空间 的 直 和 . 


例 1 求 


OO OO Oo ~ 


OO OO OOD- 


1 1 1 1 
0 1 2 3 
2 .0 1 -1 
0 2 1 2 
0 0 2 0 
0 0 0 2 


的 Jordan 标准 形 J]， 并 求 可 逆 方 阵 P, 使 P 4P= 了. 


解 4 的 特征 多 项 式 p(X) = (% --1)(4 -2)”， 特 征 根 为 1 (1 重 ), 2 (5 


重 ). 


设 了 = Fe*! 是 任意 数 域 上 的 6 维 列 向 量 空间 ，.z 多 :下 F> 4 下 是 了 的 线性 


变换 . 


属于 特征 值 1 的 根子 空间 Wi = Ker (. 名 - 9) 为 1 维 ， 解 方程 组 (4 - 站 于 = 


0 得 基础 解 | = (1,0,0,0,0,0)7 ， 组 成 多 | 的 一 组 基 ， 满 足 条 件 AX1 =  ， 
属于 特征 值 2 的 根子 空间 W, 为 5 维 . 计算 可 得 : 


-1 
0 


SO OO OD 


OO OO OO SOOO- 


1 


SO OOOO ~ 


2 
1 
1 
0 
0 


(4 -21) = 


OO OD 一 


SO OO OorF— 


1 -1 
0 0 
，|o 0 
(4-21 = 0 
0 0 
0 0 
1 10 -2 -1 
000 0 0 
000 0 0 
000 0 0 
000 0 0 
000 0 0 


它 呈 口 己 呈 王 


书局 口 吕 口 呈 


ORO OO ”~ 


OO OO OD ow 
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由 rank(4-21)3=1 知 dim Ker(. 名 -29)3=5, 了 =Ker(. 名 -227). 设 . 罗 是 
.如 -29 在 号 上 的 限制 ， 则 .多 3 = Gz . 罗 ? 
解 方程 组 (4 -21)Y =0 得 到 Ker .多 的 一 组 基 
Si1= 1Y,,Y)=1(1,1,0,0,0,0)7,(1,0,1,0,0,0)7) 
解 方程 组 (4 -21)*?Y =0, 将 Si 扩充 成 Ker .多 ? 的 一 组 基 M, = SU 5,， 
其 中 
S23= {YY3,Y4) = 1(0,0,0,1,0,0)7,(0,0,3,0,2, -1)7| 
解 方程 组 (4 -21)》Y=0 ， 将 M 扩充 成 Ker . 罗 : 的 一 组 基 M3 = MU $3， 其 中 
S3= |Ys} = 1(0,0,0,0,1, -2)71 
计算 
.BB (Ys)= (4-21)(7)=(-3,-3,0,0,0,0)7 
罗 (Y3)= (4A-2D)(Y)= (1,1,0,0,0,0)7 
BV) = (A4-2D) (7)=(4,1,3,0,0,0)7 
可 得 了 = 1.B?(Y;) ,2(Y),.2F(Y),Y 了 1, 了 | 的 极 大 线性 无 关 组 7T* = |. 罗 2(7s)， 
.有 钢 了)}， 从 而 知道 W, 是 由 Y;，Y 生成 的 循环 子 空间 的 直 和 . 下 图 中 的 非 零 
向 量 组 成 WW, 的 基 N,: 
0<—.B (Ys) MY ) Ys 
0—B(Y)— Ys 
使 . 罗 =(. 必 -2F) | yw 在 基 wa 下 的 矩阵 是 特征 值 为 0 的 Jordan 标准 形 
0 1 0 
0 1 
B, = 0 = diag (J3(0), J2(0)) 
0 1 
0 
从 而 .如 lm = . 罗 + 2 和 8 在 基 N, 下 的 矩阵 
A,=2I1+ B,= diag( J3(2), 7,(2)) 
是 特征 值 为 2 的 Jordan 标准 形 . 
将 W; 的 基 N) 三 上 于 与 配 ， 的 基 AN 合并 成 V 的 基 U， 则 .名 在 基 过 下 的 和 矩 
阵 为 A 的 Jordan 标准 形 


J = diag (1,4,) = diag (1, .3(2), J,(2)) = 


390 第 7 章 Jordan 标准 形 


依次 以 基 = | ,. 罗 ?CYs) ,MYs),Y;,. 科 Y4), Yl 中 的 各 向 量 为 各 列 组 
成 可 逆 方 阵 


1 -3 -1 0 4 0 

0 -3 -4 0 1 0 

0 0 3 0 3 3 
P= 

0 0 -3 0 0 0 

0 0 0 1 0 2 

0 0 0 -2 0 -1 


则 P-!'1&4P=J. 

仿照 例 1， 可 以 由 定理 7.4.2 立即 得 到 定理 7.4.1 的 证 明 . 

定理 7.4.1 的 证 明 

设 .名 是 n 维 复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 ，41,… ,4, 是 .名 的 全 部 不 同 的 
特征 值 ， 代 数 重 数 分 别 是 mm ，… ,n. 

是 .名 的 各 根子 空间 WW 的 直 和 . 每 个 罗 = (. 名 - 112)| 四 是 作用 在 W 
上 的 蹇 零 线 性 变换 .由 定理 7.4.2 知 .多 在 W 的 适当 的 基 Ni 下 的 矩阵 是 特征 
值 为 0 的 Jordan 形 和 矩阵 B;，. 用 | w=. 罗 + Xi 在 基 N; 下 的 矩阵 J = A + B;， 
是 特征 值 为 4; 的 jordan 形 和 矩阵 . 

将 和 Ni,…, WN, 合并 成 V 的 基 N， 则 .如 在 下 的 矩阵 为 Jordan 标准 形 

J = diag (J1,…,J,) 

n 阶 复 方 阵 4 引起 复线 性 空间 了 = C"*! 上 的 线性 变换 .如 :和 FF> 4 ，A 是 
.名 在 了 的 自然 基 下 的 矩阵 .根据 前 面 已 经 证 明 的 结论 ，. 如 在 了 的 适当 的 基 N 
下 的 矩阵 是 Jordan 标准 形 J. 依次 以 M 中 各 向 量 为 各 列 组 成 可 逆 方 阵 己 ， 则 
PpP-!'AP=J. 

例 2 求 Jordan 块 


Jn(a)= 
1 


a mxm 


的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 . 

解 显然，J,(a) 的 特征 多 项 式 pgp (4)= (4 -a)". 

最 小 多 项 式 4d (4) 是 (4 - a)” 的 因 式 ， 具有 形式 (4 - a)*,，1<ksm. 计 
算 可 知 当 1<ks<sm-1 时 


Tn-g) 
一 ko 
(J,(a)— oa7) 加 j= 
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因此 d (4)= (XA-a)"= 9g(24). 
定义 7.4.1 设 4 是 n 阶 复方 阵 ， 则 和 的 Jordan 标准 形 J 中 每 个 Jordan 块 
Jm_(4i) 的 特征 多 项 式 ( 也 就 是 最 小 多 项 式 )(X - X41)" 称 为 4 的 一 个 初等 因子 
(elementary divisor). A 的 全 体 初 等 因子 组 成 的 集合 称 为 4 的 初等 因子 组 (ele- 
mentary divisors ) . 
每 个 初等 因子 (4 -X41)”% 对 应 于 一 个 Jordan 块 fw (ai)， 也 对 应 于 以 4 为 矩 
阵 的 线性 变换 .名 的 一 个 循环 子 空间 W; :4; 表明 Wy C WW ，ms = dim W;. 
相似 的 矩阵 的 Jordan 标准 形 相 同 ， 因 此 初等 因子 组 也 相同 ， 
例 3 由 4 的 初等 因子 组 {1X,X4?,(X4+1);,A-1,A4 -1| 求 4 的 特征 多 项 式 
ga 《4 ) 和 最 小 多 项 式 da (4). 
解 4 相似 于 Jordan 标准 形 J = diag (J1(0),J,(0),J3( -1),J1(1),J,(1)). 
pa (A)= p10A)=AAT (AT A I) (A-1)= 2A+1)P A- 1) 
最 小 多 项 式 da ()) = dj() 等 于 各 Jordan 块 最 小 多 项 式 ( 即 初等 因子 ) 的 最 


小 公信 对 


Mio(A +1) AT)， 
其 中 的 指数 £6，%_1，& 分 别 是 初等 因子 组 中 入,，4 + 1，4 -1 的 指数 的 最 大 
值 ， 分 别 等 于 2，3，1. 因此 
da(A)=XA*(A+1)(A-1) 口 
一 般 地 ， 很 容易 得 到 ; 
定理 7.4.3 设 方 阵 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 为 X1 ，…… ,4,, 初 等 因子 组 为 
(A~—AD™n, CA AD)™ ,A A 
(A— A2) ,A A) , (A — A2)™2, 


AA) A A) , (AA)™ 

其 中 mi Mma" > Mik, Yl<sis<st. 则 
(1) 4 的 特征 多 项 式 

pa A) = CAAD™T A -mA 

其 中 ni = mat+ maiz 二 十 WR Vl<ist. 

(2) 4 的 最 小 多 项 式 

da (2) = CA-AD™uCA A) ma A A)™ 
(3) 4 的 特征 子 空间 由 的 维 数 等 于 
(4) 4 相似 于 对 角 和 矩阵 

伟 所 有 的 初等 因子 次 数 mr=1，V1<isi 
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全 最 小 多 项 式 da (4%) = (4 一 A1)(A 一 A,)…(4 -4) 没 有 重 根 . 
例 4 已 知 


OP DD 


4 
3 
2 
1 


O 吓 己 一 
书 一 一 iD 


(1) 求 4 的 Jordan 标准 形 J; 
(2) 求 可 逆 方 阵 已 使 忆 -14P =J; 
(3) 求 4 的 最 小 多 项 式 ; 
(4) 求证 : 方 阵 B 与 4 乘法 可 交换 SB 是 4 的 多 项 式 . 
解 (1) 易 见 特征 多 项 式 p4 (X) = (4 -1)* .由 于 
0 2 3 4 
0 0 2 3 
rank (A - 1) = rank 
0 0 0 2 
0 0 0 0 
dim Ker (A ~- 1)=4-rank(A -1)=4-3=1 
因此 只 有 一 个 属于 特征 值 1 的 Jordan 块 . 
1 1 


1 1 
J=J (li) = 
1 
1 
(2) 计算 可 得 

0 0 4 12 000 8 
0 .00 4 0000 

(4-1)’= ，(4 -~ 7)3 = 
0 0.0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


易 见 1 = (0,0,0,1)7 满足 条 件 (4 ~ 1)3X 0, XX 是 4 次 根 向 量 . 
Xs3=(A4 -TX =(4,3,2,0)', X= (4 - 1)*X, = (12,4,0,0)T 
Ki1= (A -I)X,=(8,0,0,0)T | 


P = (XI,X,, XR ) = 


SO OO oo 
© 
Dm 人 沾 
一 OO OD 


则 P-1&4P=J. 


口 
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(3) da (4)= dj(4)= (4-1). 

(4) 设 方 阵 B 与 4 交换 ; 4B = BA. 

设 Bl =P-1AP. 则 4B= BASJBi= BJSe(J-1)B=B(]-7). 
记 Bi = (bi;)4xa. 


0 1 0 0 bl pa bl13 bi 
比较 (J -1B = 0010 ba by bx ba 
0 0 0 1 ba bs ba ba 
0 0 0 0 ba ba ba ba 
ba bz by ba 
= bs ba ba 
ba ba ba 044 
0 0 0 0 
bn br pb3 po 1 0 0 
与 BI(J-D=| bo bas ball0o 010 
31 pb pa bball0 0 0 1 
ba ba b13 ba/*0 0 0 0 
0 bn pb bi13 
0 bs bx by 
10 bsl pb3 b3s 
0 by ba ba 


知 bz = 631 = b= ba = ba = b43=0. 
再 由 bs; 三 tj 可 知 bs =0 对 所 有 i>j 成 立 . 且 bu = 022 = b33 = ba, 
bi2 = 023 = ba4,b13= bm. 于 是 


BI = 


0 0 0 bu 
= buT+ ba -D+ bs(T- T+ bu(T-1) 
=f(J -1)=eg(J) 
对 多 项 式 (4)= bnt bwX+ bX42+ bX 和 g(4)= f(A -1) 成 立 . 
从 而 B= PBIP '= Pg(J)P 1!= g(PJP-')= g(h). 
这 证 明了 4B = B4 二 B 是 4 的 多 项 式 . 
反 过 来 ,显然 4 的 多 项 式 都 与 4 乘法 可 交换 . 口 


394 第 7 章 Jordan 标准 形 


习 题 7.4 


1. 求 适 当 的 可 逆 复 方 阵 将 下 列 复方 阵 相 似 到 Jordan 标准 形 : 


-2 1 3 6 5 -2 1 -3 2 
(1) EE 11 ] (2) 0 | (3) | -7 4|; 
一 -1 1 3 12 -14 7 


6 
,0 0 1247 4 -3 00 
0 400 0 1356 -3 -2 00 
(4) ; (6) ; 
3 040 00 1 4 1 2 -3 2 
2 30 4 0003 4 3 85 
0 1 al 0 1 3 
0 a 0 
(7) ; (8) . ; (9) .1 ; 
1 nxn Qn Of nxn 
00000 
1 -1 " 
40000 | 
(10) 4=|3 4 0 0 0|; (11) | ， 
23000 | 
12300 Wd 


2. 试 按照 如 下 步骤 给 出 $7.4 定理 7.4.2 的 另外 一 个 证 明 : 

(1) 设 2B" = Czx.pB" 1! 则 0zIm .A%B"”! CC Ker .5 将 Im .%B"-1 的 基 K, 依次 扩张 为 
Im "Ker A, Im .Ar 3 门 Ker 6, …, Im .A|Ker .2， Ker .名 的 基 天 1 CK, CC 
CK. 

(2) 约定 K, ,1=0、 对 每 个 1sk<m， 将 由 Ki 扩充 为 ClIm .B21! 所 添加 的 每 个 基 
向 量 pB. 写成 B= .6*"!(@;) 的 形式 ， 得 到 一 个 w， 则 w 是 次 根 向 量 ， 生 成 的 循环 子 空间 

= [8]e@, 的 维 数 为 k，U; 的 一 组 基 为 Mi = 1.Bt" 1i(@),…,.A62(@),_AB(@Q;) ,Qi| .a 的 

个 数 等 于 K 所 含 向 量 个 数 d = dim Ker .%， 证 明 : 了 = UI@*…@. MM= MiU…UMs 是 V 
的 一 组 基 . .如 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 Jordan 标准 形 . 

3. 证 明 : n 阶 复方 阵 4 ，B 相似 和 rank f(4) = rank f(B) 对 所 有 复 多 项 式 上 (和 ) 成 立 . 

4. 求证 : 方 阵 4 的 特征 值 全 是 1=4 与 所 有 的 4* 相似 (k 是 非 零 整数 ). 

5. 求证 : 方 阵 4 与 所 有 的 4*(& 为 正 整 数 ) 相 似 ==>4 的 特征 值 全 为 1. 


$7.5 多 项 式 和 矩阵 的 相抵 


设 了 是 数 域 尺 上 的 线性 空间 . 则 了 中 的 向 量 之 间 定 义 了 加 法 . 数 域 严 的 
元 素 与 V 中 的 向 量 之 间 定 义 了 乘法 . 满足 条 件 

(M1) 对 任意 uw,，v EV 和 aEF, 都 有 a(w+v)=au+tav. 

(M2) 对 任意 wEV 和 和 a,，6bEF， 都 有 (a + b)w= aw+t bu. 
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(D1) 对 任意 wEV 和 a，bE FF， 都 有 a (bu)= (ab)u. 
(D2) 对 任意 wEV 和 1€ FF, 都 有 1u=u. 
V 中 任何 一 组 向 量 v1,… ,vi 可 以 作 线 性 组 合 giv1 + … + aor ,其 中 的 系数 
ae 可 以 在 下 中 任意 取 值 ， 而 且 ， 由 wv ,… ,wi 的 若干 个 线性 组 合 组 成 的 
向 量 组 
Ui=anv+ Qi2202 十 + a 


Uy = C2121 十 Q2202 + "+ dapd. 


Un = CrmlVl 十 Cr2802 + + Cn 


可 以 用 和 矩阵 乘法 的 形式 来 表示 : 
Ci dd ”CQCnml 
(Uy =(O , v. ) “1 “2 - m2 
Qlk dk ”CE 


现在 设 .名 是 了 上 的 线性 变换 ， 则 对 系数 在 中 的 任意 多 项 式 f (4)E€ 
F[A]，f(.%) 也 是 作用 在 V 上 的 线性 变换 . 将 所 有 的 f (.%) 的 集合 记 作 
F[.%]. 

注意 ”对 每 个 a€ ， 由 于 

a(u+v)=au+av, a(bv )=b(av) 

对 所 有 的 w，v EV 及 bE 下 成 立 ， 由 a 的 乘法 在 V 上 引起 的 变换 wt> az 也 
是 线性 变换 ， 就 是 VV 上 的 标量 变换 a 如 果 将 每 个 a€ 已 等 同 于 标量 变换 多 
也 看 作 .名 的 多 项 式 ， 则 可 以 认为 下 [. 召 ] 包 含 F. 

F[.%z] 在 V 上 的 作用 满足 条 件 : 

(M1) 对 任意 w,，v EV 和 / (4B)EF[.A&], 都 有 f(AB)(u+v)=f(_2)u 
+ f/(.G)v. 

(M2) 对 任意 wEV 和 f(.%&)，g(.%)E F[.AG]， 都 有 (f(.8) + g(.B))u = 
f(A)u + g (BE) u. 

(D1) 对 任意 wEV 和 ff (4B)，g(.8)E FL.481， 都 有 f/f(_%6)(g (ZB)u)= 
(f(.B)g (AL)) u. 

(D2) 对 任意 uwEV 和 1=IEF[.AB],* 有 1u=u. 

我 们 可 以 将 每 个 1(.%)€ FF[.%] 在 任 一 向 量 w€E VV 上 的 作用 看 作 f (.%) 与 
u 的 乘法 ， 将 乘积 1(.%)uw 中 的 1(. 肥 ) 看 作 uw 的 系数 . 将 标量 集合 、 也 就 是 Vy 
的 系数 范围 由 已 扩大 到 下 [. 名 ]， 并 且 人 允许 F[.%] 的 元 成 为 矩阵 的 元 . 

设 .名 在 了 的 基 M = | cl,，……，,as 下 的 矩阵 是 4=(oy)。x,， 即 
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.Gil = QIIQCI+ Q2102 十 … 二 a 


-Vs = QQC1+ aa 二 十 CC 


(7.5.1) 
-GO = GinC1i+ A202 + + ao 
移 项 、 合 并 同类 项 得 
(BB- ol)oi- azlga-…- aon =0 
~ a + (EB- an)0 -an0,=0 (7.5.2) 
-ainQ1 - a2n02— "+ (GB- am)0,=0 
写成 矩阵 形式 得 
-各 -all 一 212 扩 一 Gin 
一 加- . _ 
(ol 02 , 0, ) .7” " _ (0.0,… ,0) 
一 QIn ~ CQ2n 及 抽 EB- Qnn 
(7.5.3) 
也 可 以 直接 将 (7.5.1) 写 成 矩阵 形式 
(0 0) ABEL)) = (0 , 0) A (7.5.4) 
其 中 
.用 
BL,) = 
.多 
是 “标量 ”. 名 对 应 的 标量 阵 . 将 (7.5.4) 移 项 ， 写 成 
(ol Ga) (BLT) - 4A)= (00) (7.5.5) 


这 其 实 就 是 (7.5.3). 


-AA1,) -A 是 F[. 有 4] 中 元 的 n 阶 方 阵 ， 我们 知道 ， 对 数 域 上 任何 一 个 


方 阵 B 二 (by) nxns 可 以 定义 它 的 附属 方 阵 
Bu Ba … 8B 
Bn By : 8B 
B*= 中 2 MM 


Bl» Ba, *% B 


nn 


其 中 每 个 Bj 是 & 在 行列 式 det B 中 的 代数 余子 式 ， 而 且 


det B 
BB* = ~» 
“detB 


(7.5.6) 
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仔细 考察 就 可 知道 ， 求 行列 式 det B、 代 数 余 子 式 B; 以 及 计算 和 矩阵 B 与 B* 的 
积 的 运算 只 是 将 B 中 的 元 进行 了 加 、 减 、 乘 运算 ,不 需要 求 B 由 玉 中 元 组 
成 ， 可 以 允许 由 下 上 .名 中 的 元 组 成 如 ， 同 样 地 可 以 计算 行列 式 det B 和 各 代数 
余子 式 B;， 同 样 可 以 得 到 (7.5.6). 特别 ， 可 以 求 (7.5.5) 等 式 左边 的 矩阵 
.%B1,) - 4 的 附属 方 阵 (.A&1(,) -4)”， 用 它 同时 右 乘 等 式 (7.5.5) 两 边 ， 得 到 

(@1 ,0 ) (BT) -4)(.B1 -4) = (0,.… ,0) (7.5.7) 
也 就 是 

det (.C1 ~ A) 


(0@1,, 0,) » = (0,…,;0) (7.5.8) 
det (GL,) ~ A) 


即 
det (21) 一 A)ai =0 
det (.%I1(,,—- A)a,=0 
9 ? (7.5.9) 
det (BIL,,) 一 A)a, =0 
其 中 
-名 -ai ~ &12 站 一 Cln 
_g pA .- — a 
det (B10 -A)=| “? “2 Vn2 
一 Qin ~ dan 机 2B— Cnn 


= (att Bl 
是 F1.%] 中 的 一 个 元 ， 我 们 可 以 在 det (.&1,) - 4) 中 先 将 .名 用 字母 4 代替 ， 
与 成 det (41(,) - 4), 求 出 的 行列 式 就 是 .名 的 特征 多 项 式 ps (%)， 也 就 是 .名 
的 特征 多 项 式 . 再 将 4 换 回 .名 ， 得 到 的 pa (. 如 ) 就 是 det (A&1.,, - 4). 因此 ， 
(7.5.7) 说 的 就 是 : 线性 变换 gps(.%) 将 所 有 的 基 向 量 a ,as,…,a, 都 作用 到 零 
向 量 . 这 说 明 线 性 变换 
pa(AB)=G 

这 就 是 Cayley-Hamilton 定理 . 我 们 在 $6.7 中 是 先 将 4 在 复数 域 上 相似 到 上 三 
角形 和 矩阵 来 证 明了 Cayley-Hamilton 定理 . 而 在 这 里 ， 将 标量 的 范围 扩大 到 
下 [. 如 ] 之 后 ， 通 过 

(7.5.1) 一 (7.5.4) 忆 (7.5.5) 一 (7.5.7) 二 (7.5.8) 过 (7.5.9) 

就 得 到 了 结论 p4 (.%&) = @. 

注意 ”从 (7.5.1) 到 (7.5.5) 的 5 个 等 式 都 完全 刻画 了 .名 在 了 上 的 作用 . 
在 (7.5.5)( 也 就 是 (7.5.3)) 两 边 右 乘 (-.B1o) - 4)* 后 得 到 了 较 简单 的 关系 式 
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(7.5.8) 即 oa (.%) = G. 但 由 (7.5.8) 即 (7.5.7) 并 不 能 消去 (A&1,) - 4) ”而 重 
新 回 到 (7.5.5). 如 果 能 在 (7.5.5) 两 边 右 乘 F[.%] 上 某 个 可 道 方 阵 Q (.%)， 
使 得 有 某 个 CQ (.) “1E€ F[.&] 满 足 条 件 
Q (2)0(.8) 1=1 
则 得 到 的 等 式 
(ol ,Oa) (BT) - A) Q(B) = (0,…… ,0) (7.5.10) 
可 以 两 边 右 乘 @ (.%)-! 再 回 到 (7.5.5). 
进一步 ， 再 找 下 [. 名 上 另 一 个 可 逆 方 阵 P(. 有 如 ) 使 得 有 茶 个 已 (. 名 ) -IE 
F[.&] 满 足 条 件 
P(A)P(L)-!'=I 
将 (7.5.10) 写 成 
(Bi,*%,B,)P(A) ALL,) - A)Q(.G) = (0,.… ,0) (7.5.11) 
的 形式 ， 其 中 
(Bi,%,B)= (ai 0) P(E)-!. 

如 果 能 够 选择 P (.4)，Q (.z 召 ) 使 P(.G)(.Z1 - 4)Q(.zB) 的 形式 比较 简 
单 ， 比 如 是 正 [. 如 上 的 对 角 和 矩阵 ， 则 .名 在 了 上 的 作用 就 能 有 比 (7.5.1) 更 简 
单 清楚 的 方式 来 刻画 . 

虽然 .名 是 了 上 的 线性 变换 ， 但 是 它 作为 线性 变换 的 性 质 只 有 在 它 与 了 中 
的 向 量 相 乘 时 才能 体现 出 来 . 当 F[.] 中 的 元 之 间 进 行 加 、 减 、 乘 以 及 与 
中 元 的 乘法 时 ， 以 及 下 [. 如 上 的 矩阵 进行 加 、 减 、 乘 、 求 行列 式 等 运算 时 ， 
.名 只 不 过 被 当 作 一 个 字母 来 运算 ， 可 以 将 它 先 用 字母 4 代替 ， 得 到 运算 结果 . 
等 到 需要 作用 于 向 量 的 时 候 再 将 4 换 回 .多 以 上 在 求 (7.5.8),(7.5.9) 中 的 行 
列 式 det(.31(,) - 4) 的 时 候 ， 就 是 先 将 .名 换 成 1， 发 现 det (7 - 4) 就 是 矩 
阵 4 的 特征 多 项 式 pa (4)， 而 det (.B1(,) - 4) 就 是 将 1 = .名 代入 pa (4) 中 得 
到 的 pa (. 允 ). 

我 们 将 以 [4] 中 的 多 项 式 为 元 的 m x n 矩阵 的 集合 记 作 [XA]"**， 称 
为 多 项 式 和 矩阵 、 如 果 对 4 (4)E F[43]"”*" 存 在 B (4) 使 4 (4)B(4) = 了 ,就 称 
4 (4) 是 可 逆 的 多 项 式 方 阵 . 

只 要 能 够 选择 可 道 的 多 项 式 矩 阵 P(X4)，Q (4), 使 P(a)(a1- 4)0(X) 
成 为 对 角 和 矩阵 ， 再 将 其 中 的 4 换 成 .多 就 可 以 得 到 可 逆 的 己 (. 如 )，Q@Q (.%) 使 
已 (.G)(-B10 ~- 4)Q( 有 AE) 成 为 对 角 和 矩 阵 . 

定义 7.5.1 设 F[4j] 是 系数 在 数 域 中 ， 以 4 为 字母 的 全 体 多 项 式 组 成 
的 集合 .FF[4] 中 的 元 组 成 的 矩阵 4 = (ar(A))。x, 称 为 1 矩阵 ， 也 称 多 项 式 
和 矩阵. 

4 矩阵 4 (4 ) 中 非 零 子 式 的 最 大 阶 数 r+ 称 为 4 (4) 的 秩 ， 记 作 rank 4 (4). 
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设 4 (4X) 是 nxn A 和 矩阵 .如果 存 在 4 和 矩阵 中 (1) 使 
A (A)B(A)= B(A)A(A)=1. 
就 称 4 (4 ) 是 可 道 的 甜 阵 ，B(%) 是 4 (4) 的 道 。 口 

引 理 7.5.1 nxn 和 矩阵 4(1) 可 闭 估 它 的 行列 式 det (4(1)) 是 严 中 不 
为 零 的 数 . 

证 明 设 4 矩阵 4(4) 可 道 ，B (4) 是 它 的 逆 . 在 等 式 4 (4)B (4)= 了 两 
边 同 时 取 行 列 式 ， 得 det(4 (4))det (B(4)) =1. 由 于 det(4(4))，det (B(2)) 
都 是 FF [41 中 的 多 项 式 ， 它们 的 乘积 为 1! 迫使 det (4(%))EF 且 不 为 0. 

反 过 来 , 设 det(4(4)) = d 是 F 中 的 非 零 的 数 . 4 (4) 的 附属 方 阵 4 (4)” 
仍 是 ) 方 阵 ， 因 而 4-14 (4)* 也 是 4 方 阵 , 生 

A(X):d i144)*=d 1A(4)*:A(X)=I1. 
可 见 di14 (4) "是 4 (4) 的 逆 ，A (4) 可 道 . 

设 和 和 窍 阵 和 4 (1A) 可 逆 ， 与 屎 上 的 可 逆 和 矩阵 同 理 可 证 4 (4 ) 的 道 唯一 ， 记 为 
A (1) 1. 

与 数 域 上 的 矩阵 类 似 ， 可 以 定义 4 矩阵 的 初等 变换 ， 并且 将 初等 变换 用 
初等 矩阵 的 乘法 来 实现 . 

定义 7.5.2 如 下 变换 称 为 人 矩阵 的 初等 变换 (elementary transformation): 

(1) 互 换 某 两 行 或 某 两 列 ; 

(2) 将 某 行 或 某 列 乘 上 正中 某 个 非 零 的 数 ; 

(3) 将 某 行 ( 列 ) 乘 上 某 个 (4)€ FF[X] 却 到 另 一 行 ( 列 ). 

由 单位 阵 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 如 下 方 阵 称 为 初等 方 阵 (elementary 4 
matrix ) : 

(1) 将 单位 矩阵 的 第 i;，j 两 行 互 换 ， 或 将 第 i;，j 两 列 互 换 ， 得 到 的 方 阵 
P;=1T- E:-E;t+t E+E:; 

(2) 将 单位 和 矩阵 的 第 i 行 磁 上 非 零 数 a。， 或 将 第 i 列 乘 上 a， 得 到 的 方 阵 
D(a)=1+(a-1)E,; 

(3) 将 单位 矩阵 的 第 j 行 的 (4) 倍加 到 第 i 行 , 或 将 第 i 列 的 f (4) 倍加 
到 第 了 列 ， 得 到 的 方 阵 T;(f(43))= T+f(24)E,. 

容易 看 出 : 初等 4 方 阵 都 是 可 北方 阵 ， 它 们 的 逆 仍 是 初等 4 方 阵 . 我 
们 有 : 

Pj!=P;; Di(a) = D(a Di Ti(f(2))71 = T;(-/(4)). 

定理 7.5.2 4 和 矩阵 的 初等 行 变换 可 以 通过 左 乘 初等 4 方 阵 来 实现 ， 初 等 
列 变 换 可 以 通过 右 乘 初 等 1 方 阵 实 现 : 

(1) 将 4 和 矩阵 4(4) 左 乘 P; 的 效果 是 将 4 (4) 的 第 i;，j 两 行 互 换 ， 右 乘 P， 
的 效果 是 将 4 (4 ) 的 第 i，j 两 行 互 换 . 
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(2) 将 1 和 矩阵 4(A) 左 乘 Di(a) 的 效果 是 将 4(1) 的 第 工行 乘 c， 右 乘 
D; (4a) 的 效果 是 将 4(4) 的 第 i 列 乘 a. 

(3) 将 mxn 和 矩阵 4 (4) 左 绪 T;(f(4)) 的 效果 是 将 4(4) 的 第 j 行 的 / (4) 
倍加 到 第 i 行 ， 右 续 Tj(f(X)) 的 效果 是 将 A(X ) 的 第 i 列 的 (4) 倍加 到 第 j 


列 ， 口 
例 1 已 知 
4 3 -4 
-1 0 : 
1 1 0 
试用 初等 变换 将 4 矩阵 M7 - 4 化 为 尽 可 能 简单 的 形状 . 


4-4 -3 4 
1 1 -2 


= 


解 MT-4 = 


一 1 -1 A 


A-l1 A-2 
-1 -1 A 


0 0 A*~-3A4+2 
1(2) + (1), > 0 Al 1 
-1(1) +(2),4(1) +(3) 


~1 0 0 


0 0 
-1(3),(1,3) 0 1 4-2 
-1(3) + (2) 
0 =-(2-3A+2) X22*-3A+2 


1 0 0 
(2 — 3A+2)(2) + (3) 0 1 0 
0 0 (A-1):(X-2) 


-(A-2)(2) +(3) 
其 中 箭头 上 方 标明 行 变 换 ， 下 方 标明 列 变换 ， 例如 : 
2 上方 的 <1 (3) + (2)” 表 示 将 第 3 行 乘 1 加 到 第 2 行 ，“(A 
-4)(3) + (1)” 表 示 将 第 3 行 乘 ( -4) 加 到 第 1 行 . 
-上 方 的 - 1 (3) 表 示 将 第 3 行 乘 - 1，(1,3) 表 示 第 1，3 行 互 换 ;下 


方 的 -1(3) +(2) 表 示 第 3 列 乘 - 1 加 到 第 2 列 ， 口 
定理 7.5.3 设 mxn 1) 和 抢 阵 4(A) 的 秩 为 >， 则 4(A) 可 以 经 过 有 限 次 初 
等 变换 化 为 如 下 形式 
5 名 ?| 
Oo 


0 -+ A2~4A4+4 
1 (3) + (2), (2 -4)(3) + (1) 
>| 0 


O 
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其 中 D (4)=diag (di(4), da(4),…,d,(4))，di (4) 是 [4] 中 的 首 一 多 项 
式 ， 且 每 个 d; (4) 整 除 di,1(X2), yli<sis<sr-1. 

证 明 如果 4 (4)=0， 定理 已 成 立 . 设 A (4)=(aj(4))nxn0. 

A(4) 有 某 个 元 a;(4)z0， 如 果 i>1, 将 和 4 (4) 的 第 1 行 与 第 i 行 互 换 可 
以 化 为 i=1 的 情形 . 如 果 1=1 但 J >1， 则 将 第 1 列 与 第 j 列 互 换 可 以 化 为 
an(4) 关 0 的 情形 . 

设 an(4) 的 次 数 deg cu (1) =z>0. 对 1 用 数学 归纳 法 ， 证 明 可 以 通过 初 
等 变换 将 4 (4) = (ay(4))，x 化 成 A4(4) = (ao(4))。x ,的 形式 ,使 411(4) 整 除 
所 有 的 a;(4). 

当 1=0 时 ，a11(4) 等 于 某 个 非 零 常数 a， 整除 所 有 的 a;(4)， 无需 作 任 
何 初等 变换 . 

设 :ss1， 且 假定 当 0< deg au(4)<1-1 时 可 以 通过 初等 变换 将 4 (4) 化 
成 满足 要 求 的 B (4). 

先 假定 第 1 列 有 某 个 ai(4) 不 被 au (42) 整除 ， 用 au(4) 除 ai1(4) 得 到 商 
qi1 (4) 和 余 式 m (4) 关 0, 且 m (4) 的 次 数 < 1. 将 4 (4) 的 第 1 行 的 -gq (4) 
倍加 到 第 i 行将 第 (i ,1) 元 化 为 ai(4) - gi (4)an(4)=ri(X). 再 将 第 1 行 
与 第 i 行 互 换 ， 得 到 的 和 矩阵 C (1) = (cy)wx。 的 第 (1,1) 元 cu(A)= rm (4), 次 
数 <!- 1. 根据 归纳 假设 ，C (4) 可 以 通过 初等 变换 化 为 4(4) = (aj(X4)) nx 
使 au(4) 关 0 且 整 除 所 有 的 a;(4). 

再 设 a11(4) 整 除 第 1 列 中 所 有 的 ai,(4)， 但 不 整除 第 1 行 中 某 个 a1;(4). 
用 ai1(4) 除 a1(4) 得 到 商 q (1) 和 余 式 r, (4)z0. 将 4 (1) 的 第 1 列 的 
- 9 (4) 倍 加 到 第 列 ， 将 第 (1, 站 元 化 为 r, (4)， 再 将 第 1 列 与 第 j 列 互 换 可 
使 第 (1,1) 元 等 于 r, (4) 头 0， 其 次 数 < 1 -1， 仍 可 再 通过 初等 变换 化 为 具有 所 
需 形式 的 4 (4X). 

现在 设 cu (2 ) 整 除 第 1 列 与 第 1 行 中 所 有 的 元 ， 但 不 整除 某 个 ay(4)， 其 
中 i=2， j=2. 将 4 (4) 的 第 j 列 加 到 第 1 列 ， 得 到 的 C (4)= (cyr(1))。x ;的 
第 (i,1) 元 cx (42) = an(43)+ ay(4). 由 于 a (4) 整 除 a (4) 而 不 整除 
ajy(4)， 因 此 不 整除 它们 的 和 ci,(4). 这 样 就 化 为 前 面 已 解决 了 的 情形 ， 按 前 
面 所 证 : 可 以 用 初等 变换 将 C (2% ) 化 成 所 需 的 形状 A (X). 

根据 数学 归纳 法 原理 ， 不 论 a11(4) 的 次 数 : 取 什 么 非 负 整数 值 ， 都 能 将 
4 (4) 经 过 初等 变换 化 为 4(4) = (ay(4)),、。， 使 411(X)0 且 整除 所 有 的 
ay(4)，au(4) 是 所 有 的 a,(X) 的 公 因 式 . 再 对 a (4 ) 进 行 有 限 次 初等 变换 ， 得 
到 的 4 和 矩阵 的 所 有 的 元 仍 都 是 a11(4) 的 倍 式 . 

对 每 个 2<igsm 和 2<jgn, 设 a11()) 除 a (4) 的 商 为 gun(A)，au(4) 除 
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a1(4) 的 商 为 g1(%). 将 4(2) 的 第 1 行 的 - gu(4) 加 到 第 i 行 、 将 4(4) 的 第 
1 列 的 - qi;(2) 倍 加 到 第 j 列 ,可 以 将 第 (i,1) 和 第 (1, 站 位 置 的 元 都 化 为 0， 从 
而 将 第 1 行 和 第 1 列 除 了 a11(4) 以 外 的 元 全 部 化 为 0. 

A (4) 成 为 如 下 形状 的 4 矩阵 


CO) -= cu(A) 0 
"|! 0 C2(1) 


其 中 Cs(4) 是 (m -1)x(n-1) A 和 矩阵， 它 的 所 有 元 都 被 c11(4) 整 除 . 
设 cu(x) 的 最 高 次 项 系数 为 c， 将 C (4 ) 的 第 1 行 乘 c 1! 化 为 


CG()) 2 0 (7.5.12) 
| 0 C» (A) 入 


其 中 di (4) 是 首 一 多 项 式 ， 且 仍 整 除 C,,(4) 中 的 所 有 的 元 素 . 

以 下 对 r= rank 4 (4 ) 用 数学 归纳 法 来 证 明 4 (4) 可 以 经 过 初等 变换 化 为 
定理 所 说 形状 的 矩阵 B (4). 

当 r=1 时 ，(7.5.12) 中 的 矩阵 C(4) 的 秩 也 等 于 1，Cyw(4)=0, C(4) 已 
经 具有 定理 所 说 形状 . 

设 r=2， 并 且 假 设 秩 为 r -1 的 4 和 矩阵 都 可 以 经 过 初等 变换 化 为 定理 
7.5.3 所 说 形状 .此 时 (7.5.12) 中 的 4 矩阵 C (4) 的 右 下 角 的 块 Cy(4 ) 就 是 秩 为 
r-1 的 ) 和 矩阵 ， 根据 归纳 假设 , 它 可 以 经 过 有 限 次 初等 变换 化 为 
D (1) 0O 

O ?| 
的 形状 ， 其 中 D, (4) = diag (d,(4),…,d,(4))，d; (4)(2<i<gr) 都 是 首 一 多 
项 式 且 d; (4 ) 整 除 ws (2) 对 2<i<r-1l 成 立 . 并且, 由 于 di (4) 整 除 
Cw(4) 中 所 有 的 元 ,而 B, (4) 由 Cw(4) 经 过 初等 变换 得 到 ， 因 此 d (4 ) 整 除 
B, (4 ) 的 所 有 的 元 ， 包括 d (4) 在 内 .而 对 Cy,(X ) 作 的 初等 变换 都 可 以 通过 
对 C(4) 的 第 2 至 第 m 行 作 初 等 行 变换 、 第 2 至 第 n 列 作 初等 列 变 换 来 实现 . 
经 过 这 些 初等 变换 ，C2,(4 ) 被 化 成 (7.5.13)，C(4) 则 被 化 成 了 


di (4) Dp (a) 
D, (4) -| ,| 
0 


其 中 D (4)=diag (di1(4),D,(4)) = diag (di(4), di(4),…,qd,(4))， 所 有 的 
di (4 ) 都 是 首 一 多 项 式 ， 并 且 dg (1) 整除 d;,1(4) 对 1<is<r-1 成 立 . 

由 数学 归纳 法 原理 ， 知 定理 7.5.3 对 所 有 的 4 矩阵 4 (4) 成 立 ， 口 

由 于 进行 每 次 初等 变换 可 以 通过 左 乘 或 右 乘 某 个 初等 4 方 阵 来 实现 ， 因 


m0)-| (7.5.13) 


B (1) = 
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此 定理 7.5.3 就 是 : 
推论 7.5.1 设 4 (7) 是 秩 为 1 的 mxnX 矩阵， 则 存在 m 阶 初等 1 方 阵 
Pi (4)，P2 (和 4),… ,了 P, (4) 和 各 n 阶 初等 X 方 阵 Q (AX)，Q2 (4),…, 0, (4X4),， 使 


D(a) O 
0 oj) 

其 中 D (4)=diag (di1(4),d(4),…,d,(4)),di(4) 是 [4] 中 的 首 一 多 项 式 ， 
且 每 个 4d;(4) 整 除 di,1(4),， V1lsisr-1. 
推论 7.5.2 P (4) 是 可 道 4 方 阵 必 PP (4) 是 有 限 个 初等 4 方 阵 的 乘积 . 
证 明 由 于 每 个 初等 4 方 阵 可 逆 ， 有 限 个 初等 4 方 阵 的 乘积 也 可 道 . 

反 过 来 ， 设 P(X) 是 可 道 4 方 阵 ， 则 存在 初等 1 方 阵 Pi (4),…,P, (4) 和 
Cu) CO (4), 使 
P, (XA) P(A)PI(A)P(A)OI(A) QA) GCC) = 万 (1) (7.5.14) 
其 中 rankB (1) = rankP (4)=n， 因 而 B (4)=diag (di(4),…,d,(4)), 且 
det(B(2)) 与 det( P(4)) 同 样 为 非 零 的 数 ， 因 而 所 有 的 di; (A)EF,，d; (4)= 
1， 这 说 明 B (4) = I， 由 (7.5.14) 得 到 
P (4)= P(A) IP (A) TI P(A) -1O(4) Q(X) -10 人 AD) 1 
P (4) 是 初等 2 方 阵 P; (4)"，Q; (24) 71(1sgisgs,1<j<1) 的 乘积 . 
定理 7.5.4 ”对 秩 为 的 mx n 和 矩阵 4 (4)， 存在 m 阶 可 逆 4 方 阵 
P (4) 和 n 阶 可 逆 4 方 阵 Q (1)， 使 


P, (4A):…… P(A)P1(A)A(A) OQ (XA) O24) GCC) -| 


r aes ,| (7.5.15) 


其 中 D (4)=diag (di1(4), ds(4),…,d,(4))，d; (4) 是 [A] 中 的 首 一 多 项 
式 ， 且 每 个 d; (4) 整 除 di,1(43),， Ylsisr-1l， 口 

定义 7.5.3 设 A4 (4X4) 与 BB (14) 都 是 mxn 4 矩阵， 如 果 存 在 m 阶 可 北 X 
方 阵 了 P(X) 入 n 阶 可 逆 4 方 了 泗 Q (4), 使 

P(A)A(A)O(A)= B(A) 

就 称 4 矩阵 4 (4)，B (4) 相抵 (equivalent). 

与 数 域 上 和 矩阵 的 相抵 类 似 ，X 和 矩阵 的 相抵 也 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 
性 ， 因 而 也 可 以 按照 相抵 关系 将 所 有 的 m x n 4 矩 阵 分 类 ， 使 同一 类 中 的 4 
矩阵 两 两 相抵 ， 而 不 在 同一 类 中 的 抢 阵 不 相抵 ， 并 且 还 可 以 知道 ， 相 抵 的 ， 
和 矩阵 秩 相等 .但 是 ， 与 数 域 上 的 矩阵 不 同 ， 秩 相等 的 m x n 4 矩阵 不 一 定 相 
抵 . 例如 : 
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虽然 秩 都 是 2， 但 前 者 可 逆 ， 后 者 不 可 逆 ， 因 此 不 可 能 相抵 
习 题 7.5 


1. 利用 初等 变换 将 下 列 抢 阵 化 成 定理 7.5.3 所 说 形式 : 


2 2 A2+1 A aA? 
(1) ; (2) | -2 A -2 1; 
12-2A4+1 A3—A 
24-1 -A 2 
2 二 人 0 0 A 2 0 
(3) 0 A2— 4A 0 ; (4) 10 4 2|; 
0 0 (A-4): 0 0 4 
A 1 … 1 1 
A 2 2 
0 )》)… 1 1 
(5) {0 4 21; (6) | ， ， . 
0 0 1 | ; | ; |: 
0 0 … 0 X 


2. 证 明 : 数 域 上 任 一 m x n4 矩阵 4 (4) 可 以 写成 4 (23)= hnr4 + mr14 1 + 二 
2441+ Ao， 其 中 4h0,41,… AE < 
3. 设 P(X4)=X"P,+…+APi+ Po 与 Q(X4)= AQ,+… + 401+ Qo 是 数 域 F 上 任意 两 
个 nxn 和 抢 阵 . 将 它们 相 乘 得 
DA)=PA)OCA) 
= (A"P, + + API+ Po) (XQ + … + AQ1 + Qo) 
= n+ ,+ + AD) + Do, (7.5.16) 
其 中 D,;= > PQ;_). “ 
能 否 将 nm 维 线性 空间 的 线性 变换 .如 代 人 等 式 (7.5.16) 得 到 D (26) = P(_%)Q(_%8)? 
能 否 将 F 上 任意 n 阶 方 阵 4 代入 (7.5.16) 得 到 DD (4)=P(4)0(4)? 
4. 设 .如 是 数 域 F 上 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ，4E fF"*"* 是 .如 在 基 M= | ol ,| 
下 的 线性 变换 . 将 M1 - 4 的 附属 方 阵 B (4) = (hI, ~ 4)* 写成 B (4) = 4"B, + 
4"-1B,_1+…+4B1+ Bo 的 形式 使 Bo,B1,…,B,E F"*". 设 p(X4)=det (My -A)=A"+ 
ah-1+…+a_i+a 是 4 的 特征 多 项 式 . 
(1) 能 否 在 等 式 
(1 — A)B(A) = (2416,) - A)(A"B, + Am IB, i+ +AB,+ Bo) 
= pA Tn = AT) + oA THT) + + ha iT) + ol) (7.5.17) 
中 将 4 换 成 .如 得 到 (4&1(,) - 4)B(. 有 6) = gp (AB)1,)， 再 由 (@1,…,@,)(AB1(,) -4)B(.4) = 
(0,… ,0) 得 到 (@)… 0) 9g (1 = (0,…,0) 从 而 g(.%@) = C3? 
(2) 能 否 在 等 式 (7.5.17) 两 边 将 4 换 成 4 得 到 (4 - 4)B(4)=op (4) 即 yg (4)=07? 
5. 设 .如 是 数 域 上 nn 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ，F [4] 是 上 以 4 为 字母 的 一 元 多 项 
式 环 . 对 每 个 f(X)E FF [4] 和 每 个 mE V， 定义 f(A)g=f(.%)aEV， 则 标量 集合 由 扩 
大 到 [4]. 由 于 F [4] 对 加 减 乘 封 闲 而 对 除法 不 封闭 ,不 是 域 而 是 环 ， 我们 不 说 V 是 
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F [4] 上 的 空间 而 说 V 是 FIX] 上 的 模 (module). 了 的 非 空子 集 四 如 果 对 加 法 封闭 ( 即 :w, 有 
和 GEy 一 x+pcEy)， 对 标量 乘法 也 封闭 (cE 有 ,AO)ERIsA)wE 隐 )， 就 称 克 是 了 
的 子 模 (submodule). 一 个 向 量 a 生成 的 子 模 FF [Xje = 1/f(a)e |f(43)E F[4] | 称 为 循环 模 
(cyclic module)， 求 证: 

(1) 多 是 了 的 子 模仿 多 是 .如 的 不 变 子 空间 . 

(2) WW 是 a 生成 的 循环 模 eSW 是 g 生成 的 .名 循环 子 空 间 ， 

(3) 举例 说 明 : 循环 子 模 外 zz0 可 能 含有 更 小 的 循环 子 模 W CW 且 0z Wz# WW. 
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根据 定理 7.5.4， 任 一 4 矩阵 4 (4) 相 抵 于 如 下 形式 的 矩阵 


pa) 0) 
:0 -| D 2 (7.6.1) 


其 中 D (4)=diag (di(4), di(4),…,d,(4))，d; (4) 是 五 [4] 中 的 首 一 多 项 
式 ， 且 每 个 d; (4) 整 除 di ,1(4), Vlsisgr-1l. 

我 们 将 证 明 : 其 中 的 一 组 依次 整除 的 多 项 式 d; (4)(1<isgr) 由 A (4) 唯 
一 决定 ， 因 此 与 4 (1) 相 抵 的 形 如 (7.6.1) 的 矩阵 S (1) 由 4 (4) 唯 一 决定 ， 可 
以 作为 4 (4) 的 相抵 标准 形 ， 也 就 是 4(X) 所 在 的 相抵 等 价 类 的 唯一 代表 ， 称 
为 Smith 标准 形 (Smith normal form). 

注意 ”对 每 个 1< 上 <r，Smith 标准 形 

S$ (4)= diag( di1(2),…,d,(4),0) 
中 所 有 非 零 的 阶 子 行列 式 具 有 形式 
di (A) di (A) di (4) 
其 中 1<ii< 记 <…< 训 <r， 所 有 这 些 & 阶 子 行列 式 的 最 大 公 因 式 为 
D;: (4)= di(A) da(2). di(4) 


显然 
dD Viker (7.6.2) 
(其 中 我 们 约定 Do(2) =1, 这 梯 d(4) = Di(A) 可 以 写 为 44) = 如 人， 


定义 7.6.1 对 每 个 正 整数 <min im,n|,，mxn A 矩阵 4 (4) 中 所 有 
的 & 阶 非 零 子 式 的 最 大 公 因 式 Di (4) 称 为 4 (4) 的 上 阶 行列 式 因 子 (determinant 
divisor) ， 记 为 D, (4)， 如 果 包 > rank4 (4)， 则 4 (4) 的 所 有 的 有 阶 子 式 都 等 
于 零 ， 则 约定 4 (4) 的 & 阶 行列 式 因 子 D; (4)=0. 口 

只 要 能 证 明 4 矩阵 的 行列 式 因 子 经 过 相抵 变换 之 后 保持 不 变 ，A (4 ) 的 行 
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列 式 因子 D; (4)(1< kg<7) 也 就 是 与 4 (4) 相 抵 的 Smith 标准 形 S$ (2 ) 的 行列 
式 因 子 . 而 S$ (4) 中 的 di (4),…,d,(4) 都 可 以 由 行列 式 因 子 D; (4)(1<k< 
r) 按 照 (7.6.2) 计 算出 来 ， 因 而 由 4 (4 ) 了 唯一 决定 . 

定理 7.6.1 xnAx 垂 阵 4(A) 与 妃 (1) 相 抵 的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 个 
正 整数 上 < min im,nl，4 (4)，B (14) 的 大 阶 行列 式 因子 相同 . 

证 明 先 设 4 (4)，B (4) 相 抵 ， 存 在 可 逆 4 矩阵 已 (1)，@ (4) 使 

B (i)= P(A4)A(A)O(A) 

对 每 个 1<ka<min m,n|, 设 A4 (4)，B (4) 的 & 阶 行列 式 因 子 分 别 是 

Di (4)，D; (4)，B (4) 的 任何 一 个 上 阶 子 式 


lss seen lsii< Sn 1 $2 Sk 
1 $2 SE bl tt i 

A (A) CO) . (7.6.3) 
1 在 J J J 


如 果 有 >r=rnk 4(1) 则 4() 的 所 有 的 大 阶 子 式 
ao js oem 了 
k 


等 于 0. 此 时 D; (4X) = 万 (1) =0. 
设 有 Er，4 (4) 的 大 阶 行列 式 因子 太 (4) 不 为 0， 且 整除 4 (1) 的 每 个 大 


9 ， "| 由 (7.6.3) 知 D (2) 整除 B (4) 的 每 个 阶 子 

1 2 天 

< | 加 0 是 mCm 了 有 4 的 人 四 
1 .72 Jk 


整除 B (4 ) 的 所 有 阶 子 式 的 最 大 公 因 式 DP, (4). 反 过 来 , 由 上 < = 
rank B (24) 知道 D (4) 关 0， 且 由 
A (4)= P(A)-1B(A)O()-! 

知道 B (4) 的 & 阶 行列 式 因 子 D; (2 ) 整 除 4 (4) 的 阶 行列 式 因 子 Dp, (4)， 这 
就 证 明了 D; (2) = 五 (4). 

现在 假定 对 每 个 1 <k<minim,n}，A (4) 与 B (4) 的 & 阶 行列 式 因 子 相 
同 ,， 都 是 六 (4). 并 约定 D。(4) =1. 4 (4)，B (4) 分 别 相 抵 于 
S1 (4)= diag (di(4),*,d,(4), O) 和 S§, (4) = diag (d1 (2),.…,d,(4),0). 
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则 对 1<k<r 有 由 (1) = ee = 了 (4)， 这 就 说 明了 S (4%) = S (4)， 


A (4) 与 B (4) 相 抵 于 同一 个 S1 (1)， 因 而 4 (42) 与 B (4) 相 抵 .， 口 
推论 7.6.1 设 ) 和 矩阵 4 (4) 的 行列 式 因 子 为 D; (A)(l1<kar= 
rank A4(4))， 并 约定 Du (1) =1. 则 4 (4) 相抵 于 如 下 的 Smith 标准 形 
S (4)= diag (di1(X),…,d,(X),0) 
其 中 每 个 d; (42) 整除 dj,1(43),， Vlsisr-1, 且 


Di (4) 
D;-1(4) 


di (4) = 

由 4 (4) 唯 一 决定 . 口 
定义 7.6.2 设 4 算 阵 4 (4) 的 秩 为 r， 对 每 个 1<k<r，A (1) 的 天 阶 行 

列 式 因 子 为 D; (4)， 并 约定 Do (1) =1. 则 di (4)= Ds (2) 


D;:-1(4) 
4 (4) 的 不 变 因 子 (invariant divisor). 
对 每 个 不 等 于 常数 的 复 系数 多 项 式 /(X)ECT[X]， 将 f (2) 分解 为 一 次 因 
式 的 乘积 


(Vl<ker) 


(1 三 上 < 三 r) 称 为 


f (2)= (AAA (A A)™ 
其 中 4,,… ,4, 两 两 不 同 ， 则 每 个 一 次 因 式 4 - 7; 在 f (4 ) 的 分 解 式 中 的 最 高 次 
短 (4 -4;)" 称 为 (4) 的 一 个 初等 因子 (elementary divisor)、f (4 ) 的 所 有 的 初等 
因子 组 成 的 集合 
(A AD)™ ,CA A)” 
称 为 f (4 ) 的 初等 因子 组 (elementary divisors). 将 和 和 矩阵 4 (4) 的 各 个 不 等 于 常 
数 的 不 变 因 子 di (2 ) 的 初等 因子 组 合并 得 到 的 集合 称 为 4 (4) 的 初等 因子 组 . 
口 
(注意 :将 各 个 d, (1) 的 初等 因子 组 合并 ， 是 指 将 各 组 中 的 所 有 的 初等 因 
子 共同 组 成 一 个 集合 ， 其 中 重复 出 现 的 初等 因子 也 要 重复 计算 . 例如 17， 
A+1} 与 14?,A+1| 合 并 起 来 是 14 ,X42,4 +1,A4+1| 而 不 是 {4 ,4?,A+1|.) 
将 4 (4) 的 不 变 因 子 由 (4)(1<is<r) 在 复数 范围 内 分 解 为 一 次 因 式 的 
乘积 
di (4) = (a Au(A A) "2A A)™ 
da (A) = (aA) A A) "2 (A A) 


d; (MA) = CA A) A A2) "2 (A A) 
其 中 41,42,… ,4, 是 d, (4) 的 全 部 不 同 的 根 ， 因 而 nl ,… ,ni 都 是 正 整 数 . 由 于 
di; (2) 整除 di,1(4)(Y1g<isr-1)， 对 每 个 根 和 有 0<nysnzys… 委 nj. 则 
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4 (14) 的 初等 因子 组 为 
{aA |lisksr,lsjst,ny>1|. 


例 1 根据 以 下 条 件 求 4 (4) 的 Smith 标准 形 、 行 列 式 因 子 、 不 变 因 子 和 


初等 因子 组 . 
1-) A A 
4(1)=| 4 A -A 
1+A? A? -A? 


(1) 
(2) 4 (4)=2X1-JJ， 其 中 


是 n 阶 Jordan 块 J (a). 
(3) . 
a0 OD 0 
0 A4 (A—-1)? 
(4) 4 阶 方 阵 4 (4 ) 的 秩 为 3 ， 初 等 因子 组 为 42， 44,， (4 -1)2 ,，(A-1)， 
A+1. 
解 (1) 对 4 (4) 进 行 初等 变换 得 


1-A4 4 A 1 2+ 0 
2 ， 一 
1 1 1 1(2) + (1), ~ 4(2) + (3) 1 


1+4 2 -A? 1 0 0 


(3) + (1), - 4(3) + (2) 0 AX+2 0 
- (3) + (1), -4(3)+(2 | 
| 0 A 


列 变换 ; 1(3) + (1), -1(3) 


(1,3) 9 
1,3 
| 
0 0 (+1) 

最 后 得 到 的 和 矩阵 就 是 4 (4 ) 的 Smith 标准 形 ， 其 对 角 元 1，X ，A (+1) 为 不 变 
因子 . 

将 其 中 不 等 于 常数 的 不 变 因 子 *，X(X +1) 分 解 得 到 4(4) 的 初等 因子 组 : 
A,，A,，A+l. 

对 每 个 1<k<3, 将 前 个 不 变 因 子 相 乘 就 得 到 行列 式 因 子 ， 依次 为 
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Di (MA)=1，D (AM)=1，D3 (4)=A* (4+1). 
(2) 


A (1)) = 
A-a 

的 行列 式 就 是 n 阶 行列 式 因 子 D, (43)= (A -a)". 

4 (4) 右 上 角 的 n -1 阶 子 式 等 于 ( -1)"-!， 是 非 零 常数 ， 可 见 所 有 n -1 阶 
子 式 的 最 大 公 因 式 D,_1(%)=1. 所 有 的 D; (4)(1<ks<n-1) 都 是 DD,_1(X)=1 
的 因子 ， 也 都 等 于 1. 因此 

Di (A)=1, ylsksn-! 

而 D, (XA)= (A~a)". 


由 di (2) = 本 和 (1 < hk<n) 得 不 变 因子 依次 为 1,…,1,(X - oj" ， 因 


此 Smith 标准 形 为 diag (I,_1),(X -a)"). 

唯一 一 个 不 等 于 常数 的 不 变 因 子 d, (4%) = (4 - a)" 只 有 唯一 一 个 根 a， 因 
此 只 有 一 个 初等 因子 (4 - a)" 单独 组 成 初等 因子 组 . 

(3) 4 (4) 的 行列 式 

det (A(XA)) = A424 -1)3(A+1)A4(A 1) = A(A 1) (A+1) 

就 是 2 阶 行列 式 因子 D, (4). 

仅 有 的 两 个 非 零 1 阶 子 式 12 (4 -1)(X4+1)，44 (4 -1)? 的 最 大 公 因 式 
4 (4 - 1) 就 是 1 阶 行列 式 因 子 D (4)= A2(X4-1)?. 

D(A) 


不 变 因 子 d1(X3)= Di (23)=A(A-1),d, (AX)= De = 4() - 1). 


(+l). 由 于 di CA) d,(4)= D2(4) 就 是 和 4 (4) 的 两 个 对 角 元 的 乘积 ， 而 一 次 
因子 1, -1，4+1 在 d (2)( 即 D1(4)) 中 的 次 数 分 别 是 这 3 个 一 次 因子 在 
4 (4 ) 的 两 个 对 角 元 中 的 最 低 次 数 2，2，0， 这 些 一 次 因子 和 4,4-1,， A4+1 在 
d, (4) 中 的 次 数 就 是 它们 在 4 (4 ) 的 两 个 对 角 元 的 最 高 次 数 . 

由 不 变 因 子 排 成 Smith 标准 形 

S (A)= diag (A2(A—1),44(A -1)(A+1)). 
由 不 变 因子 分 解 得 到 初等 因子 组 A?,，44,，(A4 一 1)?,， (4-1)?,， A+tl. 
(4) 由 于 rank4 (4)=3，Smith 标准 形 形 如 
S=diag (di(4),d(4), ds(X),0) 

其 中 di (4 ) 整 除 4, (4)，d, (4) 整 除 d (4). 

初等 因子 组 中 出 现 的 一 次 因 式 4， -1，4+1 的 最 高 次 蹇 (指数 分 别 为 4， 
3,1) 都 在 d; (4) 中 ，d3 (A) 就 是 这 些 最 高 次 寡 的 乘积 
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ds3 (3)=A(A—-1)(A+1) 
除了 已 经 进入 da (4) 的 那些 初等 因子 ， 剩 下 的 初等 因子 中 各 个 一 次 因子 
的 最 高 次 寡 的 乘积 就 是 d, (1): 
ds (2) = A241) 
除了 已 经 进入 qd; (1)，d2 (4) 的 那些 初等 因子 ， 剩 下 的 初等 因子 中 各 个 一 
次 因子 的 最 高 次 窜 的 乘积 就 是 di (4). 但 是 ， 初 等 因子 已 经 全 部 进入 da (4)， 
dz (1)， 没 有 剩 下 的 ， 因 此 
di (24)=1 
这 就 得 到 了 4 (4 ) 的 不 变 因 子 1, 4A? (4-1)? ,A4(A4-1)3(A+1). Smith 
标准 形 为 
diag (1,4°(A—1),A4(A -1)3(A+1),0) 
行列 式 因 子 D;(4)(1<%<4) 依 此 为 
1, A227(A-1), 45 (A-1)5 (A+1),0 口 
初等 因子 是 由 不 变 因 子 分 解 得 到 的 ， 但 是 反 过 来 要 由 初等 因子 得 到 不 变 因 
子 ， 就 必须 辨认 出 哪些 初等 因子 是 来 自 同 一 个 不 变 因 子 . 例 1 (4) 就 指明 了 如 
何 由 初等 因子 得 到 不 变 因 子 ， 从 而 得 到 Smith 标准 形 的 算法 : 
所 有 的 不 变 因 子 都 是 若干 个 不 同 的 一 次 因 式 4 - 4; (1 < ig<1) 的 备 ， 取 每 
个 一 次 因 式 的 最 高 次 赛 相 乘 得 到 d, (1)， 其 中 是 4 矩阵 的 秩 ; 再 从 剩 下 的 初 
等 因子 中 取 每 个 一 次 因 式 的 最 高 次 寡 相 乘 得 到 d,_,(4)， 依 此 类 推 直到 所 有 的 
初等 因子 全 部 用 完 ， 得 到 gd, (4),d,_1(4),…,d,(4)， 如果 ss>1， 则 d (2)= 
=d,.1(4)=1. 
定理 7.6.2 复数 域 上 m x n 和 矩阵 4 (4) 与 B (4) 相 抵 避 4 (4)，B (4) 具 
有 相同 的 秩 及 相同 的 初等 因子 组 . 
证 明 显然 , 当 4 (4)，B(4)， 相抵 时 它们 相抵 于 同样 的 Smith 标准 形 ， 
具有 同样 的 秩 和 不 变 因 子 ， 将 这 些 不 变 因子 分 解 就 得 到 同样 的 初等 因子 组 . 
反 过 来 ， 只 要 证 明 4 (14) 的 Smith 标准 形 由 A(4) 的 秩 和 初等 因子 组 唯一 决 
定 ， 则 当 4(X)，B(%) 的 秩 和 初等 因子 组 相同 时 ， 它 们 的 Smith 标准 形 相同 ， 
因而 4 (4)，B (4) 相抵. 
设 rank 4 (4)=rank B (4)=r,， 并 且 4 (4)，B (4) 有 同样 的 初等 因子 
组 . 将 它们 共同 具有 的 初等 因子 排列 如 下 表 : 
(A—AD™, CA- AD ,A AL)™ 
(A A) ,CA A2) "2, , (A As) "2 
os (7.6.4) 
CAA) (A~A)™e, AA)™ | 
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其 中 1 ，12?，…，A) 各 不 相同 ; 对 每 个 1<i<t， 以 4; 为 根 的 各 初等 因子 按 
指数 my 从 大 到 小 的 顺序 ( 即 mi > ma 之 … 宇 ma 宇 1) 排 在 第 i 行 . 
由 于 A (4),，B (4) 具 有 相同 的 秩 r+， 它们 的 Smith 标准 形 分 别 具 有 形状 
Si (4)= diag (di(2),,d,(X),0), S, (4)= diag (di(A),…,d,(4),0), 
其 中 每 个 di (4 ) 整 除 d; ,1(X)， 每 个 四 (4) 整 除 dj ,1(4), 对 1<h<r-1l. 

对 于 每 个 4;,，A (4) 的 每 个 不 变 因子 di (X ) 至 多 只 有 一 个 以 4, 为 根 的 初 
等 因子 , 由 4 (4) 的 ;个 不 变 因 子 di (4),… ,qd,(4) 分 解 得 出 的 以 4; 为 根 的 初 
等 因子 (4 -Aww(1<jgh) 至 多 只 有 个， 因此 所 <r， 也 就 是 说 : 初等 因子 
排 成 的 表 (7.6.4) 不 超过 列 . 

由 于 4 (4) 的 每 一 个 不 变 因 子 d; (4)(2<j<7r) 被 它 前 面 的 一 个 不 变 因 子 
dj-1(4) 整 除 ， 每 一 个 根 4 在 d) (24) 中 的 重 数 不 低 于 它 在 d .1(4) 中 的 重 数 . 
因此 以 每 个 4; 为 根 的 初等 因子 (4 -41)" 按 指数 mj(1<j<) 由 大 到 小 的 顺序 
依次 来 自 不 变 因 子 gd, (4)，d,-1(4),，…，d,-4+11(X)，A4 (4) 的 最 后 一 个 不 变 
因子 d, (4) 由 各 个 -4 (1<isgi) 的 最 高 次 军 (X - 4;)"™ 相 乘 得 到 ， 也 就 是 说 
d,(4) 等 于 (7.6.4) 中 的 第 1 列 的 各 初等 因子 的 乘积 . 同 理 ，B (4 ) 的 最 后 一 个 
不 变 因子 d, (1) 也 是 这 些 初 等 因子 的 乘积 ， 即 

d, (A)=4d,(2)= [| GQ- 2a)™ 


设 表 (7.6.4) 中 的 初等 因子 共有 列 ( 也 就 是 说 所 有 的 最 大 值 是 )， 则 
当 1<jsgk 时 ，A (4) 与 B(4) 的 倒数 第 j 个 不 变 因 子 dj),1(4) 与 4,_j,1(4) 
都 等 于 (7.6.4) 的 第 j 列 中 所 有 的 初等 因子 的 乘积 
djl (4) 二 da (4) 二 ] (A 一 Ai) ™s 


lsisivjsh 


(7.6.4) 中 的 初等 因子 全 部 来 自 4 (4) 与 B (4) 的 最 后 个 不 变 因子 ， 如 
果 +r>k，(7.6.4) 中 已 经 没有 任何 初等 因子 来 自 4 (4)， (41) 的 前 r+- 上 个 不 
变 因 子 ， 这 些 不 变 因 子 都 只 能 等 于 1， 妈 

d; (2)=d(2)=1, Ylsjsr-h 

以 上 证 明了 和 矩阵 的 不 变 因 子 完全 由 秩 与 初等 因子 组 决定 ， 并 且 给 出 了 
由 秩 和 初等 因子 组 计算 不 变 因 子 的 方法 . 因此 ， 只 要 4 (4X)，B (4) 的 秩 与 初 
等 因子 组 相同 ， 它 们 的 不 变 因 子 就 相同 ， 因 此 Smith 标准 形 S$ (1) 相 同 . 
4 (1)， 如 (4) 相 抵 于 同一 个 S (4)， 因 此 它们 相抵 ， 口 

例 1 (3) 中 求 对 角 阵 


A A) A1 (4) {22 (2-1)(A+1) 0 
- A2 (2)) 0 14 A-1)? 


(7.6.5) 
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的 Smith 标准 形 和 初等 因子 的 方法 和 结果 也 很 值得 注意 . 

4 (4) 的 不 变 因子 d1 (4 ) 等 于 1 阶 行列 式 因 子 D, (4)， 就 是 两 个 对 角 元 的 
最 大 公 因 式 ， 由 两 个 对 角 元 的 各 个 一 次 因 式 4，4 - 1， +1 的 最 低 次 军 相 乘 
得 到 ， 而 ds (4) 由 这 些 一 次 因 式 的 最 高 次 罕 相 乘 得 到 . 因此 ，(7.6.5) 中 的 对 
角 算 阵 4 (1) = diag (A1 (4)，A4，(4)) 可 以 经 过 如 下 的 过 程 变 为 Smith 标准 形 : 

依次 审查 在 4 (4 ) 的 对 角 元 中 出 现 的 1 次 因 式 +4+,，X4 -1,， 4+1. 发 现 ) 在 
41 (4) 中 的 寡 4? 的 次 数 低 于 在 4， (1) 中 的 寡 14， 这 两 个 宕 的 位 置 不 变 ; 另外 
两 个 一 次 因 式 4 -1, 4+1 在 41 (14) 中 的 宕 (A -1 ，1+1 的 指数 分 别 高 于 它 
们 4 (4) 中 的 寡 (4 -1 ，(4 +1)? 的 指数 ， 因 此 将 41 (4) 中 的 (A4 - 1)3 与 
42 (4) 中 的 (4 -1)? 互 换 ， 将 41 (4) 中 的 (4+1) 换 到 4, (4) 中 .经 过 这 样 的 
互 换 ,行列 式 因子 D, (4) 与 D, (4 ) 都 不 改变 ， 得 到 的 


di (4) a7 (4-1) 0 
S (4) = = (7.6.6 
| 0) | 0 A (A -1)(A+1) 


与 4 (4) 相 抵 ， 而且 di (2) 整除 d, (4)， 因 此 S$ (4 ) 就 是 4 (4) 的 Smith 标准 
形 . 而 且 ， 由 S$ (4) 的 对 角 元 分 解 得 到 的 初等 因子 组 
127,CA—1)2,44,(A—1)3,A+1| (7.6.7) 
与 由 4 (4) 的 对 角 元 47 (X -1)3(X +1)，A4 (4 -1)? 分解 得 到 的 初等 因子 组 
{42,CA—1)3,A+1,44, (4 — 1)2} 
相同 . 
因此 ， 求 对 角 乞 阵 4 (4 ) 的 Smith 标准 形 的 方法 可 以 简化 为 : 
(1) 将 每 个 对 角 元 看 作 1 阶 和 矩阵， 进行 因 式 分 解 求 初等 因子 组 ; 
(2) 将 各 个 对 角 元 的 初等 因子 组 合并 ， 得 到 4 (4 ) 的 初等 因子 组 ; 
(3) 由 4 (3) 的 秩 和 初等 因子 组 按 定理 7.6.2 的 方法 得 到 不 变 因子 ， 排 成 
Smith 标准 形 . 
定理 7.6.3 设 A(X)=diag (fi1(4),…,f.(4)) 是 对 角 元 全 不 为 零 的 4 对 
角 阵 . 则 4 (4 ) 的 各 对 角 元 f; (4)(1<i<7) 的 初等 因子 共同 组 成 的 集合 就 是 
4 (4 ) 的 初等 因子 组 . 
证 明 将 4 (4) 的 各 对 角 元 f: (4 ) 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 : 
fi A) = AA A A2) 2 AA) 
f2 (4) = CA- A A A2) "2 (A — A) 


fA)= CA- AD mA A2) (A A,)™ 
其 中 4,,… ,4, 两 两 不 同 ， 所 有 的 指数 nj 二 0; 每 个 和 (1<j<1) 至 少 是 一 个 
fi (4) 的 根 ， 即 对 每 个 1<j< 1 至少 有 一 个 nj>>1. 
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对 每 个 1<k<r， 我 们 来 求 4 (4 ) 的 行列 式 因 子 D; (4)，A (2) 的 & 阶 非 
零 子 式 是 它 的 任意 个 对 角 元 的 乘积 


fi CM) f(A) f(A) = 了 (A— A Mat iy 
其 中 每 个 和 A- Mi 的 究 指 数 Ri j + ni + "+ mij 就 是 略 在 fi (4)， fi,(4), 可 
fi (4) 中 的 重 数 之 和 ， 所 有 这 些 阶 非 零 子 式 / (4) (2)…f; (4) 的 最 大 公 因 
式 


Di (3)= [| GQ -70)5 (7.6.8) 


其 中 s; 是 各 对 角 元 f; (4) 中 (4 -1) 的 窒 指 数 ni;，n2j;，…，nj 中 最 小 的 上 个 数 
的 和 . 显然 ， r 个 整数 mu ,nz ，… ,nw 中 最 小 的 个 数 的 和 5 与 n1;， n2, “sh 
的 排列 顺序 无 关 . 将 这 > 个 整数 按 从 小 到 大 的 顺序 重新 排列 为 ny ，m2zh， 
ij， 其 中 最 小 的 个 整数 的 和 仍然 是 ss， 令 

di (A) = CA AD A ma (A A 

dy (A) = (A AD A A 2 (A — Ar) 


5 


d; (A) = A AD A A2) 2 CAA) 

S (4)= diag (di (A), d.(4),*… ,qd, (A)). 
则 由 前 面 对 4 (4 ) 的 结论 (7.6.8) 知 S (3) 的 & 阶 行列 式 因 子 

D; (4) = L1G ~- 7%) , 
其 中 5 是 S$ (4) 的 各 对 角 元 d; (4) 中 (4 一 1)) 的 塞 指数 n,nz;,… ,ns 中 最 小 的 上 
个 数 的 和 ， 等 于 ss. 因此 D, (4) = D(X4). S$ (4) 的 各 阶 行列 式 因 子 都 与 
4 (4) 相 同 ， 因 而 S (4) 与 4 (4) 相 抵 ， 并 且 由 于 
nj<ny< en 

对 1<j<t 成 立 ,每 个 由 (4) 整 除 di,1(4)(1<isgr-1). 因此 SS (4X) 是 4 (4) 


的 Smith 标准 形 . 将 S$ (4 ) 的 各 对 角 元 ( 即 4 (4 ) 的 不 变 因 子 )d; (A)(l1<is7) 
的 初等 因子 组 合并 得 


E=|Q -A ejsi,lsisr,ny>1| 
对 每 个 lsj<i, nyj;n2j，… ;nw 是 由 n1;, nzj,… ,nw 重新 排列 得 到 . 因此 
E=|i(A-A)%|llsjsi,lsisgr,n>1| 


由 4 (4) 的 所 有 对 角 元 4; (4)(1<i<7) 的 初等 因子 组 合并 得 到 . 口 
推论 7.6.2 (1) 准 对 角 阵 4 (4) = diag (A1(4),… ,4,(4)) 的 初等 因子 组 
由 它 的 各 对 角 块 4, (4)(1<i<m) 的 初等 因子 组 合并 得 到 . 
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(2) 设 J = diag (1,…,J,) 是 Jordan 形 和 矩阵 ， 其 中 每 个 
1， 1 


人 


是 特征 值 为 4; 的 m; 阶 Jordan 块 (41,…,4, 不 一 定 两 两 不 同 )， 则 AT- 了 作为 ， 
矩阵 的 初等 因子 组 与 了 作为 复方 阵 的 初等 因子 组 相同 ,等 于 和 (4 -4.)"|1< 
1 去 了， 

证 明 (1) 4 (4) 的 每 个 对 角 块 4; (4) 相 抵 于 Smith 标准 形 

$i(2) = diag( da(2),, da (2),0,.,0). 

于 是 4 (4X) 相抵 于 对 角 阵 D(X4) = diag( S1(4),…,S, (4)). 

将 对 角 阵 D(4) 的 对 角 元 重新 排列 顺序 ， 使 全 部 非 零 元 排 在 前 面 ，0 排 在 
最 后 ， 得 到 对 角 阵 

A(A)= diag( Di(2),0), 

其 中 D1(4) 是 由 D(4) 的 全 体 非 零 元 组 成 的 对 角 和 矩阵 ， 则 A (4) 相 抵 于 D(X)， 
从 而 相抵 于 A4(X)， D1(4) 的 初等 因子 组 就 是 A4(4) 的 初等 因子 组 ， 由 D1《X ) 的 
各 对 角 元 的 初等 因子 组 合并 得 到 ， 也 就 是 由 各 8 (1) 的 非 零 对 角 元 的 初等 因子 
组 合并 得 到 . 而 每 个 $,(4) 的 各 对 角 元 就 是 4,(*) 的 各 不 变 因 子 ， 它们 的 初等 
因子 组 合并 起 来 就 是 4;(4 ) 的 初等 因子 组 .这 就 证 明了 4 (A) 的 初等 因子 组 由 
各 A4;(4) 的 初等 因子 组 合并 得 到 . 

(2) 21 -J 是 由 对 角 块 并 -Ji(l1<i<s) 组 成 的 准 对 角 和 矩阵 ， 由 例 1 (2) 知 
XI - J 的 初等 因子 组 由 一 个 初等 因子 (4 - 4;)" 组 成 ，X1 -J 的 初等 因子 组 由 
各 对 角 块 41 - J 的 初等 因子 组 1(X -4;)" | 合并 得 到 ,等 于 (4-4A)™|l<i< 
s|. 口 


习 题 7.6 
1. 求 下 列 矩阵 的 行列 式 因 子 、 不 变 因 子 和 初等 因子 组 ， 由 此 写 出 它们 的 Smith 标准 形 : 
12 从 0 0 和 2 0 
(1) 0 A — 4A 0 ; (2) | A :| 
0 0 (1 -4) 0 0 4 
A 1 … 1 1 
入 2 2 
0 4 … 1 1 
(3) | 和 :| (4) | ，. . ， 
0 0 a ; ; 


0 es ER 0 A 
2. 求 下 列 矩 阵 4 的 特征 方 阵 7 - 4 的 行列 式 因 子 ， 不 变 因 子 和 初等 因子 组 : 
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(GD ; (2) 


87.7 特征 方 阵 与 相似 标准 形 


现在 用 多 项 式 矩 阵 相抵 的 理论 来 研究 线性 变换 在 适当 基 下 的 标准 形 及 方 阵 
的 相似 标准 形 . 
引 理 7.7.1 设 . 名 是 数 域 Ff 上 nn 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ，4 = 
(ay)x, 是 .多 在 了 的 基 M = ici,…，,awn| 下 的 矩阵 . 
设 1 矩阵 4() = 31- 4 相抵 于 对 角 阵 
D(A)= diag(1 1 CT) 万 (A)) 
其 中 每 个 F(4)(s+1<i<z) 是 首 项 系数 为 ! 的 多 项 式 ， 次 数 由 1 则 
(1) V 可 以 分 解 为 n - * 个 循环 子 空 间 眉 [. 细 有 (s+1<i<zn) 的 直 和 ， 其 
中 每 个 太 的 最 小 多 项 式 等 于 f;:(X)， 生 成 的 循环 子 空间 F[.%]p; 的 维 数 等 于 dd. 
(2) 对 每 个 s+1<i<sn，B; = |15 .Bi 有 48 是 循环 子 空 
间 F[.zg]B; 的 一 组 基 ，B = B,,1U…UB, 是 V 的 一 组 基 . 
设 每 个 
万 (4) = 7 二 ai, a 1A! +'"*+aiA+aio 


则 .名 在 基 B 下 的 矩阵 B = diag( B, ,1,.… , B,), 其 中 


0 一 Ci0 
1 一 Gil 
至 ; 一 
0 
1 Ci,d -1 


对 ss+1<i<n 成立. 

证 明 由 于 4 是 .如 在 基 WM = foal,…,Q,| 下 的 和 矩阵， 有 

Co ) =(0 00) 

即 (al 0 (BL,) - A)= (0,.…,0) (7.7.1) 
存在 可 逆 的 1 矩阵 P(X)，Q(4) 使 

PLA)CMT-A4)CCA)=DD(A)=diag(1 ,1, fila), ,f(A)) (7.7.2) 
在 等 式 (7.7.2) 两 边 取 行列 式 得 

det( P(A))det(AT -~ A)det( QO(2))=f .14 f(A) 
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可 道 4 矩阵 P(4)，&(A) 的 行列 式 cu，ec; 都 是 非 零 常数 ，det(41 - 4) 就 是 4 
的 特征 多 项 式 pa(4). 由 cicypa(4)=f11(4)…f.(4) 知 道 (4)(s+1<i<n) 
的 次 数 之 和 d,,1+… + d, 等 于 pa (4) 的 次 数 n， 且 由 于 ga (4) 及 各 fi:(4)(s+ 
1 < i<n) 都 是 首 一 多 项 式 ， 因 此 cicz = 1， 
ft) fA) = pal4) (7.7.3) 
在 (7.7.2) 中 将 多 项 式 的 字母 .2 换 成 线性 变换 .名 得 
P(AL)(.81 - A)Q(.L)= D(AB) = diag(1 ,1 ,fri(B),%, f(.%)) 
(7.7.4) 
将 (7.7.1) 两 边 右 乘 Q(.%) ， 写 成 
(@1,% 0) PG) IP(AB) AL,) - 4A) Q(B) = (0,.… ,0) 
将 (7.7.4) 代 入 ,得 
(有 ,PB,)diagll, ,1, fr AB) ,f(sB)) = 0, ,0) (7.7.5) 


其 中 
(Bi,%i,B,) = (0, , 0) P(AB)! (7.7.6) 
而 P(.%)-!' 由 4 和 矩 阵 P(4)-! 将 4 换 成 .如 得 到 ， 反 过 来 ， 有 
(aon) = (PB1,* ,PB,)P(.A) (7.7.7) 
设 P(4)= (pj(4)),.， 则 
0; = pi(-B)PB1+ p(B) By + + pn(.2B)p, (7.7.8) 


对 1<js<n 成 立 . 
(7.7.5) 可 以 写 为 
1p;=0,vV1l<i<s 
(Dp ov ic, 07.7.9) 
这 说 明 B=0 对 1<is ss 成立. (7.7.8) 成 为 
0 = pri (BB rit + py( BB, Ylisis<n (7.7.8’) 
了 的 基 M = tg,…,@,| 含 于 p,,1!，…，Bp, 生成 的 循环 子 空间 
U= FL[.AB]B t+ + FI.Z1p, 
因而 
V= FL.Z]B, .++ F [Zp, (7.7.10) 
对 每 个 s+1<ign, 设 f(4)=A%+ qd -iA + +anA+ao， 其 中 dd， 
= deg fi:(4) 宇 1. 由 (7.7.9) 知 道 (.%)p; =0， 也 就 是 说 f;(4) 是 Bp, 相对 于 线性 
变换 .去 的 零 化 多 项 式 ， 由 
fi(@B)B; = .8B + oa -1B BP + op + ap =0 


得 .%"B;= - Qa - 1B" B, 一 … 一 gu-%gp; -ao8 可 知 由 d; 个 向 量 Bp,， .Bp,，…， 
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.ur18 生成 的 子 空间 V, 是 .名 的 不 变 子 空间 ， 就 是 房 生 成 的 循环 子 空间 
F[.%g]B;， 其 维 数 dimF[.%]P; < d;. 于 是 由 (7.7.10) 得 


n= dm 了 三 Dain F[.2Z1B, < Da = 用 (7.7.11) 


这 迫使 其 中 两 个 < 都 只 ! 能 取 等 号 ， 前 一 个 < 取 等 号 说 明 V 是 各 p(s+l<isn) 
生成 的 循环 子 空间 F[.%]p; 的 直 和 .(7.7.11) 中 后 一 个 < 取 等 号 迫使 
di = dim F[.%8]B,= dim V(Bp,,.%B,,… , 2-1p.) 
对 +1<is<n 成立， 因而 B= |P,,.%Pp,,…,.4&4-1p,| 是 循环 子 空间 F[.%]P; 
的 基 ，f:(4) 是 B; 相对 于 线性 变换 .用 的 极 小 多 项 式 ， 而 . 罗 = .多 ,1U…U. 罗 ,是 
V 的 一 组 基 . 
对 每 个 s+1<i<n， 由 
BA BRB) = BB (V1lsjsdi-1) 


及 
LAE, = 4B, = 一 ai 1.20T18 -ail-C8 - aioB; 
知 .Z| xz 在 基 B; 下 的 矩阵 
0 ~ adio 
~ Qil 
B; - . 
0 . 
1 一 aid-l 


dxd. 
i 


而 .多 在 基 B8 下 的 矩阵 为 B = diag (8B,,1,…,B,). 
定义 7.7.1 设 AE 488"*". 则 和 天 了 阵 M1-A4 称 为 4 的 特征 方 阵 (eigenma- 


trix ) . 


显然 ，4 的 特征 方 阵 的 行列 式 就 是 4 的 特征 多 项 式 ， 

对 于 下 上 的 nm 阶 方 阵 4 与 召 ， 如 果 存 在 FF 上 的 可 北方 阵 P 使 B= P-'A4P， 
就 称 4 与 B 在 F 上 相似 . 当下 是 实数 域 时 也 称 4，B 实 相 似 ， 当 FF 是 复数 域 
时 也 称 和 4，B 复 相似 . 

对 特征 方 阵 MX - 4 的 Smith 标准 形 S(4) = diag(d1(4),…, qd,(4)) 应 用 引 
理 7.7.1， 得 到 关于 4，B 相似 与 它们 的 特征 方 阵 M - 4，241 - B 相抵 的 关系 
的 如 下 定理 : 

定理 7.7.2 设 . 如 是 数 域 上 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ，4 = 
(oj)x, 是 .如 在 了 的 基 M = jei,… ,Ql 下 的 矩阵 设 数 域 F 上 的 n 阶 方 阵 4 
的 特征 方 阵 MX7 - 4 的 前 个 不 变 因子 d;(X%) =1， 后 n - * 个 不 变 因 子 


di(AM)=AMd+aii harI++oa+ao (Vs+1sisDmn) 
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次 数 胃 > 中 dz1 则 

(1) V 是 n -个 循环 子 空间 上 U,,!,，…，U, 的 直 和 ， 其 中 每 个 循环 子 空间 
Ui(s+1<ign) 的 生成 元 B. 相对 于 .如 的 最 小 多 项 式 等 于 d,(X). 

(2) & 在 上 相似 于 标准 形 


B=diag(B,,!,…,B,) 
其 中 
0 一 Qi0 
1 。 一 Qil 
怪 ; = 。 。 ， Vs+l<i<n 
.0 : 
1 本 41 dxd, 


由 于 MT- 4 的 不 变 因 子 都 可 以 由 ML- 4 的 元 经 过 有 限 次 轻 转 相 除 法 得 到 ， 
都 是 上 的 多 项 式 ， 并 且 由 和- 4 唯一 决定 ， 从 而 由 4 唯一 决定 .因此 定理 
7.7.2 中 所 说 的 标准 形 是 数 域 F 上 的 矩阵 ， 由 4 唯一 决定 ， 称 为 4 的 有 理 标 
准 形 (rational canonical form). 

考虑 4 的 左 乘 作用 在 列 向 量 空间 严 *! 上 引起 的 线性 变换 .如 :不 F> AY， 则 
4 是 . 召 在 严 “ 的 自然 基 W = |el,…,e,| 下 的 矩阵， 作 矩阵 Mr- 4 的 相抵 变 
换 ， 找 到 可 逆 的 4 矩阵 P(1)，C@(A) 使 P(A)(M - 4A)Q (4) 等 于 Smith 标准 形 
diag( di1(4),…,d,(4))， 则 由 

(Bi,*,B,)=(e1,.,e,) P(AZ)-! 
可 以 求 得 循环 子 空间 的 生成 元 ,1!，…，p,， 进 而 求 得 每 个 循环 子 空间 的 基 
B=1B, AB(B),… ,Bi 1(P;)} .依次 以 基 B.(s+1s<is<n) 中 的 向 量 作为 各 列 
组 成 可 道 和 矩阵 T， 则 7 了 -1!47 是 有 理 标准 形 . 
”定理 7.7.3 设 A，B 都 是 数 域 户 上 的 n 阶 方 阵 . 则 

4 与 8 在 F 上 相似 己 特 征 方 了 泗 41- A 与 41-B 在 上 相抵 . 

证 明 如 果 4 与 8 在 上 相似 ， 则 存在 F 上 的 可 逆 方 阵 P, 使 B=P-!A4P， 
于 是 A1-B8B=P-1(41 -4)P， 这 说 明 AI1- 4 与 41 - B 相抵 . 

反 过 来 , 设 1 - 4 与 41- B 相抵 ， 则 它们 具有 同样 的 不 变 因子 

l,l, dr1(A),., d,(X) 
由 定理 7.7.2 知道 ，4 , B 都 在 上 相似 于 由 这 些 不 变 因 子 决定 的 同一 个 有 理 
标准 形 ， 因 此 4 与 B 在 下 上 相似 . 
定理 7.7.4 设 4,B 都 是 数 域 上 的 n 阶 方 阵 . KK 是 数 域 且 KF， 则 
4,B 在 F 上 相似 >A4,B 在 上 上 相似 . 
特别 ， 取 天 为 复数 域 ， 得 
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A4,B 在 F 上 相似 和 4,B 复 相似 . 

证 明 ”如果 4，B 在 所 上 相似 ,存在 上 可 逆 方 了 泗 P 使 B= P-!'4P. 由 
于 己 也 是 玉 上 的 可 逆 方 阵 ， 因 此 4，B 在 KK 上 也 相似 . 

反 过 来 , 设 4, 下 在 KE 上 相似 ， 即 存在 可 北方 阵 PE K**"* 使 B= P-!A4P. 
由 定理 7.7.3 知道 A717- 和 与 7-B 在 K 上 相抵 .因而 A1-4,，A1-B 具 有 相 
同 的 不 变 因子 d;(4)(1<i<gn). 这 些 不 变 因 子 都 可 以 由 XI-A， 和 并- B 的 元 
经 过 有 限 次 轧 转 相 除 法 得 出 来 . 而 A1 ~ 4 ，AI - B 的 元 都 是 下 上 的 多 项 式 ， 
因此 不 变 因 子 d(4)(1<i<n) 也 都 是 上 的 多 项 式 ，XI1 -4 与 71-B 在 FF 上 
由 抵 . 由 定理 7.7.3 知道 4 与 召 在 严 上 相似 . 

由 定理 7.7.4 知道 : 同 阶 方 阵 4 ，B 如 果 在 它们 的 元 共同 所 在 的 某 个 数 域 
上 相似 , 那么 4,， 下 在 它们 的 元 共同 所 在 的 所 有 的 数 域 上 都 相似 ， 因 此， 如 
果 我 们 不 特别 指明 数 域 ， 而 直接 说 4，B 相似 ， 可 以 理解 为 4，B 在 它们 的 
元 共同 所 在 的 任何 一 个 数 域 上 相似 . 

定理 7.7.5 设 nn 阶 复方 阵 4 的 特征 方 阵 的 初等 因子 组 为 


E={(A-AD™w|ls<iasi,lsj<hl. 
则 4 在 复数 域 上 相似 于 由 各 个 初等 因子 (4 - 4;) "对 应 的 Jordan 块 
A; 1 
Jn (4i) = ” 1 (ylsist,lsjsh) 
A 


的 全 体 组 成 的 Jordan 标准 形 


证 明 J 的 特征 方 阵 
| AT0m) — Jn, (Ni) 


是 由 对 角 块 Few) - J (24i) 组 成 的 准 对 角 和 矩阵 ， 每 个 这 样 的 准 对 角 块 只 有 了 唯 

一 一 个 初等 因子 (4 - 4;)". 所 有 这 样 的 初等 因子 (A -A)™w(l<iat,lsgjs< 

ki) 组 成 的 集合 就 是 X41 - J 的 初等 因子 组 ,而 EE 也 是 X41 - 4 的 初等 因子 组 . 

因此 X41 - 4 与 -J 具有 同样 的 初等 因子 组 ， 在 复数 域 上 相抵 ， 由 定理 7.7.3 

知道 4 与 J 在 复数 域 上 相似 .， ” 口 
例 1 求 矩 阵 
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00 10 0 
000 10 
A=|I0 0001 
00000 
00000 
的 Jordan 标准 形 . 
解 将 X41 -A 经 过 初等 变换 化 成 Smith 标准 形 : 
A 0 -1 0 0 1 0 0 0 
0 4 0 -1 0 0 1 0 0 
MT-4=|0 0 7 0 -1P…~>S(G)=|001 0 0 
0 0 0 4 0 000 2 0 
00 0 0 iA 000 0 2 


因此 ，21 - 4 的 初等 因子 为 X*，X? .这 两 个 初等 因子 分 别 对 应 于 Jordan 块 


0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 


4 相似 于 这 两 个 Jordan 块 组 成 的 Jordan 标准 形 J = diag( J,(0) ,J 了 (0)). 

例 2 n 阶 复方 阵 4 与 它 的 转 置 方 阵 47 相似 . 

证 法 1 A，4' 的 特征 方 了 泗 A1- 4 与 1- 47= (XI -4)' 互 为 转 置 ， 对 每 
个 1<ks<n，A1- Ah' 的 每 个 阶 子 式 是 A1 - 4 的 某 个 k 阶 子 式 41(4) 的 转 置 
Ai(4)T， 而 Ai(X3)”= A1(4). 因此 A1 -47 与 1 -4 的 上 阶 行列 式 因子 相等 . 
这 说 明了 XI -47 与 ML- 4 相抵 ， 因 而 47 与 4 相似 . 

证 法 2 4 复 相 似 于 Jordan 标准 形 

J= diag(J1,…, J, )， 

其 中 每 个 J; = J。(4i) 是 Jordan 块 . 存在 复 可 北方 阵 了 使 1 = P-:4P， 对 每 个 
Jordan 块 


0 1 
oo 中 sea- 


取 m; 阶 对 称 方 阵 S; = , > 
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S71J,S; = 1 。 = 万 


1 A 


取 S=diag(S1,…,S,)， 则 S71JS = J . 于 是 由 4 = PJP-! 得 
AT= PT-171TPT- PT-1S-1JSPT -= PT-1S-1P-LI4PSPT-= CO-140， 

其 中 CO = PSPT 是 可 逆 对 称 方 阵 . 这 就 证 明了 4 与 4 相似 口 

例 3 设 .% 是 下 上 n 维 线性 空间 VV 上 的 线性 变换 . 求证 : 

(1) . 吉 的 特征 多 项 式 g zs(4) 等 于 所 有 的 不 变 因子 的 乘积 di (4)… d,(4)， 
.如 的 最 小 多 项 式 d ys(4) 等 于 42- .有 % 的 最 后 一 个 不 变 因子 d,(4). 

(2) .如 的 最 小 多 项 式 4d sl) 等 于 特征 多 项 式 p zs(%) 避 VV 是 由 某 个 向 量 生 
成 的 .多 的 循环 子 空间 

证 明 (1) 设 . 如 在 了 的 基 W 下 的 矩阵 为 4. 则 .名 的 最 小 多 项 式 和 特征 
多 项 式 分 别 等 于 4 的 最 小 多 项 式 d (4 ) 和 特征 多 项 式 p4 (4). 

设 4 在 复数 范围 内 的 全 部 不 同 的 特征 值 为 11，…，)1，4 作为 复方 阵 的 
初等 因子 组 为 | 


(A 一 A1)"™n,(A 一 AD) (A 一 入 有 
(A 一 A2)™2, (A 一 12)m22 (人 一 A2) 2 


(和 -Am CA-A)™ ,A A)™, 
其 中 mi ma > mi, Vl<sisgt. 

每 个 初等 因子 就 是 4 的 Jordan 标准 形 中 的 一 个 Jordan 块 的 特征 多 项 式 和 最 
小 多 项 式 . 

4 的 初等 因子 组 也 就 是 4 矩阵 41 - 4 的 初等 因子 组 . 

4 的 特征 多 项 式 p4 (1) 等 于 它 的 Jordan 标准 形 的 各 Jordan 块 的 特征 多 项 式 
的 乘积 ， 也 就 是 4 的 所 有 的 初等 因子 的 乘积 ， 等 于 X41 - 4 的 所 有 的 不 变 因 子 
的 乘积 di1 (4)d,(4)…d,(24). 

4 的 最 小 多 项 式 d4 (4 ) 的 Jordan 标准 形 的 各 Jordan 块 的 最 小 多 项 式 的 最 小 
公信 式 ， 也 就 是 4 的 所 有 的 初等 因子 的 最 小 公 倍 式 ， 等 于 初等 因子 中 每 个 
4 -的 最 高 次 寡 的 科 积 

da (A) = CA- ADTn(A A) a AA)™ 
而 初等 因子 中 各 个 A -4 (1<isgsi) 的 最 高 次 短 的 乘积 恰 等 于 di， 0). 
da(A)= d,(4) 
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(2) 先 设 .如 的 最 小 多 项 式 等 于 特征 多 项 式 ， di(4) = ga(X)， 即 
di(4)= di(A) ds_1(A)d,(2) 
这 迫使 41(4) =… = qd,_1(%)=1，241 -4 相抵 于 Smith 标准 形 
S(A)= diag(l,.…,1,d,(X)) 

由 定理 7.7.2 知道 了 是 由 某 个 向 量 有 生成 的 循环 子 空 间 下 [. 多 8， 有 相对 
于 . 才 的 最 小 多 项 式 d zp(4) 等 于 d,(4)= ds(4)= pa(4). 

反 过 来 , 设 V 是 由 某 个 向 量 B 生成 的 循环 子 空间 F[.%B]B， 则 B 相对 于 .如 
的 最 小 多 项 式 q yp(4) 的 次 数 等 于 dimV=n. 由 dz(.%)=0 知 qd zs(.%B)B=0，,， 可 
见 d za(4) 整 除 g yz(4)， 

n=dim daa(A) sdim d sh) edim p74)=n. 

这 迫使 dim a sz(X) = dim 9.z(4)=n， 再 由 d.s(2) 整 除 g zs(4) 得 到 gd zs(4) = 
9.a(4). 

设 .# 是 数 域 P 上 的 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 如 果菜 个 向 量 PE Vy 
生成 的 循环 子 空间 FL 6] =V， 则 .名 称 为 了 上 的 循环 变换 (cyclic transforma- 
tion) ， 如 果 某 个 方 阵 4 的 特征 多 项 式 ps (4 ) 等 于 它 的 最 小 多 项 式 d4 (4)， 就 称 
4 是 单纯 方 阵 (simplicial matrix) .按照 这 样 的 定义 ， 例 3 (2) 的 结论 就 是 : 

.如 是 循环 变换 .在 任何 一 组 基 下 的 方 阵 是 单纯 方 阵 ， 


习 题 7.7 


1. 对 习题 7.4 第 1 题 (1) 一 (5) 的 复方 阵 的 特征 方 阵 求 出 初等 因子 组 ， 并 由 此 写 出 这 些 
复方 阵 的 Jordan 标准 形 

2. 求证 : .名 是 循环 变换 的 充分 必要 条 件 是 ，, 名 在 任何 一 组 基 下 的 方 阵 的 特征 方 阵 41 
-4 的 mn-1 阶 行列 式 因子 D,_1(4)=1. 

3. 方 阵 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 都 等 于 (4 -40)"… (4 -X44)%， 其 中 4X1，…， 
两 两 不 同 . 求 4 的 Jordan 标准 形 . 

4. (1) 方 阵 4 的 特征 多 项 式 ps(4) = (4 -1)4 (4+1) 2， 最 小 多 项 式 由 (1) = (1 -1)3 
(+1) 4*, 求 4 的 Jordan 标准 形 . 

(2) 方 阵 4 的 特征 多 项 式 ps(1) = (1 -1)(24+1) 4X?， 最 小 多 项 式 d4(X) = (% -1)2(A 
+ 1)?4? ，4 的 Jordan 标准 形 有 哪些 可 能 性 ? 


8$87.8 实 方 阵 的 实 相 似 
我 们 对 于 线性 空间 和 向 量 的 研究 是 从 实数 域 R 上 的 2 维 或 3 维 几何 空间 开 


台 的 .实数 域 R 上 的 线性 空间 、 线 性 变换 和 和 矩阵 具有 特别 的 重要 性 .在 研究 
方 阵 的 相似 的 时 候 ， 为 了 求 出 所 有 的 特征 值 ， 我 们 将 数 域 范围 扩大 到 复数 域 ， 
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证 明了 复数 域 上 所 有 的 方 阵 都 相似 于 Jordan 标准 形 . 如 果实 方 阵 4 的 特征 值 
全 部 在 及 中 ，4 也 能 在 实数 域 上 相似 于 Jordan 标准 形 ， 也 就 是 说 存在 实 可 道 
方 阵 了 使 P14P 是 Jordan 标准 形 . 但 一 般 说 来 实 方 阵 4 的 特征 值 不 一 定 全 部 
是 实数 ， 有 可 能 有 的 是 虚数 ， 此 时 4 不 但 不 能 相似 于 Jordan 标准 形 ， 也 不 能 
相似 于 三 角形 矩阵. 在 $7.7 定理 7.7.2 中 给 出 了 任意 域 上 的 方 阵 在 Ff 上 的 
相似 标准 形 一 一 有 理 标 准 形 ， 这 当然 也 适用 于 FF 是 实数 域 R 的 情形 .但 针对 
实数 域 的 特点 ， 仍 有 必要 给 出 实 方 阵 在 实数 域 上 特有 的 相似 标准 形 . 

命题 7.8.1 同 阶 实 方 阵 4 与 B 复 相似 和 S44 与 B 实 相似 . 

证 明 这 是 定理 7.7.4 当 FF = R 时 的 情形 ,无 需 再 证 . 但 我 们 还 是 另外 给 
出 一 个 不 依赖 于 4 矩阵 的 相抵 标准 形 的 证 明 如 下 : 

显然 ， 4 ,B 实 相似 寺 4 ,8B 复 相似 . 

反 过 来 , 设 和 4，B 复 相似 ， 存 在 可 北 复 方 阵 了 P 使 P-'14P=B， 即 4P = 
PB. 

将 复方 阵 P = (py) ,的 每 个 元 py = xy + iyy(xy,YyE RR) 的 实 部 组 成 一 个 方 
阵 忆 = (xy)wxn， 虚 部 组 成 一 个 方 阵 Pa = (yy),.,， 则 P=Pi+iPs. 代入 4P 
= PB 得 


4P; = PiB 
AP, = P,B 

由 于 P= Pi+iP, 可 逆 ， 行列 式 det P= det(Pi+iP;)x0. 令 f(X4) = det 
(Pi1+4P;,). 则 f(2) 是 4 的 实 系数 多 项 式 , 且 由 f(i) = det Pz0 知道 f(X) 不 是 
零 多 项 式 . 设 f(4) 的 次 数 等 于 mw， 则 (4) 至 多 有 m 个 实 根 ， 必 然 存 在 实数 < 
不 是 f(4 ) 的 根 ，f(c)=det(P;+ cP,)xz0. 取 Q= Pi+ cP,， 则 8 是 可 逆 实 方 
阵 . 且 


AlPitiP) = (Pi+iP) Bo| 


4P); = PiB 
(sp ps 
从 而 了 =0C- 40. 4 ,B 通过 实 可 逆 方 阵 Q 实 相 似 ， “ 口 
引 理 7.8.2 设 4 是 n 阶 实 方 阵 ， 则 以 4 的 虚 特 征 值 为 根 的 初等 因子 成 对 
共 斩 出 现 ， 也 就 是 说 : 如 果 以 4 的 虚 特 征 值 r 为 根 的 MX - 4 的 全 部 初等 因 
子 为 


|=4ac + cP,)= (P+ cP,)B=A40Q = 0B 


(A—T)™, ArT), (A rT)™ 
则 z 的 共 旨 虚数 tz 也 是 4 的 虚 特 征 值 ，M7 - 4 的 以 i 为 根 的 全 部 初等 因子 为 
(和 iE), AE (A i)" 
证 明 设 di(4) 是 X41 -4 的 任何 一 个 不 等 于 常数 的 不 变 因 子 ， 则 di (4 ) 是 
实 系数 多 项 式 . 设 + 是 d;(4) 的 虚 根 ， 重 数 为 m;， 则 (4 - r)" 是 di; (4) 的 唯一 
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一 个 以 r 为 根 的 初等 因子 . 
di(A)= f(A)(A -Tt)™ (7.8.1) 
r 不 是 A(A) 的 根 . (7.8.1) 两 边 取 共 斩 并 注意 到 实 多 项 式 办 (4) 的 共 恩 等 于 自 
身 ， 得 
四 (1) = fA) (A EE)™ (7.8.2) 
这 说 明 (4 - 5)™ 整 除 d; (4)， 且 7 不 是 (4) 的 根 .可见 (X - =) 是 (2A) 的 唯 
一 一 个 以 z 为 根 的 初等 因子 . 
以 上 讨论 ML - 4 的 结论 对 每 个 不 变 因 子 都 成 立 . 而 41 - 4 的 初等 因子 组 
由 各 不 变 因子 的 初等 因子 组 合并 得 到 . 因此 A1 - 4 的 以 虚 特 征 值 为 根 的 初等 
因子 成 对 出 现 . ” 口 
由 于 4 的 Jordan 标准 形 中 的 Jordan 块 与 初等 因子 一 一 对 应 ,由 X11 -4 的 
初等 因子 中 以 虚 特 征 值 为 根 的 初等 因子 成 对 共 轿 可 知 4 的 Jordan 标准 形 J 中 
的 虚 Jordan 块 也 成 对 共 罗 ， 即 J 是 由 实 特征 值 4; 的 Jordan 块 J。 (Xi) 和 每 一 对 
虚 特 征 值 zr;,，z,; 的 Jordan 块 


Tn (ri) 
Tn (Ei) (7.8.3) 


组 成 的 准 对 角 和 矩阵 . 只 需 将 (7.8.3) 中 的 准 对 角 和 矩阵 相似 于 适当 的 实 方 了 渗 ， 就 
得 到 了 与 了 相似 的 实 相似 标准 形 . 
例 1 设 r=a+tbi, a,bERH bx0. 


; "| 的 0 
A= 二 
0 £ 0 go-bi 
试 求 与 4 相似 的 实 方 阵 . 
1 0 i 0 i 0 | 
ses ome ca 


知 实 方 阵 -| ja K? = -了 ， 特 征 值 也 是 i，-i， 天 应 相似 于 


D. 易 求 得 K 的 属于 这 两 个 特征 值 i， -itm | aa 
1 1 


1 


sm =| 中 KP = PD， 因 此 PPDP-!= 开 ， 
1 一 


ape port Dye tx ; | 
一 a 
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即 
1 1 
| > 0 上 -2! : 
- (7.8.4) 
i i 0 a-biJll 1. -用 
2 2) 
其 中 
1 _l, | 
2 2 人 f1 
1 1. -| 因 
2 2! 
例 2 设 r 是 不 为 零 的 任意 复数 ， 求 证: Jordan 块 


rz 1 


T 


Jn(r)= 


相似 于 | |= (1). 
,i 
T 
证 明 取 对 角 和 矩阵 A = diag(1,r,r?,…,zr"-1). 易 验 证 
A-IJ (rr)A=7r,(1). 口 
例 3 设 a,，bER 且 bzz0, 记 M, = J,(1). 求证 : 


| ata | aM, | 
Jn(a— bi) - bM, aM,, 
证 明 由 例 2 知道 J,,(a + 5i) 相 似 于 (a + bi)M,,， 从 而 
J (a + bi) 
-| Ju(a- 9 
相似 于 


Dp, = (a+ bi)M, (a + bi)I,) M,, 
(a-b)M,) (a bi)I,, M, 


由 例 1 的 等 式 (7.8.4) 知 道 
1 


I Til 
Zn) Tn) (a+ bi)ln,) 0 2 Cm) 一 了 10m) 
iT(n) ~ iT() 0 (a — bi)l,) 1 


1 。 
FD Lm) 2 {mn) 
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7 7 
-| Cm | (7.8.5) 


一 bl ,,) aln) 


记 
_ | Tm) Tn) 
【iT -io 
1 1. 
Ten) ion) 
2 2 
则 P-!-= 
1 1. 
本 Tom) 了 iT(m) 


M,, 
易 见 | M J 因而 


(a + biDL,) 0 M, 
PDIP-i=P Pp-! 
0 (a — bi)I,) M.,, 


av) bln) |f M,, aM, LbM, 
-| | 由 -| |- 
这 证 明了 Di 相似 于 工 . 而 D 相似 于 D1， 因此 D 相似 于 LL， 如 所 和 欲 证 . 口 
由 例 3 的 结果 立即 得 出 
定理 7.8.3 设 n 阶 实 方 阵 4 的 全 部 初等 因子 为 
Mlejes); (A-A)” (lgsjsgi) 


(A—aj-— bi)%, (A—-at+ bi)% (1<j<p) 
其 中 1,…,4, 是 4 的 非 零 实 特征 值 (不 一 定 两 两 不 同 ) ，w 4 Di， ，w bi 
是 4 的 虚 特 征 值 (不 一 定 两 两 不 同 ). 则 4 实 相 似 于 如 下 的 标准 形 
diag( Na sees N AM AR Lr (a1 # b1i) ,7 Ly (ap + boi)), 


其 中 


0 1 1 1 
0 1 
N, = > M', 三 
i 了 1 
0 nxn, 1 mxm, 
jj 了 
QH bMi 
L, (a;+ bi)= ’ 
和 / / 一 DM aM; 


还 可 以 将 例 3 中 的 D= diag(J。(a + 5i),J(a -656i)) 复 相似 到 另外 一 类 实 
方 阵 ， 从 而 得 到 实 方 阵 实 相似 的 另外 一 种 标准 形 . 
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例 4 设 c+pbi，a-Di 为 共 恩 虚 数 (c,DER,5z0). 
求证 : 初等 因子 为 (4 -(a+ bi))”，(4 - (a -5bi))" 的 复方 阵 


Jn(a+ bi) 
-| je 
相似 于 2m 阶 实 方 阵 

a b 1 0 
-bb a 0 1 
a 4b 
天 < 一 Da 

1 0 

0 1 

-ba 


证 明 对 1<j<2m， 记 e 为 第 j 个 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 2m 维 列 向 
量 . 旭 
Del = (a + bi)el 
De;=(a+bi)e;+e;_1 (Y2<j<m) 
Des = (a die, (7.8.6) 
Densj= (atbi)enttenri-! (V2<jsm) 
依次 以 el en 11,…， 1 en+j en en 为 各 列 排 成 2m 阶 可 道 方 阵 P， 由 
(7.8.6) 知 


Dlel,en+1, ,jEm+iss Cn E22m) = (C1,En+1s’ ,Cj Cntis ,Cn em)B 


对 


a+t+bi 0 1 0 
0 a— bi 0 
a+bi 0 
B= 0 a-bi | ° 
0 1 
at+bi 0 


a— bi 


0 
成 立 ， 也 就 是 说 : DP = PB，P-!1DP = B，D 相似 于 8B. 
由 例 1 知 


CE 
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取 2m 阶 准 对 角 阵 


则 
a b 1 0 
-ba 0 1 
ga b 


ABA-!=K= 


a 5&b 


-bb a 
D 相似 于 B，B 相似 于 及 ， 从 而 D 相似 于 久 ， 如 所 欲 证 。 口 


不 将 内 es 为 特征 人 的 2 队 计 | :jetes 加 ma 
一 a 
的 KK 可 写 为 分 块 矩 阵 的 形式 


元 (a 土 bi) Io) 
Kk,(a+ bi)= L(a + bi) 
T0) 
L(a + bi) 
想像 成 以 L(a + bi) 为 “ 根 ” 的 “m 阶 Jordan 块 "， 只 不 过 其 中 每 个 “元 ”是 一 
个 2 阶 方 阵 . 
由 例 4 的 结果 立即 得 出 


定理 7.8.4 设 ” 阶 实 方 阵 4 的 全 部 初等 因子 为 
(A-A1)” (lsjs<t) 
(A-a- bv, A- a+tbi)™” (lgjsp) 
其 中 41,… 是 4 的 实 特征 值 (不 一 定 两 两 不 同 )，al + bi,，…，a,+bi 是 4 
的 虚 特 征 值 (不 一 定 两 两 不 同 ). 则 4 实 相 似 于 如 下 的 标准 形 ; 
diag( Ja (M1) yn (M0), Kn (a1 + b1i),**, Kn (0, + boi)), 


其 中 
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/ 70) 
是 初等 因子 为 (4 4;— bi)™, (A Cj 十 bi) 的 2m; 阶 方 阵 ， 
a, b, 
L(a;+ bji) 二 7 7 
-6b a 


推论 7.8.1 如 果实 数 域 R 上 的 线性 空间 了 上 的 线性 变换 .如 有 虚 特 征 值 
a + bi， 则 VV 中 存在 .名 的 2 维 不 变 子 空间 WW，. 必 | w 的 特征 值 为 a + bi. 


习 题 7.8 
0 1 0 0 
1. 实 方 阵 | 0 9。 。 1 | 是 否 复 相似 于 对 角 和 矩阵 ”是 否 实 相似 于 对 角 矩阵 ?说 明理 由 
10 0 0 
2 -1 1 0 2 2 -1 一 1 
2. 实 方 阵 | 0 6 2 .1 与 /1 ”2 “3 | 是 否 实 相似 ? 说 明理 由 ， 
0 0 1 2 0 1 0 2 


3. 设 +iX, 是 n 阶 实 方 阵 4 的 属于 虚 特 征 值 a + bi 的 特征 向 量 ， 其 中 X,，XER"*1. 
证 明 X!，X, 生成 的 子 空间 多 是 R"*'! 的 线性 变换 .名 : 下 F> 4X 的 2 维 不 变 子 空间 ， 并 求 出 
.| 在 基 {X ,Xi 下 的 矩阵 . 

4. 证 明 : 实数 域 二 有限 维 线性 空间 的 线性 变换 必 有 1 维 或 2 维 的 不 变 子 空 间 . 
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例 1 求证 : 对 任意 可 逆 复 方 阵 4 和 正 整数 k， 存 在 复方 阵 B 了 使 B* = 4. 
当 4 不 可 闭 时 是 和 否 一 定 存在 这 样 的 召 ? 

证 明 存在 可 逆 复 方 阵 己 使 忆 -14P=J=diag(Ji,，… 几 ) 是 Jordan 标准 形 ， 
其 中 每 个 J; = J (1) 是 Jordan 块 . 只 要 对 每 个 1< i< s 都 能 找到 KK; 使 Lt = J， 
则 工 = diag( 工 ,…, 工 ,) 满 足 条 件 下 = J]，B = PLP-! 满 足 条 件 B* = PLiP -1 -= 


PJP-!'=A. 
对 每 个 1<i<s， 由 4 可 道 知道 特征 值 4; 关 0， 记 
0 1 
0 


N, 二 Jm (0) 二 


一 
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则 也 = 站 =A(IT+ATIN,) 


仿照 (1 + 1) 的 Taylor 展开 式 


1/1_ 11., 
a nt SA ! (1 + 


并 考虑 到 N7 = O， 取 方 阵 


Mi =T+ 下 CTIND) + 


站 和 -由 人 全- 
(mi—1)! 
则 可 验证 Mf = 了 + A7 I!N,. 
存在 复数 4 使 j= 4. 于 是 (yeM.,)* =A(T+ATIN,)= J.,. 
取 工 = diag(yMi,… ,LM,)，, 则 LL*=J， 从 而 B=Ah 对 B= PLP-'! 成 


Y. 


例 2 设 数列 1a, 满足 条 件 


an=3as_2t+2a,.3, VY n>3 


已 知 CGI， CQ2， Q3, 求 a,. 


解 
an 3an -2+20n-3 0 3 2Nfan-l 0 3 2Y" 3/as 
oc，，| = an -1 =|1 0 | an _2 | 0 | aa2 
2 an 2 0 1 O00,.; 0 1 0 ai 


用 $7.4 中 的 算法 可 找到 可 北方 阵 

4 1 -1 
2 -1 | 
1 1 1 


2 
相似 于 | -1 | 
-1 


P= 
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2? -3 0 
4n-3- PpJ'-3P-!=P , 攻 p-! 
0 -1 
注意 到 
k k 
| 
我 们 有 


4 1 -1Y/2"73 0 0 1 2 1 
4"-3=-|2 -1 0 o (Dr (Dean 3 2 -5 2 3 
1 1 1 0 0 (1)"™3 —3 3 6 


27-1+(-1" 3n 4) 27+C-1) 3(-3n+l) 2-1+(-1)"-3(-6n+14) 
9 9 


9 
本 x x x 
x x x 


Qn Q3 
代入 - eh 
n~-2 al 


a = 2 + (3-4) a+ (2 + (1) "(3n+1))a, 


+(2" 71+(-1)" 3(-6n+14))al] 口 

例 3 设 复方 阵 4 的 特征 多 项 式 ps (4 ) 等 于 最 小 多 项 式 d4 (4). 求证 : 与 
4 交换 的 每 个 方 阵 B 都 可 以 写成 4 的 多 项 式 /( 4 ) 的 形式 . 

证 法 1 (几何 证 法 ) 考虑 4 的 左 乘 作用 在 复数 域 上 n 维 列 向 量 空间 了 = 
C"“: 上 引起 的 线性 变换 .多 : Fm AX. 则 .加 的 特征 多 项 式 g_s(%) 等 于 最 小 多 
项 式 d es(A). 由 $7.8 例 3 的 结论 知道 Y 等 于 某 个 向 量 BEV 生 成 的 循环 子 
空间 Cf.B]B. 设 四 与 4 交换 ， 则 了 上 线性 变换 .BB: 对 FF> BX 与 .如 交换 . 

.BBEV=CL.%]， 因 此 存在 复 系数 多 项 式 g(4) 使 .BB = g(. 如 有 对 了 中 
每 个 向 量 v， 存 在 复 系数 多 项 式 h(4) 使 = h(.%g)B， 由 .多 与 .如 交换 知道 .多 与 
h(. 必 ) 交 换 . 因此 

BD(v)= Bh( BB= h(E) BB = h( Bg( BB= g( Bh(A)B = g(A)v 

这 说 明 .Bw = g(.%)v 对 所 有 的 w EV 成立， 因而 罗 = g(.%)， 从 而 B= 
g(4) 是 4 的 多 项 式 . 

证 法 2 (和 矩阵 证 法 ) 存在 可 道 复方 阵 己 使 

Pi-'AP = J = diag(Ji,…,J.) 
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是 Jordan 标准 形 ， 每 个 J, = J。(24;)(1<isgit) 是 Jordan 块 . 由 于 4 的 特征 多 项 
式 等 于 最 小 多 项 式 ，4 的 每 个 特征 值 4; 只 有 一 个 初等 因子 (4 -4,)"， 因 此 只 
有 一 个 Jordan 块 . 各 个 Jordan 块 的 特征 值 A ,… ,4, 两 两 不 同 . 设 B 与 4 交换 ， 


则 Bl = PBP 与 J 交换. 将 Bi 写成 分 块 形式 


Bi Bl, 

B,l B,, 
B= (B;),x,= 。 。 

Bi 如 :> 


Bl, 
B,, 


B, 


比较 JB1 = B1J 即 (J.By),x,= (BJ)),x ,的 对 应 块 得 JBi = ByJj, Yl<i, jeit. 


JB; = B,J; > (J ad)B; = B;(J;-— aA) 
3 J- NA" B= Bi(J -Ad)"™= B;*0=0. 


再 由 (J; 一 41) 可 逆 即 知 B;= O. 于 是 如 | 是 准 对 角 和 矩阵 


Bl 二 diag( Bi » , B,) 
每 个 对 角 块 B; 满 足 JiBi 二 B,J;, 即 


(J 一 和 这) B; 三 Bi (J 一 a) 


记 B; = (bu)m xm， 则 (7.9.1) 成 为 


0 1 by bm, 2 om 1ro 1 
0 bz bam bz1 bm 
1 :| : 
0 bi brnm bn bnm 
即 
by by bam 0 bu bi,m -1 
: : 0 bz b2,m -1 
Bn bn2 bo |: : 
0 0 ... 0 0 bn bn ,m1 
比较 等 式 (7.9.2) 两 边 的 矩阵 的 第 1 列 与 最 后 一 行 ， 得 : 
ba = = bat =0, bni = bn2= °° = bn ,nm-1=0 


(7.9.1) 


(7.9.2) 


(7.9.3) 


对 任意 正 整数 ，l < m; - 1， 等 式 (7.9.2) 左 边 的 第 (k,1+1) 元 等 于 bi,11,1， 


等 式 (7.9.2) 右 边 的 第 (k,l1+1) 元 等 于 bu， 因此 


bu= ps (Visgk,ls<m-1) 


(7.9.4) 
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由 (7.9.3)，(7.9.4) 得 6 | 3 
:2.23)， .9.4)1 = 
和 br-1+1,1=0, 当 k>1. 
bu biz 和 bm -1 bm 
bu bn bi,m -1 
B; = 。 : 
ba b12 
bu 
= buT+ bo(Ji— aT) + + bn 1 i AT)™ ?+ bn (i AMT)™ 


=f:(J,) 
其 中 
fCM)= bunt baa-A) tt bm AAD)™ ?+ bin(A- A)™ EC 
于 是 
如 = diag(fi(J1),* ,f(yJ,)) 
根据 中 国 剩余 定理 ( 见 §5.2 定理 5.2.8)， 由 于 (4 -A)™(1<i<t) 两 两 互 
索 ， 存 在 多 项 式 /(4)€E C[4] 对 每 个 1<is<1 满足 条 件 
f(A)=f(4) (mod(AX ~ 4;)":) 
即 f(4) = (4) + gi(4)(4 一 4;)"% 对 某 个 g,(4)EC[A] 成 立 ， 从 而 
fF) = fT + qT ATD™ = f(T) + gqg(1)0=£(,) 
于 是 Bi= diag(f(11), ,f(T))= f(T) 
B= PBIP-!= Pf(J)P-'!=f(PJP-!)=f(A) 口 
例 4 设 ” 阶 可 道 复方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d (4) 的 次 数 为 s， 且 B=… 
( 刀 );,x :是 s 阶 方 阵 ， 其 中 by =tr(4i1 站 , 1<i, jg<s，. 则 方 阵 4 相似 于 对 角 算 
阵 的 充分 必要 条 件 是 det B z0. 
证 明 设 4 的 特征 多 项 式 pa(1) = (4 一 X41)"…(4 一 A,)"， 其 中 41,… ,4 
是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 . 
4 相似 于 上 三 角形 矩阵 了 ,J 的 对 角 元 由 ni 个 An 个 4,、…、n 个 14, 组 
成 ，4'*i; 相 似 于 于 *'，， J*1 的 对 角 元 由 na 个 i 个 2 人 …、ns 个 Xi*i 组 
成 ， 因 此 


tr 人 = 生生 = nA 二 nAd i t+ nAiti 
B 可 写成 yx 和 抢 阵 召 和 :xs 和 窍 阵 B, 的 乘积 ， 
7PIAL nA2 … nM, 1 A? 2 OAS 
niAt nas “nA A2 42 


B= 


nA nA2 … nAs A A2 A: 
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先 设 4 相似 于 对 角 阵 ,， 则 4 的 最 小 多 项 式 d4 (4 ) 没 有 重 根 ，d4(X3)= (4 一 
41)…(4 一 4) 的 次 数 。 等 于 4 的 不 同 特征 值 的 个 数 :， 此 时 Bl，B, 都 是 方 阵 . 
det B= det Bidet B, . 将 det Bi 的 各 列 依次 提出 公 因 子 ni41,n242，,… ,nai 之 后 
得 到 的 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 ， 因 此 

det BL = nina nAiA2A, [| (us -mW)z 关 0 


lsi<jet 


类 似 地 有 det By = 1 [| Gi -3)z#0 


lasi<j<t 


因此 det B= det Bidet B,z0 
如 果 4 不 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 则 4 的 最 小 多 项 式 d4(;) 有 重 根 ，ds (4)= (4 
一 XA)™m…(A- 2X)"， 所 有 的 m; 宇 1 且 至 少 有 一 个 m; 宇 2， 因 此 s=mi+t+ + 
mi > 上 ， 此 时 
rank 男生 rank BI<t<s 
因此 * 阶 方 阵 B 不 是 满 秩 方 阵 ，det B =0. 可见 det 下 却 0 一 下 相似 于 对 角 阵 . 
例 S 设 4,B 是 数 域 记 上 的 n 阶 方 阵 ,求证 : 
A,B 在 F 上 相似 和 SAI- 4 与 1- B 相 折 . 
证 明 这 就 是 $7.7 中 的 定理 7.7.3， 在 $7.7 中 已 经 通过 有 理 标准 形 给 出 
了 一 个 证 明 . 以 下 再 直接 利用 4 和 矩阵 相抵 的 定义 给 出 一 个 证 明 . 
如 果 有 4，B 在 上 相似 ， 则 存在 严 上 可 道 矩 阵 己 使 忆 -:4 忆 = 如 ， 从 而 
Pi(A1 -4)P=X1-B， 这 说 明 XA1- 4 与 4- B 相抵 . 
现在 设 X41 - 4 与 41- B 相抵 则 存在 可 逆 4 矩阵 P(A)，Q(^) 使 
P(A)(A1 - A4)Q(X)=A1-B 


从 而 
(aT ~ A)Q()= PCA) -8B) (7.9.5) 
考虑 了 = 严 汪 上 的 线性 变换 .48: 了 六 4X. 则 .名 在 了 的 自然 基 M = 
ie1,…,e,| 下 的 矩阵 为 4， 即 


(el ,En) (BT A)=(0,.…,0) (7.9.6) 
在 (7.9.5) 中 将 4 换 成 .多 得 到 
(L&I1- A)Q(L) = P(AG) (AI-B) (7.9.7) 
在 (7.9.6) 两 边 同时 右 乘 Q(.%) 并 将 (7.9.7) 代 入 ， 并 令 
(Bi,… ,PB,)=(e,,…,e,) P(A)-! (7.9.8) 
得 到 (Bl,…,pB,)(.ZI-B)=(0,…,0). 即 
(Pi, ,B,) BI = (B,…,p,)B (7.9.9) 


再 由 (7.9.8) 得 
(ei1,",en)= (Bi,*…,B,)P(.2) (7.9.10) 
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4 和 矩阵 P(X4) = (py(4)),x 4 的 每 个 元 py(4) 都 是 4 的 多 项 式 ， 可 写 为 
py(2)= pO + pOA+ pIA + + py At 
其 中 非 负 整数 大 于 或 等 于 所 有 pj(4)(1<i,j<<n) 的 次 数 . 对 每 个 0< 1 < 上 ， 
以 p 站 为 第 (i, 店 元 组 成 方 阵 P= (pp 外 ),、,&E 1**”"， 则 4 矩阵 P(4) 可 写 为 
P(A)= Po+AP, + A P+ + AP, 
于 是 P(. #) 可 写 为 
P(.£)= Po+.2PI+.8*:P, + + PP， 
(7.9.10) 就 成 为 
(e1,°** ses) = (BP, ,B,) (Po+. BP + .HIP + + BP,) (7.9.11) 
将 (7.9.9) 代 人 得 
(e1,°%,@a)= (Bi,*,B,)(Po+ BPI+ BP,+:+ BiP,) (7.9.12) 


P(B)= Po+ BPI+ BP,++B' IP_ 1+ BPEF*" (7.9.13) 
则 
(@1,',@)= (PB, ,Bb,)P(B) (7.9.14) 
依次 以 el,…,e, 为 各 列 组 成 的 矩阵 就 是 n 阶 单位 和 矩阵 I， 设 依 次 以 ，… ,有 
为 各 列 组 成 的 n 阶 方 阵 为 了 ， 则 (7.9.14) 可 写成 
1=T:P(B) 
可 见 P(B) 是 可 北方 阵 ，T = P(B)-1! 的 各 列 依次 等 于 让 ,…,B,， 组 成 8r*! 的 
一 组 基 . (7.9.9) 说 明 . 必 在 基 (p,… ,8p,) 下 的 和 矩阵 等 于 B. 4 和 4，B 是 同一 个 线 
性 变换 .如 在 两 组 不 同 的 基 |e,…,ej ，1B1,…,p,1 下 的 矩阵 ， 因 此 在 严 上 相 
似 . 由 (7.9.14) 知 道 基 | Pp,… ,PB,1 到 | el,…,e,| 的 过 渡 和 矩阵 为 P(B). 因此 
A=P(B)-'BP(B), B= P(B)A(P(B))-! DO (7.9.15) 
例 5 给 出 了 一 个 对 4 求 可 道 复方 了 泗 T 了 使 T-14T = J 是 Jordan 标准 形 的 
算法 : 
(1) 先 将 41 - 4 相抵 到 Smith 标准 形 S(1) = P1(4)(41 - 4)Q1(X)， 得 到 
不 变 因 子 和 初等 因子 ， 写 出 Jordan 标准 形 J. 
(2) 将 XT -J 相抵 到 S(X) = P,(4)(41 -J 了 )Q,(%)， 从 而 
al- J=P(4) (AT- 4)Q(2) 
其 中 P(X)= Pi(4)-!P,(4),，Q(4) = 01(4)0Q.(4)- 1 
(3) 将 P(4) 写 成 P(4) = Po+ APl+… + XPi 的 形式 ， 求 得 
T= P(J)= Po+t JPi+*… + IP, 


则 了 = 了 -147. 
注意 在 例 5 中 将 P(X) 写 成 4 的 多 项 式 将 字母 写 在 左边 而 不 写 在 右边 : 
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P(A)= PT+APIT+A2P TAI 1+ AP, 
这 样 才能 在 将 4 换 成 .如 之 后 利用 (7.9.9) 得 到 

(Bi,* ,Bi). BP = (有 BPYV1Isis 
即使 写成 (1 ,… ,有 ) 己 . 妇 ， 要 引用 (7.9.9) 也 必须 将 .Zi 换 到 P,; 前 面 才 能 按 
(7.9.9) 作 用 于 ( 记 ,，… ,Bp,) 得 到 (p,,… ,Pp,)B'. 由 于 方 阵 P; 与 B 不 一 定 交 换 ， 
因此 不 能 将 (PB,…,p,)BiP, 改写 成 (Bl,… ,Pp,)PB'. 

一 般 地 ， 对 于 “系数 ”是 方 阵 的 多 项 式 ， 如 P(X4)= Po+ 4Pl+… + A‘P,， 
字母 1 在 运算 中 可 以 与 “系数 ”P,P1,…,P; 交换 ， 将 4 换 成 .8g 也 仍然 可 以 
交换 ,但 将 4 换 成 方 阵 之 后 就 不 能 保证 与 这 些 “ 系 数 ” 交 换 . 因此 ， 应 尽量 
避免 在 这 样 的 多 项 式 中 将 4 换 成 方 阵 ， 以 免 发 生 错 误 . 例如 : 在 ML- = 
P(4)-1(21 -4)Q(4) 中 将 4 换 成 4 得 到 

A-J=P(A)-'(A-A)0(4)=0 
就 显然 是 错误 的 . 


习 题 7.9 


1. 设 x=x(t)，y= y(t1)，z = z(t). 求解 常 微分 方程 组 


dx 3y+22 


dt 

d 

y+ 
dz 

dt =]12x-14y+7z 


2. 设 数列 i oj 满足 条 件 ol = ay=a3=1 且 a,=3a,.1-3a,-2+ a,-3 (Vn 之 4)， 求 通 项 
公式 . 

3. 求证 : 任意 复方 阵 4 可 以 分 解 为 4= B+ C， 其 中 B 可 对 角 化 ，C 寡 零 ， 且 BC = 
CB. 并 证 明 这 种 分 解 是 唯一 的 ， 

4. 求证 : 任意 可 道 复方 阵 4 可 以 分 解 为 4 = BC， 其 中 B 可 对 角 化 ，C 的 特征 值 全 为 
1,， 且 BC = CB; 并 且 这 种 分 解 是 唯一 的 ， . 

5. 求证 : 任 一 复方 阵 可 以 写成 两 个 对 称 复方 阵 的 乘积 ， 并 且 可 以 指定 其 中 一 个 是 可 道 
方 阵 . 

6. 设 A4，B 是 n 阶 方 阵 ， 且 diag(4,4) 与 diag(B,B) 相 似 , 求证 4 与 召 相似 . 

7. 设 方 阵 B 与 每 个 与 方 阵 4 可 交换 的 方 阵 都 可 交换 .证明 B 可 以 表示 成 4 的 多 项 式 ， 

8. 设 n 阶 方 阵 4 不 可 道 . 求证 : rank 4 = rank 4? 的 充分 必要 条 件 是 ，4 的 属于 特征 值 
0 的 初等 因子 都 是 一 次 的 . ”| 

9. 设 n 阶 可 北方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(%) 等 于 它 的 特征 多 项 式 ， 证 明 4-:! 的 最 小 多 项 
式 d4_1(4)= da(0) -Ad (4 1). 


$8.0 多 元 二 次 函数 的 极 值 问 题 


例 1 在 几何 向 量 组 成 的 3 维 实 向 量 空间 V 中 ， 用 几何 方法 定义 了 内 积 
(a,B)= |w llBl|eos 0 
其 中 |a|，|B| 是 向 量 a，B 的 长 度 ，9 是 a，8 的 夹 角 . 
是 否 存在 向 量 xc ，az，os 满足 条 件 : (@1,@1)=(@2,02)= (03,03)=1， 
(Qi,02)=2, (1,03)= -3 且 (co3)= -27 
解 设 有 a!，a,，@s 满足 条 件 ， 它 们 在 实数 域 R 上 的 任意 线性 组 合 & = 
xQ1 + yoa + z03 含 于 V， 应 满足 条 件 (@,a)>0. 即 
(a,0) = (x0 + yO2 + 203, X01 + YO2 + 203) 
= x 0) + y+ 2 (03,03) + 2xy (01,02) + 
2xz(al,03) + 2yz( 02, 03) 
=x +y +2 +4xy ~ 6xz -4y>0 
对 任意 实数 x，y，z 成 立 . 
将 (@,0)=x*+y +2:+4xy -6xz 一 4yz 先 当 作 x 的 二 次 多 项 式 配 方 ， 再 
将 其 中 不 含 x 的 项 看 作 y 的 二 次 多 项 式 配 方 ， 得 
(0)= x +y +2 +4xy ~ 6xz—4yz 
A232 + 和 2 二 开 -4 和 2 
=(x+2y-3z)- (2y-3z) +y +z -4yz 
= (x+2y-3z) -3y +8y -82 


4 \” 8 
_ _ 2 _ _4 _ .2 
=(x+2y—3z) 3l > 3 了 37 (8.0.1) 


选 z=0, y=1, x=-2, 则 x+2y-3z=0， 代入 (8.0.1) 得 
(ag,0)= -3<0 
了 矛盾. 因此 不 存在 满足 所 说 条 件 的 向 量 gw ，cz，w3. 
以 上 例题 归结 为 多 元 二 次 函数 的 值 域 问题 . 按 几 何 的 要 求 ，(w ,w) 的 取 值 
必须 沁 0， 对 二 次 齐 次 函数 x+ 人 +2+4t -6xz -4yz 配方 之 后 发 现 它 的 取 值 
可 以 <0 (实际 上 它 的 值 域 是 ( - %w , % )) 因 此 出 现 矛 盾 . 
例 2 (最 小 二 乘法 ) 已 知 某 种 材料 在 生产 过 程 中 的 废品 率 y 与 某 种 化 学 成 
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分 的 含量 百分比 x* 有 关 . 以 下 是 某 工 厂 在 生产 过 程 中 实测 到 的 x，y 的 一 些 对 
应 数据 . 


x(%) 4.2 


y(%) 0.35 


试 给 出 x，y 之 间 函 数 关系 的 一 个 近似 公式 . 
解法 1 在 表 中 对 应 数据 为 坐标 (x;,y;) 画 出 点 来 观察 (图 8 -1)， 发 现 这 些 
点 近似 地 在 一 条 直线 上 . 
可 以 将 x，y 的 函数 关系 用 一 次 > 
函数 y = hx + 5 来 近似 地 表示 . 现在 ool * 


需要 选择 h，&， 使 直线 与 所 有 的 点 的 0.80 。 
总 的 偏差 尽 可 能 小 . “总 的 偏差 ”可 0 6ol 。 
以 用 各 点 (x;, Yi) 的 偏差 kx; + b— 040l 
的 平方 和 | “ 
7 0.20 上 
d(k,b)= 人 (pi 二 六- 人力 ) 
i=! .Ol 36 37 38 39 40 41 42X 


来 度量 . 选择 一 次 函数 的 系数 下， 
使 4(%,5) 达 到 最 小 值 ， 这 样 得 到 的 一 
次 函数 y = kx + 5 就 可 以 认为 表示 x，y 之 间 的 函数 关系 的 最 好 的 一 次 函数 式 ， 
将 dq(k,b) 展 开 得 
d(k,b)= Ak*+2Bhb + Cb -2Dk -2Eb+F 


图 8-1 


其 中 
7 7 7 
= 2 = 106.75, B = Zs = 27.3, C = 2)1=7 


i=1 
7 


D = 2 xy = 19.675， 5 = P= 5.D， P = D4.0722 


d(5,0) 是 大， 的 二 次 多 项 式 ， 先 将 它 看 成 的 二 次 三 项 式 进行 配方 ， 再 将 
不 含 的 项 按 b 的 二 次 三 项 式 配 方 ， 化 成 如 下 形式 
d(k,6)=106.75(k +0.255 738b -0.184 309)2 + 
0.018 360 7(b -4.812 5)? + 0.020 682 1 
由 于 106.75 >0，0.018 360 7>0, 我 们 有 ad(k,5) 宇 0.020 682 1. 取 
b=4.812 5, k= -0.255 738b +0.184 309 = -1.046 43 
即 可 使 4(%,b) 达 到 最 小 值 0.020 682 1， 所 求 直线 方程 为 y = -1.046 43x +4.812 5. 
将 这 条 直线 与 已 知 的 数据 点 画 在 同一 个 坐标 系 中 (图 8 -2)， 可 以 看 出 这 
条 直线 确实 从 总 体 上 接近 已 知 的 数据 点 . 
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O 3.6 37 3.8 39 40 41 427 


图 8-2 

解法 2 与 解法 1 同样 将 问题 归结 为 求 函 数 
d(k,b)= Dm + b-y) = Ak? +2Bhb + Cb -2Dk ~ 2Eb + F 
的 最 小 值 .a(&， 4) 是 连续 可 微 函数 且 取 信之 0， 存在 最 小 值 ， 且 函数 对 上， 


的 偏 导数 在 最 小 值 点 (ko, bo) 都 等 于 0， 解 关于 k，2b 的 方程 组 


9 
4kb) -24k +2Bb -2D=0 


9 
SL) -2Bk +2Cb -2E=0 


, k -1.046 43 i 
得 | | 仍 得 所 求 直 线 方程 为 


y= ~1.046 43x+4.812 5 
一 般 地 ， 要 选择 直线 y = kx + 5 与 n 个 已 知 点 (x;,yi) 的 总 体 偏差 尽 可 能 
小 ， 也 就 是 要 使 上 5， 的 二 次 函数 


d(k,b) = Dm +b6-y) 
取 最 小 值 . 采用 类 似 于 例 1 的 方法 可 以 求 得 使 4(， 8 ) 取 最 小 值 的 kk，5， 找 到 
所 需 直线 方程 . 
一 个 类 似 的 问题 是 : 解 实数 域 R 上 的 n 元 一 次 非 齐 次 线性 方程 组 . 
QlX1+ G12X2+ … 十 QinXn = bi 


C21Y%1 + GX2 + 十 C2nXn = b>» 


QmiXi + Qm2X2 十 … 十 CnXn = bm 
如 果 这 个 方程 组 无 解 ， 即 不 存在 (x1 ,x2,… ,x;) 使 所 有 的 等 号 都 成 立 ， 我 们 可 
以 选择 (xi ,xz，…,xn) 使 各 方程 左右 两 边 的 差 的 平方 和 
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mm 

2 

f x1, NX2s yn) = 2 (Can! + Qi2X2 + 十 QinXn 一 b;) 
i=1 


最 小 ， 问 题 归 结 为 求 n 元 二 次 函数 f(x,x;,，… ,x,) 的 最 小 值 点 . 

例 2 中 由 于 知道 二 次 函数 d(k,5) 一 定 有 最 小 值 ， 所 以 在 解法 2 中 可 以 断 
定 偏 导数 为 0 的 点 (ko, bo) 就 是 最 小 值 点 ， 如 果 预 先 不 能 断定 是 否 有 最 小 值 ， 
就 需要 在 偏 导 数 为 0 的 点 (ho, bo) 对 d(k,5) 作 Taylor 展开 为 Ak= 上 -ko 和 
Ab = b - bo 的 函数 

d(Ak,Ab)= d(ko,bo) + AI(AE)? + BI(AK)(AL) + CI(Ab)? 
问题 归结 为 它 的 二 次 项 部 分 是 否 有 最 小 值 0. 

要 判断 一 般 的 多 元 可 微 函 数 /(x),…, x) 在 各 偏 导数 全 为 0 的 点 (&1，…， 
6 ) 是 否 有 极 值 ， 也 需要 将 函数 在 这 点 作 Taylor 展开 成 Ax; = -8 (1l<isgn) 
的 函数 ， 研 究 它 的 二 次 项 部 分 


在 (Ax ,…,Ax,) = (0,…,0) 时 是 否 有 最 大 值 或 最 小 值 . 


$8.1 用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 


定义 8.1.1 nn 个 变量 x)，…，x 的 二 次 齐 次 多 项 式 
Q(x ,Xn) 二 > GAO 
称 为 n 元 二 次 型 (quadratic form). 口 
如 果 自 变量 zx; ，x，，…，x， 都 在 数 域 中 取 值 ， 函 数 表达 式 


Q@(Cxl，…，xn) = ,2 Qi 


Eliasjen 


中 的 系数 ga; 也 都 在 F 中 取 值 ， 则 Q(xi,…, , ) 称 为 数 域 下 上 的 二 次 型 ， 它 是 
请 上 数组 空间 Fr 到 尺 中 的 一 个 映射 
@: 忆 一 PCxz XY OCX) 

特别 ， 实 数 域 R 上 的 二 次 型 称 为 实 二 次 型 .研究 实 二 次 型 的 值 域 ， 特 别 是 研 
究 在 什么 条 件 下 实 二 次 型 的 值 域 为 [0, % ) 或 ( - m ,0]， 从 而 具有 最 小 值 0 或 最 
大 值 0， 对 于 研究 实 变量 函数 的 极 值 问题 有 重要 的 意义 . 

例 1 求 下 面 的 实 二 次 型 的 值 域 以 及 它们 的 最 大 值 或 最 小 值 . 

(1) Q(x,y,2) = x+y +2 +4xy -6xz—4yz; 

(2) Q(x,y,2)=2x +3y +52 +4xy — 6xz —4yz. 

解 ”直接 观察 很 难看 出 它们 的 值 域 . 但 如 果 通 过 配方 法 将 它们 化 成 元 全 下 
方 的 线性 组 合 的 形式 ， 就 很 容易 看 出 它们 的 值 域 . 
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(1) O(xyy,2) = x +y +2 +4xy -6xz —4yz 


2 
=(x+2y-3z)? -3(y-z) -37 (8.1.1) 


今 


xX’ 三 %+27Y 一 3z 


7 x 
,| 4 

即 y |=|I0 1 -3 y 
“ 0 0 1/*? 


代入 (8.1.1)， 则 x，y，zz 的 函数 0(x,y,z) 化 为 x'，y’，z' 的 函数 


(8.1.2) 


Qi sy st) 3 (8.1.3) 
1 2 -3 ， 了 
由 于 挎 阵 | 0 1 ”分 | 可逆 ， 由 (8.1.2) 定 义 的 映射 |y ->| y | 是 Re 到 自 
00 1 “ 和 
身 的 1-1 对 应 . 当 | y | 取 遍 Rs 时 ，| y | 也 取 遍 也 .函数 0(x,y,z) 与 O(Cx'， 
多 2 


y' ,2z') 的 定义 域 都 是 Ri ， 值 域 也 相同 . 

在 (8.1.3) 中 取 y =z =0,， 让 x' 取 遍 全 体 实数 ， 则 01(x’ ,0,0) = x”? 取 遍 
全 体 非 负 实 数 . 再 取 x' =z =0, 让 y 取 遍 全 体 实数 ， 则 Q1(0,y',0) = -3y” 
取 遍 全 体 非 正 实数 . 因此 Q1(x' ,y',z ) 的 值 域 是 R=(- wm,%m). 从 而 Q(x,y， 
z) 的 值 域 也 是 R, 没有 最 大 值 ， 也 没有 最 小 值 . 

(2) Q(x,y,7)=2x +3y +5z +4xy ~ 6xz 一 4 和 2 


2 2 
=2(=+y- 了 了 +{y- 寺 了 + (8.1.4) 
取 可 逆 线 性 代 换 

; 3 

X=%+y-77 
; 1 (8.1.5) 

y=7 -2 

2Z = 和 


代入 (8.1.4)， 将 二 次 型 Q(x,y,z) 化 为 
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Qe yy sa) 2 yt (8.1.6) 


易 见 0(x',y' ,z') 的 值 域 是 [0, % )， 因 此 Q(x,y,z) 的 值 域 也 是 [0, %). 
当 (x',y’,z')=(0,0,0) 即 (x,y,z) = (0,0,0) 时 Q(x,y,z) 取 得 最 小 值 0， 
没有 最 大 值 . 口 
对 于 任意 域 i 上 的 n 维 线 性 空间 7Y， 任 取 了 的 一 组 基 M = io，…，, oa， 
可 以 将 每 个 m EV 用 它 在 这 组 基 下 的 坐标 向 量 针 = (xi,…，,xn) 来 表示 ， 从 而 建 
立 V 与 所 之 间 的 同 构 映 射 
oy:V>F,QY(x, ,x,) 
在 下 上 定义 的 每 个 二 次 型 0 也 可 以 看 作 定义 在 V 上 的 二 次 型 
Qa)= Q(X)= 之 ai 前 
而 称 0(X) 是 Q(e) 在 基 M 下 的 坐标 表示 ， 
如 果 另 取 了 的 一 组 基 MI = 1B,…,B.1， 设 由 基 M 到 Mi 的 过 渡 矩 阵 为 ， 


即 
(有 1) = (ai ,0,)P 
则 P 是 可 北方 阵 ， 且 a 在 基 M 下 的 坐标 X 和 它 在 基 Mi 下 的 坐标 了 之 间 有 坐 
标 变换 公式 
X= PY 
我 们 的 一 个 基本 任务 就 是 : 
适当 选择 可 闻 矩 阵 已， 将 V 上 的 二 次 型 0(&) 的 坐标 表示 


Q(¥)= > Qi | (8.1.7) 
化 为 简单 的 形式 J 
Q(F) = ay? + oy + 十 any (8.1.8) 
也 就 是 将 定义 在 8" 上 的 任意 二 次 型 0(xi,… ,x,) 通 过 自 变 量 的 可 道 线 性 
代 换 
1 Xi 
; 上 (8.1.9) 
Yn Xn 


化 为 如 (8.1.8) 所 示 的 简单 二 次 型 @( yi ,…,y,). 

(8.1.8) 所 给 形式 的 二 次 型 GO(Y) 是 自 变量 的 平方 的 线性 组 合 ， 习 惯 上 将 它 
称 为 平方 和 ， 并 将 这 种 形式 的 二 次 型 称 为 二 次 型 的 标准 形 (canonical form).， 因 
此 ,我们 的 任务 就 是 通过 (8.1.9) 形 式 的 可 逆 线 性 代 换 将 二 次 型 化 为 标准 形 . 
例如 ， 例 1 中 就 通过 配方 的 方法 达到 了 这 一 目的 . 一 般 地 ， 任 意 二 次 型 都 可 以 
通过 配方 法 化 成 标准 形 . 
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例 2 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 : 
(1) Q(xyy,2)= (x-y) +(y-z) +(z- x); 
(2) OQO(x1, x2 X3) = KIX2 + XIN3 + XI3NXI, 


解 (1) 取 可 逆 线 性 代 换 


xX =x-y 
=- 
Zz =z 
则 Q(xysys2) = x + yy +(x ty ) =2x +2xy +2y'? 


工人” 3， 
-a 


w= + 一 + 工 ~ 2z)= -1,_1 
T2727 
v=y =y-2 
W=2 =Z 
则 原来 的 二 次 型 化 为 标准 型 
(zy ,= Qu vw) =2u + 
(2) 令 
XI= 2 + 22 


NX2= 21 ~ 22 


X3 = 23 
即 
1 
Z1 = 7 Xl + 广 %2 
zy =x -x 
2 
23 = X3 
则 
Q(x1, x2, x3) = (zi 十 z2) (zl 一 z2) + (zl 一 22) z3 十 z3(21 + z2) 
= 于 一 2z2 + 22123 
= (2z1 + z3)? — z2 23. 
今 
1 1 
7 二 和 3 
1 1 
72= 52 二 XI! 一 2 *2 
3 一 23 三 光 3 
则 


Q@(Cxiyxz2yx3) = Q1(Y1, Y2, 73) = y1- yy3. 
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注意 (1) 在 例 2 (1) 最 后 得 到 的 标准 形 0 (wz) = 2 + 这 中 没有 


出 更 w， 可 以 认为 w? 的 系数 是 0: Qi(u,v,w) = 2 + 了 +0w 
(2) 在 实数 范围 内 ， 例 2 (1) 最 后 化 成 的 标准 型 还 可 以 进一步 作 变 量 代 换 
u’ =V2r 
vy’ = 3o 化 为 更 简单 的 形式 O05(u’ ,vw )=u?+v?. 
(3) 例 2 (2) 中 没有 平方 项 ,不 能 直接 开始 配方 .通过 设 x| = zl + z 和 
NX2 = 21 22 由 X1%X2 = z? — 22 得 到 了 平方 项 ， 然后 就 可 以 配方 了 . 
(4) 还 须 注意 的 是 : 在 例 2 (1) 中 不 能 令 


xX 二 和 一 
te (8.1.10) 
Z 三 了 一 
将 原 二 次 型 Q(x,y,z) 化 为 0' (x',y’ ,zx')= x ?+ y?2+z， 这 是 因为 线性 代 换 
(8.1.10) 
x 1 -1 0 zx 
Jj( 计 
2 -1 0 1/\z 


的 矩阵 的 三 行 之 和 等 于 零 ， 不 是 可 道 逢 了 泗 ， 因 此 (8.1.10) 不 是 可 道 代 换 . 实际 
上 ，(8.1.10) 的 三 个 新 的 变量 x ，y’，z' 之 和 
x+Yy+2z=(x-y)+y-z)+(z-x)=0. 
这 说 明 * ，Y ，z' 线 性 相关 ， 不 能 独立 取 值 ， 不 能 取 作 3 个 新 的 独立 变量 . 
以 下 证 明 ， 通 过 配方 法 可 以 将 任意 二 次 型 化 为 平方 和 的 形式 . 
定理 8.1.1 任意 数 域 上 的 二 次 型 
Q(xi, ,Xs) = > Qi 
都 可 以 通过 配 平方 法 找到 可 逆 线 性 代 换 了 = PX， 化 成 标准 形 
Q(xi, ,Xn ) = Q1(y1s'"* ,Yn) 三 biy? + 二 bay? 
证 明 对 n 用 数学 归纳 法 . 
当 n=1 时 Q(x1) = ax 已 经 是 标准 形 . 如 果 下 = R， 则 当 gz0 时 取 y = 
V Fanl za 可 以 再 化 为 81(y1) = yi ( 当 an >0) 或 01(y1)= - 妈 ( 当 aa<0). 
以 下 设 n 二 2， 并 且 设 n -1 工 元 二 次 型 可 以 通过 可 逆 线 性 代 换 化 为 平方 和 的 
形式 . 
情况 1 allz0. 
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Q(x1, X72, ,Xn ) 二 a (+ na 2 十 … 十 2 十 Ro( x2,** , Xn) 
其 中 R(x2，… ,zx;) 是 由 Q(x ,x2，,… ,x;) 中 不 合 xi 的 项 组 成 的 x2,… ,x 的 二 次 型 . 
将 Q(xi,xs，,… ,x ) 看 作 自 变量 x 的 二 次 函数 ， 其 他 字母 x,，…，x 的 多 
项 式 都 看 作 xi 的 多 项 式 的 系数 ， 配 方 得 


2 
1 1 al2 Ql 
goal + Ra3Cxza , Xn) 
其 中 
C12 Qln 


Ra(x2 ,xX,) 二 -+ + a 


是 x，,，…，xs 的 二 次 型 . 
根据 归纳 假设 ， 将 自 变 量 x;，…，x 经 过 适当 的 可 道 线性 代 换 


2 
本 


可 以 将 R(x， 轩 抽 ,xa ) 化 为 标准 形 


QO1( F213 Ys) = bay2 + ee + bays 


再 令 
Ci2 Clin 
y1 三 2X1 十 1 S84,+ + | 
则 可 逆 线 性 代 换 
Q12 Cln 
和 1 2a1 Fa Xi 
2 -| 0 2 
: : P， : 
yn 0 Xn 


将 原 二 次 型 化 为 平方 和 的 形式 
Qi yi ya Yn) = anyf 十 biy2+ + bry 
情况 2 a =0, 但 ajiz0 对 某 个 上 >2 成 立 . 
取 自 变量 的 可 逆 线 性 代 换 
X1 = Wt wk 


XE = Ul Uk 


w=w (VII,kl) 
1 1 
了 到; 二 21 十 了 3 
即 1 1 
Ur 二 XI 一 Dk 


| UW = (Vj 11,k|) 
则 原 二 次 型 Q(x;,… ,x; ) 化 为 
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n 
Qa us ln) = QI 一 Qunut 十 Qu ) = 2 buw 
让 = 


其 中 二 次 型 Q5(w,… ,ui) 不 会 好 项 ，02(Ca ,ui) 中 w? 的 系数 bi = ali 关 
0， 化 为 已 解决 了 的 情况 1. 

情况 3 a =0 对 所 有 的 1<j<n 成 立 . 

此 时 Q(xi,x2,… ,x;) 不 售 x1， 实 际 上 是 n -1 个 自 变量 x,，…，x, 的 二 
次 型 03(x2,… ,x。). 根据 归纳 假设 ，Q3(x2,… ,x,) 可 以 通过 可 道 线 性 代 换 化 为 
平方 和 的 形式 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 对 所 有 的 正 整 数 n 成 立 ， 口 

推论 8.1.1 实数 域 R 上 的 二 次 型 0(x ,xm) 可 以 通过 可 逆 线 性 代 换 化 
为 如 下 的 形式 


Op) = 1 十 十 2 一 uD 1 a 


2 
p+g 


证 明 ”由 定理 8.1.1，Q(xi,…,%,) 可 以 通过 可 道 线性 代 换 化 为 
Qa Fis ya) = D1yT + + bnys 
的 形式 . 
设 其 中 的 系数 5; >0 对 = 计 ,…, 记 成 立 ，b; <0 对 i= 训 41,…, 雇 14 成 立 ， 
bi =0 对 其 余 的 i = ,11，,… ,i 成立. 


取 自 变量 的 可 道 线性 代 换 
ws = biyi, Vl<sksp 
us=/ ~ biyi, VPptlsksp+g 
ws = Yi, Vp+g<ken 
则 8,(y1,…,y,) 被 化 成 所 要 求 的 形式 
Qu ua) = ut 


推论 8.1.1 中 所 说 形式 Qi(wi ,un) = wu?+…+ 避 一 4 - 届 4 的 
二 次 型 称 为 实 二 次 型 的 规范 型 (normal form). 


习 题 8.1 
1. 用 可 北 实 线性 代 换 化 下 列 二 次 型 为 标准 型 : 


(1) O(xiyxayx3)= XI+ Xi- 2x3 + DXI Xs 一 4x2X33 
(2) Q(x1, xX2s xX3) = — 4x1X2 + XIX3 + DX2Xa; 

{3) Q(x1, X23, x3) = XI + Sx2 ~ 4x3 + Dx1X3 ~ 4X2 X33 
(4) Q(x1s X23 X3s KX4) = KIX2 + XIX3 + XIX4 + XaXl} 


(5) Ox10 ta)= D>) ri; 


laicjen 
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(6) QO( xi, ,Xn ) = > XiXi+1 ， 
1<isn-l 
2.x，y，z 是 任意 实数 ，4，B,C 是 任意 三 角形 的 三 个 内 角 . 证 明 不 等 式 


x +Y +2 2xycos 4+2xzcos B+2yzcos C. 


3. 设 n>2，Xl，Xx2，*…， ”为 实数 ， 且 


2 十 Sw = 


对 于 每 一 个 固定 的 KCEEN,1 hn)， 求 | | 的 最 大 值 ， 
$8.2 对称 方 阵 的 相合 


1. 二 次 型 的 矩阵 

例 1 设 4 =(oi) xn 是 已 上 任意 nm 阶 方 阵 ， 钙 = (x1,…,x,) 是 上 任意 
n 维 列 向 量 ， 求证: 

(1) Q(X)= TAX 是 J 上 的 二 次 型 . 

(2) 任意 二 次 型 QO( 球 ) 可 以 用 Q(XY) = 于 SEE 的 形式 来 表示 ， 其 中 5S 是 对 
称 方 阵 ， 由 0( 球 ) 唯 一 决定 ， 

证 明 (1) 计算 可 得 


Qi ”Qin Xl 
Q(K)= (rx, , xa)| : : : 
nl 四 Qnn Xn 


= 2 Vid iN (8.2.1) 
lasi,jesn 

= aa 十 >) (az + Qj 1 ) Xi (8.2.2) 
i=] lsi<jsn 


(2) 将 任意 二 次 型 
Q(x ,Xx ) 二 > Ci 


与 (8.2.2) 比 较 可 知 ， 只 要 选择 上 阶 方 阵 B= (和 ) ,使 
bai=ai, Vlsisgn; byt+bi=ay, Vl<i<j<n 
则 Q(ZY) = 了 TBX 成 立 . 
特别 ， 选 取 对 称 方 阵 S = (s;),、,， 使 


. 1 ., 
Si=anx, Vla<i<n; Sy = Si 7 ay Vls<i<j<n 


则 Q(X)= "SX, 其 中 S=ST 由 0 唯一 决定 . 

注意 例 1(1) 中 的 表达 式 (8.2.2) 是 将 (8.2.1) 中 的 同类 项 ojxixj; (i < 与 
axFi 合并 得 到 . 例 1(2) 中 的 B 并 不 由 0(X) 瞧 一 决定 .只 要 Bl = (5b),x ,也 
满足 条 件 
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bi=ai, Vlasign; b+ 的 = Vl<i<jsgn 
则 QO(X) = XTBXE = "BX ， 这 并 不 能 保证 B = B;， 只 能 保证 B 与 B' 的 对 角 
元 对 应 相等 : b; = 5 ，Y1<i<n; 而 非 对 角 元 满足 条 件 5 + b= bi + bi， 
即 (60 -65)= -by-05)(Y1lgsi<jsan)， 这 就 是 说 : (B-B)'=-(B- 
B1)， 即 8 - Bi 是 反对 称 方 阵 ， 但 如 果 要 求 8，B 都 是 对 称 方 阵 ， 则 B= 及 
定义 8.2.1 设 
Qe sn) = 2 a 
是 数 域 上 的 二 次 型 ， 则 满足 条 件 。 。。“ 
Q(X)= XTSK, YE= (Cx, x, TE 可 xl 
的 对 称 方 阵 $ 称 为 二 次 型 8@ 的 矩阵 (matrix of quadratic form)， 其 中 $= (sj) xn 
的 元 


Si=ai, Vl<sisgn; y= j= 六 
设 了 是 数 域 * 上 的 线性 空间 ，M 是 Vy 的 一 组 基 . Y 上 任何 一 个 二 次 型 O(aw) 
可 以 通过 向 量 w 在 MM 下 的 坐标 对 来 表示 ， 从 而 可 以 用 对 称 方 阵 $ 来 表示 : 
O(a)= X'SX 
5S 称 为 了 上 的 二 次 型 @ 在 基 上 用 下 的 矩阵 ， 口 
例 2 求 二 次 型 
Q(x,y,2)=2x -3y +5z +2xy 一 3xz + 5yz 
的 矩阵 S， 并 将 @(x,y,z) 用 矩阵 的 乘法 来 表示 . 


解 
3 
2 1 -了 
x 
S = 1 -3 3 ， Q(x,y,2)= (x,y,2)S | 
3 5 ， 
2 2 


注意 在 写 二 次 型 (wi,… ,x,) 的 矩阵 $ 时 ， 要 将 “交叉 项 ”ai (i 让) 
的 系数 aj 拆 成 两 半 ， 将 广 ay 分 别 放 到 S$ 的 第 (i, 有 ) 位 置 和 第 (j, i) 位置， 而 平方 
项 地 的 系数 w 则 直接 放 到 $ 的 对 角 线 的 第 (i, 站) 位置， 

2. 矩阵 相合 的 定义 

为 了 研究 二 次 型 的 性 质 ， 在 $ 8.1 中 通过 适当 的 可 北 线 性 代 换 X= PY 将 
二 次 型 0(X) 化 简 为 01(Y)， 如果 QLX) 的 矩阵 是 S， 则 将 于 = PY 代入 QO (XX) = 
X" SX 得 到 
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Qi(¥)= (PY)'S(PY)= Y"(P'SP)Y 
其 中 的 方 阵 P'SP 满足 条 件 
(P'SP)'= P'S'P= P'SP (8.2.3) 
P'SP 是 对 称 方 阵 ， 因 而 是 O(Y) 的 矩阵 . 
定义 8.2.2 设 4 ,如 是 忆 上 的 m 阶 方 阵 . 如 果 存 在 上 nn 阶 可 道 方 阵 了 ,使 


B= PT4P (8.2.4) 


就 称 4 与 B 相合 (congrueni). 
显然 ， 相 合 是 相抵 的 一 种 特殊 情况 ， 因 此 ，4 与 B 相合 坊 rank 4 =rank B. 
容易 验证 矩阵 的 相合 关系 的 以 下 性 质 (请 你 自己 作出 验证 ) : 
引 理 8.2.1 方 阵 的 相合 关系 具有 如 下 性 质 
(1) 自 反 性 : 每 个 方 阵 4 与 自身 相合 ; 

(2) 对 称 性 : 如 果 4 与 B 相合 ， 则 B 与 4 相合 ; 
(3) 传递 性 : 如 果 4 与 B 相合 且 B 与 C 相合 ,， 则 4 与 C 相合 . 
由 相合 关系 具有 的 以 上 性 质 ， 可 以 将 同 阶 的 方 阵 按 相合 关系 分 成 等 价 类 ， 

使 同一 类 中 任意 两 个 方 阵 相 合 ， 不 同类 中 的 方 阵 不 相合 . 

将 二 次 型 0( 叉 ) 通 过 可 道 线性 代 换 对 = PY 化 成 二 次 型 0, (了 )， 相 当 于 将 

0 的 矩阵 5 通过 相合 变换 变 成 0; 的 矩阵 P'SP .二 次 型 的 矩阵 都 是 对 称 方 阵 . 

为 了 研究 二 次 型 的 需要 ， 我 们 首先 研究 对 称 方 阵 的 相合 . 

引 理 8.2.2 与 对 称 方 阵 相合 的 方 阵 仍 是 对 称 方 阵 . 与 反对 称 方 降 相 合 的 

方 阵 仍 是 反对 称 方 阵 . 

证 明 设 S5S，K 分 别 是 rr"*" 中 的 对 称 方 阵 和 反对 称 方 阵 ，PE F"*" 是 可 

北方 了 泗 ， 则 

(P'SP)'= P'S'P= P'SP, (PIKP)'= PIKIP= -PKP 

可 见 PTSP，P™KP 分 别 是 对 称 方 阵 和 反对 称 方 阵 . 
既然 与 对 称 方 阵 相 合 的 仍 是 对 称 方 阵 ， 我 们 首先 研究 : 在 由 对 称 方 阵 组 成 

的 相合 等 价 类 中 ， 可 以 选取 怎样 的 简单 方 阵 作 为 这 一 个 等 价 类 的 代表 元 . 

如 果 Q( 素 ) 被 化 简 为 平方 和 的 形式 
OCTY) = b1yt + "++ by 


则 Q1(Y) 的 矩阵 


是 对 角 矩 阵 ,， 因 此， 通过 可 逆 线 性 代 换 将 二 次 型 Q(ZXE) 化 简 成 平方 和 ， 也 就 是 
通过 相合 变换 将 Q(X) 的 矩阵 $ 化 成 对 角 和 矩阵 ， 
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设 V 是 上 的 n 维 线性 空间 ，M = ia,…,@,1 与 Mi = 1B,,… ,pi 是 它 的 
两 组 基 . 则 任意 a EV 在 这 两 组 基 下 的 坐标 了 ，Y 之 间 有 坐标 变换 关系 


= PY (8.2.5) 
其 中 己 是 由 1 到 Mi 的 过 渡 方 阵 ， 满 足 条 件 
(有 及 )=(a ,0,)P (8.2.6) 
设 了 上 的 二 次 型 0 在 上 述 两 组 基 Mi ，H2 下 的 矩阵 分 别 是 S，Si， 即 
O(a)= X'SX= YS,Y (8.2.7) 


将 坐标 变换 公式 (8.2.$) 代 人 (8.2.7) 得 到 
(PY)'S(PY)= 了 IST7， 


即 7I(PISP) 了 = 7ISI 了 (8.2.8) 
由 (8.2.8) 知 道 PITSP 与 S 是 严 * 上 同一 个 二 次 型 的 矩阵 ， 它 们 应 当 相 等 

SI = PITSP 
这 证 明了 : 


定理 8.2.3 数 域 上 有 限 维 线性 空间 V 上 同一 个 二 次 型 在 两 组 不 同 基 
戏 ，nMi 下 的 矩阵 S，S$ 相合 : 
Si = P'SP 


其 中 己 是 HH 到 Mi 的 过 渡 和 矩阵 . 
3. 对 称 方 阵 的 相合 对 角 化 
既然 将 二 次 型 通过 可 逆 线 性 代 换 化 简 为 平方 和 相当 于 它 的 矩阵 通过 相合 化 

简 为 对 角 和 矩阵 . 我 们 就 来 研究 对 称 方 阵 怎 样 通过 相合 化 为 对 角 和 矩阵 . 

每 个 可 逆 方 阵 P 可 以 写成 有 限 个 初等 矩阵 Pi , PP ,…，, 己 的 乘积 ， 因 此 由 5 

作 相 合 变 换 P'SP 的 过 程 可 以 通过 用 每 个 初等 矩阵 P; 作 相 合 变 换 5S;_ > 5S; = 

P1S;P; 的 过 程 ， 也 就 是 由 对 称 方 阵 $;_, 先 作 初等 行 变换 SiF> PI1S,_|!， 再 作 

相应 的 初等 列 变 换 PTS, ih> PI1S,_1P, 的 过 程 . 

例 3 试 通过 对 称 方 阵 的 相合 对 角 化 化 简 二 次 型 
O(x,y,2) = x + +2 +4ry 一 6xz 一 4 和 
解 记 于 =(x,y,z) ， 则 Q( 肝 ) = 了 对 'SX ， 其 中 


1 2 -3 
S = 2 1 -2 


-3 -2 1 
第 一 步 : 将 $ 的 第 1 行 的 -2 倍加 到 第 2 行 ， 再 将 第 1 列 的 -2 倍加 到 第 2 


1 
列 ， 得 到 $S,， 也 就 是 将 s ARG? 1 | 再 右 乘 PIT， 得 到 
1 
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1 2 -3 an) 1 0 -3 
-2(1) + (2 
2 1 | | 0 -3 4 
-3 -2 1 -3 4 1 

第 二 步 : 将 Si 的 第 1 行 的 3 倍加 到 第 3 行 ， 再 将 第 1 列 的 3 倍加 到 第 3 
1 


列 ， 得 到 S$,. 也 就 是 将 5; 左 乘 初等 矩阵 P， -| 1 


Si1= PiSPY. 


， 再 右 乘 P22， 得 到 


3 1 
S, = P, SiP}. 
1 0 -3 1 0 0 
Si=| 0 -3 D+ lo -3 4 
1 一 3()+(3)》 “2 一 
-3 4 -8 


第 三 步 : 将 $; 的 第 2 行 的 全 倍加 到 第 3 行 ， 再 将 第 2 列 的 科 倍 加 到 第 3 
1 


列 ， 得 到 S;， 也 就 是 将 5; 左 乘 初等 矩阵 P =| ”! ”|, 再 右 乘 PY， 得 到 
4 
本 
S3 = P;S,Pi. 
1 0 0 
1 0 0 二 +G) 0 3 0 
$=|0 -3 4S,= 
0 4 -8 本 (2)+(3) 0 0 -3 
这 就 得 到 了 对 角 和 矩阵 
S; = P,P,P,) SPIP}P? = PTSP 
其 中 


1 一 
ceo 1 


te 
PN 
Go 
~ 
PA 
jp 
ww 
Oo 
[en 
pe wp 
站 
Py 
1 
iD 


通过 可 逆 线 性 代 换 
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将 原 二 次 型 Q(x,y,z) 化 成 了 平方 和 的 形式 


7 ) 8 ， 
Qi(x’,y ,2) = 3 


例 3 中 的 二 次 型 就 是 §8.1 中 例 1(1) 的 二 次 型 ，§ 8.1 中 利用 配方 法 将 它 
化 简 ， 这 里 利用 矩阵 的 相合 得 到 了 同样 的 结果 . 

例 3 中 将 每 次 实现 初等 变换 所 用 的 初等 矩阵 P|，P,，P; 记录 下 来 ， 并 在 
最 后 相 乘 得 到 P， 这 个 方法 稍 嫌 繁琐 . 注意 到 当 S 经 过 初等 行 变换 和 相应 的 
列 变换 变 成 Pi P; PSPi PP3 的 时 候 ， 同 样 的 初等 行 变 换 将 单位 矩阵 工 变 成 
P3 PP = PT. 因此 可 以 改进 为 如 下 的 算法 : 

算法 8.2.1 将 n 阶 对 称 方 阵 S 相合 到 对 角 和 矩阵 $1 = PTSP, 求 $1 及 P: 

1. 将 $ 与 同 阶 单位 矩阵 了 排 成 x2nm 矩阵 4 = (S,7). 

2. 从 ho = 4 开始 ， 经 过 初等 变换 依次 得 到 4 ，4z，…， 其 中 对 每 个 
4;_1 进 行 一 次 初等 行 变换 ， 然 后 对 它 的 前 =” 列 进行 相应 的 列 变换 ， 得 到 4,. 

这 里 ， 与 初等 行 变换 爷 相 应 的 列 变换 了 ' 是 : 

(1) 设 了 将 第 i，j 两 行 互 换 ， 则 将 第 i，j 两 列 互 换 ，; 

(2) 设 久 将 第 i 行 乘 非 零 常 数 a， 则 六 ' 将 第 i 列 乘 a; 

(3) 设 久 将 第 j 行 的 a 倍加 到 第 i 行 ， 则 . 广 ' 将 第 j 列 的 a 倍加 到 第 i 列 . 

3. 将 第 2 步 重复 有 限 次 ， 将 ($ , 门 变 成 (Si ,PT)， 其 中 左边 n 列 组 成 对 角 和 矩阵 
Si ， 则 右边 n 列 组 成 的 可 逆 方 阵 PT 的 转 置 方 阵 P 满足 条 件 S1 = P'SP. 口 

这 样 ， 例 3 的 矩阵 相合 的 过 程 可 以 重 写 为 (注意 我 们 只 在 箭头 上 方 标 明了 
所 用 的 初等 行 变换 ,而 不 再 将 相应 的 初等 列 变换 标 在 下 方 ): 


例 3 解 法 2 

1 2 -3 10 0 1 0 0 0 0 
| 2 1 -2 0 10 | -3 4 -21 | 
-3 -2 1001 0 1 


1 
2 
0 4 -8 3 
0 
0 


1 
4 
也 (2) + (3) 0 


0 0 
0 -2 1 
8 1 4 
0 0-3 3 了 了 3! 
1 0 0 1 0 0 
1 /二 2 1 
(2) ， (3) | 0 _1 0 -二 二 0 
8 
和 万 万 
0 0 /2 3 
2V6 3 2V2 
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1 -过 -上 
v3 2V6 
1 2 
P=|0 万 /3 ， 
3 
0 9 2V2 
则 
1 0 0 
sr | -1 
0 0 -1 
取 可 逆 线 性 代 换 
区 Ed 
则 二 次 型 化 为 


2 


Qi(x’,y’ az) = yz 
注意 在 例 3 的 解法 2 中, 已 经 得 到 对 角 阵 


1 0 0 
0 -3 0 

8 
0 0 -3 


1. 


一 (2) 
之 后 ， 再 将 第 2 行 和 第 2 列 同 时 乘 方 (由 -一 表示 )， 第 3 行 和 第 3 列 同时 乘 


3,, VE 8 
/ 记 ( 由 表示 )， 将 第 2 行 和 第 3 行 的 对 角 元 -3，- 县 都 变 成 了 - 1 
得 到 了 更 简单 的 对 角 隆 
1 0 0 
| -1 0 


0 0 -1 
例 4 试 通过 对 称 方 阵 的 相合 对 角 化 化 简 二 次 型 


Q(x1, x2, X3) = XIX2 + XoX3 + XIXl 


O 
Le I~ 


解 记 着 =(xi,x2,x3)1E XY1， 则 QO( 著 )= XTSX， 其 中 $= 


DI | 一 
| 一 


1 1 1 
0 py py 1 0 0 1 广 1 1 0 
1 1 1(2) 1+) | 1 1 
5 0 0 0———>|7 0010 
1 1 1 
2 0 001 1 7 0 00 1 
-去 (0+(),-(D+G) , 
-4 909-2 20° 
0 0 -1 -1 -1 1 
-| 0 0 1 1 ,| 
0 -1 0 -1 10 
0 0 -1 -1 -1 1 
取 
1 -1 -1l Xl Yi 
oh 1 + 加 区 加 
0 0 1 X3 y3 
则 


1 0 0 

ss-| -1 0 

0 0 -1 

Q(xis x2, x3) = Q1(y1,72,73) = 1 — 72 73 

注意 例 4 中 的 二 次 型 不 含 平方 项 ， 因 此 它 的 矩阵 的 主 对 角 线 元 全 为 0. 

第 一 步 先 将 第 2 行 加 到 第 1 行 、 第 2 列 加 到 第 1 列 ， 将 对 角 线 上 的 第 (1,1) 元 

化 为 非 零 的 数 ， 然 后 才能 用 这 个 元 去 消去 与 它 同一 列 和 同一 行 的 其 余 元 ， 使 矩 
阵 的 相合 对 角 化 前 进一步 . 

例 4 的 二 次 型 就 是 § 8.1 例 2(2) 的 二 次 型 .比较 两 种 不 同 的 解法 得 到 的 结 

果 ， 可 以 看 到 这 里 化 简 得 到 的 二 次 型 与 8$8.1 的 结果 完全 相同 . 将 这 里 采用 的 

可 逆 线 性 代 换 


< 
Un kw 
\_ 
中 
my 
上 
一 一 一 
RR RR 
Le kw Lo 
\_ 
村 
iD 
tb | 一 
© pi oi- 
[en] Lo 
一 一 一 ~ 
RR RR 习 
wo 一 


与 88.1 例 2(2) 中 的 
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相 比 较 ， 发 现 这 里 的 y,/，y;，Y; 分 别 相当 于 那里 的 y/，- y，，y3. 显然 ， 在 
QiCytya,y3) = 7 — y2— 3 

中 将 y, 换 成 - y,， 表 达 式 不 变 . 

以 下 我 们 证 明 : 例 3 和 例 4 中 的 方法 可 以 推广 到 任意 数 域 Fr 上 的 对 称 方 
阵 S$， 将 S$ 相合 到 对 角 和 矩阵 . 

定理 8.2.4 设 $ 是 数 域 上 的 n 阶 对 称 方 阵 ， 则 存在 F 上 n 阶 可 逆 方 阵 
己 使 万 = PISP 是 对 角 和 矩阵 . 其 中 的 对 角 元 可 以 按 任意 指定 的 顺序 排列 . 

证 明 设 5=(s;),ws， 对 用 数学 归纳 法 证 明定 理 的 结论 . 

当 n=1 时 ，5 = (si1) 已 经 是 对 角 和 矩阵 . 

设 n 守 2， 并且 假 定 n -1 阶 对 称 方 阵 都 可 以 相合 到 对 角 和 矩阵 ， 证 明 ” 阶 
对 称 方 阵 $ 相合 于 对 角 和 矩阵 . 

情况 1 sz0. 

取 


-1 ... -1 
1 -sn s12 ~ S11 Sln 


1 


工 511 0 
SI 一 Pi SP 三 
0 SS» 


其 中 So2E Fn-Dxtn 0， 并且 由 于 ST= S,， 有 SD = Sy. 
根据 归纳 假设 ， 存 在 六 上 nn -1 阶 可 道 方 阵 Pw 使 D, = PD Sy, Pw 是 对 角 
和 矩阵. 
取 P,=diag (1,P2)， 则 P, 是 下 上 n 阶 可 道 方 阵 ， 且 
D= PISIP -[» 
201*2 0 D, 
是 对 角 和 矩阵 . 取 P= PP ， 则 
PTISP = PITPITSPP, = PISP, = 也 
是 对 角 和 矩阵 . 
情况 2 s11=0, 但 sy = sz 关 0 对 某 个 2< 上 sn 成立. 
取 n 阶 初等 方 阵 忆 = Ti1(1) = T+ Et (其 中 Ei 表示 第 (k,1) 个 元 为 1、 其 
余 元 为 0 的 方 阵 ). 则 
Si= PISP = (by),xn 
其 中 5b11=2sis 关 0，S1 符合 情况 1 的 要 求 ， 根据 情况 1 的 论证 ， 存 在 n 阶 可 逆 
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方 阵 忆 使 D = PS1P, 是 对 角 和 矩阵 . 取 P= PiP,,， 则 PP 是 F 上 nn 阶 可 逆 方 阵 ， 
P'SP = D 是 对 角 算 阵 . 
情况 3 s1;= sy =0 对 所 有 的 1<js<n 成立， 此 时 
0 
| sz 
其 中 5 是 n -1 阶 对 称 方 了 泗 、 根 据 归纳 假设 ,存在 Ff 上 nn -1 阶 可 北方 阵 P， 
使 D, = PIS,,P, 是 对 角 和 矩阵 . 取 P= diag (1,P,)， 则 


ioe»s_ {0 
-| D， 
是 对 角 和 矩 阵 . 


根据 数学 归纳 法 原理 , 对 任意 正 整数 mn， 已 上 mm 阶 对 称 方 阵 都 相合 于 对 角 
和 矩阵. 
设 已 有 nn 阶 可 逆 方 阵 己 将 8$ 相合 到 对 角 和 矩阵 
P'SP = D= diag (ai,a;,, a,) 
对 1,2,…,n 的 任意 排列 o = (iji2…i;)， 依 次 将 单位 和 矩阵 了 的 第 i ,is，… ,i 列 
排 成 可 逆 方 阵 已 ， 则 
(PP,)'S( PP,) = PIDP, = D, = diag( Qi Qi ,i ) 
可 见 5 相合 于 将 DD 的 对 角 元 按 任意 顺序 重新 排列 得 到 的 对 角 和 矩阵 D,. 口 
推论 8.2.1 对 实数 域 上 任意 n 阶 对称 方 阵 S$， 存在 n 阶 实 可 北方 阵 P， 使 
P'SP = diag( T.,) ,一 TD) O(n-p- 9g)) 
其 中 p+ gq = rank S. 
证 明 由 定理 8.2.4， 存 在 n 阶 可 逆 实 方 阵 忆 使 
PISP, = 万 | = diag(cl，…，a，) 
且 可 排列 对 角 元 a ,… , a, 的 顺序 ， 使 排 在 前 面 的 p 个 a,>0(Y1l<i<p), 其 
次 的 gq 个 a,<0(Yp<isp+g), 最 后 的 n-p-g 个 a;=0(YVp+g<isgn). 
由 于 $ 与 Di 相抵 ， 
p+g=rank DI/=rank S$ 
取 n 阶 可 逆 实 对 角 和 矩阵 
P, = diag( b1,*… ,b,) 


1 ， 
， Vp<is<sp=4 
/a, 
1， 


Vp+g<ie<n 
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取 P= PP,， 则 
D= P'SP = PIDP,= diag(T,), -TO sp-0). OO 
diag( 7 ,一 了) ,0O(,-s-o)) 称 为 实 对 称 方 阵 相 合 的 规范 形 . 我 们 将 证 明 ， 
与 实 对 称 方 阵 $ 相合 的 规范 形 由 S 唯一 决定 . 


习 题 8.2 


3 0 I 

(n) Cn) 
4 |; (3) 7 Ll 
6 {n) (n) 


. 并 
1 nxn 1 2/nxn 
2. 利用 实 对 称 方 阵 的 相合 求 习 题 8.1 第 1 题 中 各 个 二 次 型 的 标准 形 . 
3. 试验 证 方 阵 相合 关系 的 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 
4. 证 明 : n 阶 可 逆 复 对 称 方 阵 在 复数 城 上 相合 于 
O ln 
0 1) 
(2 a n=2m) 或 区 O | n=2m+1). 
1 
5. 证 明 : 秩 等 于 r 的 对 称 和 矩阵 可 以 表达 成 个 秩 等 于 1 的 对 称 和 矩阵 之 和 . 
6. 设 4 是 n 阶 实 对 称 矩 了 泗 ， 目 det 4 <0, 证 明 : 必 存 在 n 维 向 量 Xz0, 使 X74X <0. 


1. 求实 对 称 方 阵 在 实 相 合 下 的 标准 形 : 


2 4 -2 1 

(1) 4 5 "| (2) | 
-2 -1 0 3 

2 

1 


1 


1 
(4) . ; (5) 


hb 


7 下 2W 办 全 | je- 中 
0 2 0 10 


$ 8.3 正定 的 二 次 型 与 方 阵 


在 求 多 元 二 次 实 函 数 以 至 于 一 般 的 多 元 实 函 数 的 极 值 时 ， 正 定 或 负 定 的 二 
次 型 起 着 重要 的 作用 . 

定义 8.3.1 设 0(X) 是 元 实 二 次 型 . 如 果 对 R" 中 所 有 的 下 zO 都 有 
Q(T) >0， 就 称 0 是 正定 的 (positive definite)， 如果 对 R" 中 所 有 的 下 O 都 有 
Q(X)<0， 就 称 0 是 负 定 的 (negative definite). 如 果 对 R" 中 所 有 的 蒜头 0 都 有 
OO()>0， 就 称 0 是 半 正 定 的 (semi-positive definite)， 如 果 对 R" 中 所 有 的 著 关 
0 都 有 0( 和 ) <0， 就 称 0 是 半 负 定 的 (semi-negative definite) 闻 

设 5 是 n 阶 实 对 称 方 阵 .如 果 5 所 决定 的 ”元 实 二 次 型 0( 下 ) = 于 SET 正 
定 ， 或 负 定 ， 或 半 正 定 ， 或 半 负 定 ， 也 就 是 说 对 R"*! 中 所 有 的 浅 z0 都 有 
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XTSX >0， 或 都 有 了 XTSX <0， 或 都 有 XTSE>0， 或 都 有 守 7SXY < 0， 就 分 别称 
S 正定， 或 负 定 ， 或 半 正 定 ， 或 半 负 定 ， 分 别 记 为 S$>0, 或 $<0, 或 S>0， 
或 $<0. 癌 

显然 ，0 负 定 人 多- 0 正定 ; 0 半 负 定 允 - 0 半 正 定 . 类 似 地 ，S <0。% 
-S$S>0; $<0s> -5>0. 因此 ， 只 要 搞 清 楚 了 正定 、 半 正定 的 二 次 型 和 方 阵 
的 性 质 ， 也 就 清楚 了 负 定 、 半 负 定 的 二 次 型 和 方 阵 的 性 质 . 

引 理 8.3.1 与 正定 (或 半 正 定 ) 实 对 称 方 阵 8 相合 的 方 阵 51 = PTSP 仍然 
正定 (或 半 正 定 )， 其 中 P 是 实 可 逆 方 阵 . 

证 明 设 $ 是 "” 阶 正定 实 对 称 方 阵 . 则 对 任意 OzXXER"**!， 有 XITSY > 
0. 对 任意 O 关 TYER"x“I 有 下 = PYz O， 从 而 YTS1Y = YTPTSPY = XTSX >0. 
可 见 $1 正定 . 

类 似 地 可 以 证 明 $ 半 正 定 寺 $1 半 正 定 ， 只 要 将 以 上 证 明 中 的 > 号 全 部 改 
为 = 号 就 行 了 . 口 

下 面 我 们 来 研究 $ 正定 或 半 正 定 的 充分 必要 条 件 . 

在 §8.2 中 已 经 证 明 任 何 一 个 n 阶 实 对 称 方 阵 8 相合 于 
D = diag(Ty), -Tog), Oc-p- 9)) 
SS > 0 所 > 0 全 二 次 型 

Q(X)= X DY= x + + x ~ X12 


p p+g 


(8.3.1) 
正定 . 

类 似 地 ，S$>=>0e(8.3.1) 中 的 二 次 型 0( 素 ) 半 正定 . 

以 下 只 需要 研究 (8.3.1) 中 的 0( 素 ) 何 时 正定 ， 何 时 半 正 定 . 

如 果 9>0， 取 互 = 6, ,1 为 第 p +1 个 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 n 维 列 向 
量 , 则 Q(e,,1) = -1<0,，D 既 不 正定 也 不 半 正 定 . 因此 ， 

S>0=>g=0O0(¥)= x? + + vw 

反 过 来 ， 对 所 有 的 O 关 下 = (x1,…,x,)TER"*!1 有 Q( 率 ) = x?2+…+ 双 守 0. 

这 说 明 
S$>0 人 4 = 0 全 8 相合 于 diag(T ,0 ,)) 

如 果 m>r， 取 e,=(0,…;0,1) EGR" ， 则 ez#0 但 0(e,)=0， 这 说 明 

此 时 8 半 正 定 但 不 正定 . 因此 ， 
$>03n=r=pOD= 1 E00(X) = 好 + 从 
显然 0( 下 ) = 了 i++ 人 >0 对 所 有 的 O 和 ER"*! 成 立 ， 由 此 得 到 
S>0 全 8 相合 于 7 所 存在 可 逆 方 阵 忆 使 S= PTIP = PTP. 
这 就 得 到 了 
定理 8.3.2 实 对 称 方 阵 $ 正定 全 存在 可 逆 实 方 阵 严 使 S= PTP. 口 
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实 对 称 方 阵 $ 半 正 定 有 类 似 的 充分 必要 条 件 : 

定理 8.3.3 n 阶 实 对 称 方 阵 5S 半 正 定 亿 存在 矩阵 4ER"“ "使 S = 474， 
并 且 可 以 要 求 m= rank 5. 

证 明 设 S=4I4， 则 对 任意 O 关 天 ER" “1 有 

X'SY= XIATAY= YIY= yi?+*+y% 20 

其 中 了 = 4 下 = (yj,… ,yn) ER"*!. 这 说 明了 5 半 正 定 . 

有 反 过 来 ， 设 $ 半 正 定 ， 则 $ 相合 于 D= diag (I,,0(_»), r=rank D = 
rank S， 存在 m” 阶 可 逆 方 阵 忆 使 


T 十 {0 了 | To T 
S=P'DP=P » P=P" | OP=4r4 
(n-r) 


其 中 4 = (1 O)P ER*'", rank A=r=rank S$. 口 

由 定理 8.3.2 知道 : 正定 实 对 称 方 阵 都 是 可 道 方 阵 . 实际 上 ， 容 易 证 明 : 
S 正定 心 5 半 正 定 且 可 道 . 

正定 实 对 称 方 阵 $ 既然 是 可 道 方 阵 ， 行 列 式 det $ 当然 不 为 0. 不 仅 如 此 ， 
还 有 : 

推论 8.3.1 实 对 称 方 阵 $ 正定 寺 5 的 行列 式 det $S > 0. 

证 明 SS>0 一 存在 可 逆 方 阵 已 使 S = PP 

一 det $= det Prdet P=det Pdet P=(det P)* >0. 口 

例 1 已 知 实 对 称 方 阵 $S > 0. 求证 : 对 任意 正 整数 上 有 8 > 0， 

证 明 ” 当 为 偶数 2m 时 S*= PiTP 对 可 逆 方 阵 P= S" 成 立 ，S > 0; 当天 
为 奇数 2m+1 时 , 取 P= S”"， 则 S$* = PTSP 与 正定 方 阵 $ 相合 ， 也 是 正定 方 
阵 . 


由 例 1 的 证 明 可 知 : 当 为 偶数 时 ，S* > 0 对 任意 可 道 实 对 称 方 了 泗 $ 成 
立 ， 不 要 求 S > 0. 

正定 实 对 称 方 阵 S$ = (s;),x ,不 但 本 身 的 行列 式 >0， 而 且 它 的 前 % 行 和 前 
上 列 交叉 位 置 的 元 组 成 的 子 方 阵 % = (sj)1<i,j<; 也 是 正定 的 ， 行列 式 det Si > 
0. 一 般 地 ， 对 任意 方 阵 4 = (a;),xs 和 任意 正 整 数 k< nn， 我 们 将 4 中 前 行 
和 前 & 列 交叉 位 置 的 元 组 成 的 行列 式 det (aj)1<;,;<: 称 为 4 的 顺序 主子 式 . 我 
们 有 

定理 8.3.4 实 对 称 方 阵 §S = (s;),、 ,正定 SS 的 所 有 顺序 主子 式 大 于 0: 

S11 YY” Sig 
>0, Vl<k<n 


Spl "SEk 


证 明 设 S=(sy),x4, 是 实 对 称 方 阵 ， 对 每 个 1<k<n, 记 Si =(sy)icij<1 为 
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S 中 处 于 前 有 行 和 前 有 列 的 交叉 位 置 的 元 组 成 的 阶 实 对 称 方 阵 . 

先 设 $ 正定 ， 则 对 任意 不 全 为 零 的 实数 x!，…，x;， 有 

(wi sxe) Se xi ys xa) = (xis Kis0, 0) Sri , Ki,0, ,0)T>0 

这 说 明 8 正定 ， 从 而 行列 式 det Se > 0. 

再 设 det Si >0 对 Ts 大 成立. 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 S > 0. 

当 n=1 时 ，S|= sn >0， sx%?>0 对 所 有 的 实数 x 关 0 成 立 ，S = (s11) 
正定 . 

设 n 宇 2， 且 假设 命题 已 对 n -1 阶 实 对 称 方 阵 成 立 ， 则 由 S$, .1 的 所 有 的 
顺序 主子 式 det Si >0(Y1<kan-1) 知 5$, -1 正定 . 存在 n -1 阶 可 北方 阵 PI 


使 $,.1= PIiP. 
S =- Sn。 -1 b 
mw 


将 5 分 块 为 
其 中 有 PER DxI. 由 detS >0 知 S， 可 道 . 取 mm 阶 可 道 方 阵 


7 -SI 
7 -| Td ”18 
0 1 


D= TST = TD 0 SS -1 pb Tn,-1) -SB 
-P'Ssil 1 Pp Snn 0 1 


其 中 d, = snn — B'S._1P. 由 det T=1 知道 
det S=det D=(det $1)d, ， 从 而 4d,= 


则 


det 5S 
det Sn,_1 “ 


但 det S=det S,>0，det $S,_1>0,， 故 d, >0. 于 是 


PIP, 0 
D= = PTP 
0  V dv 内 
Pi 


0 
sar -| je 
0 Vd 


根据 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 对 所 有 的 正 整 数 nn 成立， 口 
不 但 正定 实 对 称 方 阵 $ 的 顺序 主子 式 都 大 于 零 ， 而 且 S 的 任意 主子 式 都 
大 于 零 . 这 里 ,S$ = (s;),x 4 的 主子 式 是 指 ; 对 任意 1 三 让 <i<…< 六 大 交 ， 由 
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$ 中 第 i 二 ……, 行 和 第 站, 已, … ,六 列 交叉 位 置 的 元 组 成 的 行列 式 
|: 0 aaa sm 元 


命题 8.3.5 正定 实 对 称 方 阵 5 = (s),x。 的 任意 主子 式 


i i 
| . . j> 
12 se 让 
证 阴 设 在 = (xl ER"*! 中 除 第 ,i ,…, ii 个 分 量 以 外 其 余 的 分 


量 x (J 多 | 鹿 ,iy，,"…, 计 | ) 全 部 等 于 0， 则 


QU 和 7 Ni) = X'SX= (2 9 ,i ) Sh xi » ,Xi )) 


是 x ,xi ，…,%i 的 上 元 二 次 型 ， 其 中 总 = (sy) ijeti,…,il 是 由 Ss 中 处 于 第 i , i,， 
,ik 行 和 第 i ,i ,… ,让 列 交叉 的 位 置 的 元 组 成 的 k 阶 实 方 阵 . i, oj， 
Xi 不 全 为 0 时 里 = (x1,… ,xn) 0, 
Qi(%i ss Xi)= "SX>0 
因此 0; 是 正定 二 次 型 ，$, 是 阶 正定 实 对 称 方 阵 ， 其 行列 式 
~ |: i "| 
det Si:=S|. . .1>0 口 
让 
例 2 已 知 实 二 次 型 Q(x,y,z)=A(xi+y +2) -2xy 一 2xz+27z. 
(2) 4 取 什 么 值 时 Q(x,y,z) 负 定 ? 


(3) 4 取 什 么 值 时 Q(x,y,z) 可 以 写成 实 系数 一 次 多 项 式 的 平方 (ax + by + cx》 ? 
证 明 0Q(x,y,z) 的 和 矩阵 


A -1 -1 
S=| -1 A 1 
-1 1 A 
(1) 0 正定 车 $>0S5 的 顺序 主子 式 det S >0，VE=1，2，3， 
det Si =A>0， 
ldet SS = 和 -1>0， 会 A>1 
det S3= (1-1)2(+2)>0. 


故 8 正定 当 且 仅 当 ) > 1. 
(2) 0 负 定 人 8S <0 -5>0e -5 的 所 有 顺序 主子 式 det ((- $5),) > 0. 
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det ((—- $)1)= -A>0, 
idet((- S$),)=A*-1>0, SS A<-2 
det ((— S$)3)= —- (XA-1)(A+2)>0. 
故 8 负 定 当 且 仅 当 ) < -2. 
(3) QO=(ar+ 杂 +cz) oss08 rnk S=1. 
rank S=1=>det S=(-1)(+2)=0 一 和 =1 或 -2. 易 见 A=-2 时 5S 不 
是 半 正 定 ( 并 且 此 时 rank § =2). 剩 下 唯一 的 可 能 性 是 =1. 当 )=1 时 
Q(x,y,2) = x ty +2 2xy -rr ty = (x-y -2) 
确实 是 一 次 实 多 项 式 的 平方 ， 口 
例 3 设 实 对 称 方 阵 $ 正定 ， 则 存在 可 逆 的 上 三 角形 矩阵 TT 使 TTST=1. 
证 明 对 n 用 数学 归纳 法 . 当 n=1 时 显然 成 立 . 
设 n=2， 并 且 假 定 n -1 阶 正定 实 对 称 方 阵 都 可 以 通过 可 道上 三 角形 和 卸 阵 
相合 于 单位 矩阵 . 
设 S=(s)xv>0. 取 ei=(1;0,…;0)7ER"， 则 由 elzx0 及 S>0 知 


1 
su = Se >0， 取 对 角 逢 阵 A= dg 了 二，1，…，1] ,网 
11 


SI=A'SA =(b;),x.,>0, 
其 中 bi = 1. 
取 可 逆 上 三 角形 和 矩阵 


71 = 


则 


SS = TISIT, = 1 0 >0 
0 5S» 


0 
eR 


Sw») = ST>0 
这 说 明了 Sw 是 n -1 阶 正定 实 对 称 方 阵 ， 根 据 归纳 假设 ， 存在 n -1 阶 可 逆 上 
三 角形 矩阵 Ty 使 72S272 = To 0 取 T= diag (1, Ty)， 则 TT 是 n 阶 可 道 
上 三 角形 和 矩阵 . 
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72S272 = 1, 
记 T=ATIT,， 由 于 A，T,，7T, 都 是 n 阶 可 逆 上 三 角形 矩阵， 它们 的 乘 
积 了 也 是 ” 阶 可 逆 上 三 角形 矩阵 ， 且 
77S7T = 7T7147S7T,72 = I,,,) 
由 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 对 所 有 的 正 整数 n 成 立 . 口 


习 题 8.3 


1. 设 0=ax?+ bx2+ ax?+2crix3， 问 a,，5，c 满足 什么 条 件 时 ， 二 次 型 矩阵 Q 为 正定 
矩阵 . 
2. 给 出 负 定 二 次 型 Q(xi,… ,x%,) = 于 4 的 方 阵 4 的 顺序 主子 式 满 足 的 充 要 条 件 . 
3. 在 二 次 型 Q(x,y,z)=A(xi+y +z)+3y -4xy -2xz+4yz 中 ， 问 : 
(1) 4 取 什 么 值 时 二 次 型 矩阵 8 为 正定 矩阵 ; 
(2) 4 取 什么 值 时 二 次 型 矩阵 @ 为 半 负 定 和 矩阵 ; 
(3) 4 的 什么 值 使 0 为 实 一 次 多 项 式 的 完全 平方 . 
4. 设 4 是 n 阶 实 正定 对 称 和 矩阵 ， 证 明 4 正定 . 
”5. 在 二 次 型 0 = TA4X 中 ， 实 对 称 4 = (a;),.,， 车 
QH ”QI 
>0 (VEk=1,2,.…,n-1); det A=0. 
Qk ”Qk 
试 证 明 : 二 次 型 矩阵 @ 为 半 正 定 . 
6. 求 实 函 数 Fxz) = xSx”+2pBx”+ 5b 的 最 大 值 或 最 小 值 ， 其 中 5 是 阶 正定 实 对 称 方 阵 ， 
有 =(bb 因 ) 与 = (x1,Xx2，… ,Xn) 是 n 维 实行 向 量 ，4b 是 实数 . 
7. 设 5 是 半 正 定 n 阶 实 对 称 方 阵 且 rank 8$ =1. 证 明 : 存在 非 零 实行 向 量 w 使 8 = 


CT 


a. 
8. 5S 是 实 对 称 正定 矩阵 ， 证明: 存在 上 三 角形 和 矩阵 7, 使 $= 末了 . 
9. 求证: n 阶 实 对 称 方 阵 8 半 正 定 的 充 要 条 件 是 存在 秩 为 > 的 rxnm 实 矩阵 4 使 $= 
4I4， 其 中 r=rank S$. 

10. 设 4，B 均 为 n 阶 实 对 称 正定 矩阵 ， 证 明 : 如 果 4 - B 正定, 则 8-!-4-! 亦 
正定 . 

11. 设 4，B 均 为 n 阶 实 对 称 阵 ， 其 中 4 正定 , 证 明 : 当 实 数 ;充分 大 后 ， 太 +B8 亦 
正定 . 
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我 们 已 经 证 明了 : 任意 数 域 上 任意 实 对 称 方 阵 5S 都 相合 于 对 角 阵 DD = 
diag (a1,…,as)， 并 且 将 与 $ 相合 的 对 角 和 矩阵 称 为 S 的 相合 标准 形 . 但 与 $ 
相合 的 对 角 算 阵 并 不 唯一 ， 对 角 和 矩阵 D 还 可 能 相合 于 更 简单 的 对 角 矩 阵 . 对 
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不 同 的 数 域 Ff， 这 个 问题 的 答案 可 能 不 同 . 

关于 对 角 和 矩 阵 的 相合 ， 有 如 下 简单 的 引 理 . 

引 理 8.4.1 任意 数 域 万 上 的 任意 对 角 和 矩阵 D = diag (a1,…, a4) 相合 于 di- 
ag (cilal,…,c2a,)， 其 中 cl,… ,cs 是 下 中 任意 非 霉 元 . 

证 明 取 P=diag (cl,…,c,)， 则 


PIDP = diag( cf?ai,**, coa,) 
定理 8.4.2 在 复数 域 C 上 ， 每 个 对 称 方 阵 $ 相合 于 唯一 的 规范 形 
A= (8.4.1) 
OO 0 


其 中 =rank 5S. 

证 明 S 相合 于 对 角 和 矩阵 了 = diag (a1,…, a,)， 且 可 排列 对 角 元 的 顺序 使 
orz0(VI<is<r)，w=0(Yr+lisjsn)， 即 

D= diag (a1, ,a,,0,.…,0) 

其 中 azx0(V1I<i<sr)， 显然 + =rank D = rank 5. 

对 每 个 1<isgr, 取 6c 使 =a;!， 则 c?a;=1. D 相合 于 

A = diag(cial,, cia,,0,°,0) = diag( I,), O(a- ,)) 

其 中 r=rank S$ 由 5S 唯一 决定 . 口 

复数 域 上 对 称 方 阵 的 相合 规范 形 最 简单 . 但 实 二 次 型 的 用 途 更 广泛 ， 因 此 
实 对 称 方 阵 的 相合 更 值得 关注 . 

定理 8.4.3 实数 域 R 上 的 任意 ” 阶 对 称 方 阵 $ 相合 于 规范 形 

4=diag(7， - To), Own)) (8.4.2) 

其 中 的 p，g 由 S$ 唯一 决定 ，p + g = rank 5S. 

证 明 8.2 推论 8.2.1 中 已 经 证 明了 S 相合 于 (8.4.2) 所 说 的 规范 形 ， 以 
下 证 明 与 $ 相合 的 规范 形 的 唯一 性 ， 也 就 是 p，g 的 唯一 性 ， 

由 于 5S 与 A 相抵 ，p + g=rank A =rank S， 只 要 能 证 明 p 的 唯一 性 ， 则 g 
= rp 也 就 具有 唯一 性 . 

S 定义 了 二 次 型 


Q(X)= X'SX, V XER"”! 
设 有 可 道 方 阵 P|，P, 分 别 将 $ 相合 于 
A1= PiSP = diag(l1»), — To- O(n- 7)) 
42 = PSP, = diag(1s), ~ 1,» O(n- 5)) 
A1，A; 分 别 定义 了 二 次 型 
QI(Y)= YAIY= yf+ + 和 一 yo 一 
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02)= ZTAZ= 2 
其 中 Y=(y ,yi) ,2Z=(z1, 2) ER"™*!. 
假如 p 头 s， 不 妨 设 p > s. 


设 gj，…，Q@ 依次 是 Pj 的 各 列 ，V ,是 由 Pi 的 前 p 列 g;，…，Q, 生成 
的 p 维 子 空 间 . 对 任意 0zaEV,， 有 
Q = yiQ1+… + yp0p， 其 中 实数 yl/，…，y, 不 全 为 0， 
则 
0zY=(y1,,y,,0,° ,0) ER"*! 
@= (0 , 0) (1 7,) = PIY 
O(a)= Q'Sa = (PIY)'S(PY)= YIPISPIY= YALY 
= QF)= y+'+y>0 (8.4.3) 
设 B1，…，B, 依次 是 P, 的 各 列 ，V .是 由 Py 的 后 n-s 列 ,1,，…， pp 


生成 的 n - s 维 子 空间 ， 每 个 BETY_ 可 写成 
B=z,1B, 1+ + zB,, 
其 中 zl ss ER. 
取 Z=(0,…,0,z 041,24) ER"*!， 则 
B=(B,,1,,B,)(z, 1, ,7) = PZ 
Q(Bp)= P'Sp= (PZ2)TS(P,2)= ZTC(PSP2)Z = ZA,Z 
= 0(Z)= -2 -se0 (8.4.4) 
V ,与 V_ 都 是 nn 维 空间 V=R"*! 的 子 空 间 . 由 于 p>s. dim 了, +dimV. 
=p+(n-s)>n=dmV， 这 迫使 V, 站 V. 0 ( 见 第 二 章 推论 2.7.1). 
于 是 存在 0 关 wEY ,站 y .一 方面 ,由 (8.4.3) 知 0xaEy, 一 0(ax)> 
0; 另 一 方面 ， 由 (8.4.4) 知 weEY_ 一 0 (a)<0. 得 出 矛盾 . 
这 一 矛盾 证 明了 只 能 p = s， 从 而 证 明了 与 $ 相合 的 规范 形 (8.4.2) 的 唯一 


性 


定义 8.4.1 实 对 称 方 阵 $ 的 相合 规范 形 (8.4.2) 中 对 角 线 上 1 的 个 数 p 称 
为 $ 的 正 惯性 指数 (positive index of inertia) ，- !1 的 个 数 g 称 为 负 惯 性 指数 (neg- 
ative index of inertia)， 正 惯性 指数 与 负 惯 性 指数 的 差 p - g 称 为 符号 差 (signa- 
ture ) . 

实 二 次 型 Q( 半 ) = X'SX 的 矩阵 $ 的 正 惯性 指数 、 负 惯性 指数 、 符 号 差 也 
称 为 二 次 型 0 的 正 惯性 指数 、 负 惯性 指数 、 符 号 差 . 
实 对 称 方 阵 $ 的 相合 规范 形 可 以 由 S 的 秩 和 正 惯 性 指数 确定 ， 也 可 以 由 
秩 和 符号 差 决定 . 
显然 : S> 0 人 和 的 正 惯性 指数 等 于 n. 而 S>0e4 的 负 惯性 指数 等 于 0. 
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例 1 求实 二 次 型 O(xi,… xi) = (x1 一 x2) + x2 x3) + + (v1 
xn)2 + 《x 一 x1)? 的 规范 形 . 
解 ”显然 ，0( 于 ) 宇 0 对 所 有 的 O XER"*! 成 立 ， 因 此 0 半 正 定 . 
Q(K)=0Gx1= X= = XR x(1,1,.…,1)), VxER 
可 见 ，Q(ZX)=0 的 解 集 是 1 维 子 空间 . 
设 经 过 可 道 线性 代 换 对 = PY 之 后 将 Q( 革 ) 化 为 规范 形 QO1( 了 ) = y?+…+y. 
则 OIC) =0e7 = = y=0%7= (0 ,0, ,41 , ya) 
因此 ，Q@(X)=0SX=P(0,… ,0,y 01 yn) = ypBrit+…+yB， 其 中 
是 PP 的 第 j 列 ，Yyr+ls<jan. 
可 见 ，Q(XX) =0 的 解 集 是 由 n -r 个 线性 无 关 向 量 记 (r+1<j<n) 生 成 
的 nr 维 子 空间 . 因此 n-r=1,， r=n-1. 0(X) 的 规范 形 是 
QFY)= y+ + 


习 题 8.4 


1. 设 5 是 n 阶 实 对 称 方 阵 ，Vo 是 方程 TSX =0 的 解 集 ， 求证;， 是 R"*! 的 子 空间 司 
S 之 0 或 Ss0, 且 当 SS>0 或 S<0 时 dim Wo=n-rank 5. 
2. 通过 方程 0(xi，,… ,x,) =0 的 解 空间 的 维 数 计算 下 列 半 正 定 二 次 型 


Ql t) = Ds (其 中 = 二 (w+ + )) 
的 正 惯 性 指数 ， 从 而 写 出 它 的 标准 形 . 
3. 求 二 次 型 Q(x,y,z)= 双 ++ 如 -xy- xz- yz 的 秩 、 正 惯性 指数 和 符号 差 . 
4. 设 $ 是 任意 一 个 实 对 称 可 逆 和 矩阵 ， 求 证 § 相合 于 以 下 形式 的 矩阵 : 
O I 0 
I 0O 0 
0 O pln-2) 
其 中 p= + 上 1, 并 且 7 与 p 出 S$ 唯一 决定 . 
5. 设 $ 是 实 对 称 方 阵 .求证 : 如 果 存 在 和 *,， 素 , 使 ?TAXI > 0 > 和 7AX,，， 则 存在 Xz 
O 使 XI4X0 = 0. 
6. 实 二 次 型 8 可 以 分 解 为 两 个 实 线性 函数 /1 ，_ 的 充分 必要 条 件 是 : 0 的 秩 等 于 2 且 
符号 差 等 于 0, 或 者 0 的 秩 等 于 1. 
7. 设 n 阶 实 对 称 阵 4 = (ai)。x ,可 道 ，4y 是 a5 的 代数 余子 式 、 求证 : 二 次 型 


A 
Q1 = 之 之 det 4 
与 8 = X'"AX 有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 . 


38.5 更 多 的 例子 


例 1 在 自 变量 范围 x>0，y>0，x +ys2r 内 求 函 数 w=sinx+siny- 
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sin (x + 7) 的 极 值 点 . 
解 ” 函 数 wu = f(x,y) 在 极 值 点 的 偏 导数 应 当 都 等 于 0: 


gu 
Bx =cos Xx—~cos(x+y)=0 


9 
了 = cos y~cos(x+y)=0 


解 之 得 x = y = 等 ,为 了 考察 (等, 罕 ) 是 否 真是 u 的 极 值 点 ， 将 u 在 点 
( 笃 ， 笠 ) 作 Taylor 展开 到 二 次 项 ， 为 此 ， 计 算 u 在 点 ( 笠 ， 符 的 二 阶 偏 导数 
in +sin(x + 7))| (4#) = ~V3 

9 
32=(-siny+sin(s+y))|( 双全) = -3 
?1 _ V3 
Fin(x + y) | (re) = 一 
记 s=x- 等 ,7=y- 笃 , 则 
n=- B84 6+ 7) + Rolé, 7) (8.5.1) 


其 中 的 余 项 R,(&,7w) 是 比 如 + 更 高 阶 的 无 穷 小 . 


当 x=y= 呈 即 6=-9=0 时 ，v = 33， 要 说 明 此 时 w 取 极 大 值 或 极 小 值 
需要 说 明 当 名 + 7 不 为 零 且 足够 小 时 (8.5.1) 中 的 二 次 项 部 分 


Q(é8,7)= -P48+ 7) 


始终 > 0 或 始终 <0. 将 Q(&,7) 看 作 & 的 二 次 三 项 式 ， 配 方 得 
2 
ED= ert) (erly) -2 
可 见 当 &，7 不 全 为 0 时 QC(&,w)<0. 且 当 如 + 足够 小 时 | R,(&,7)| < 
|10(8,7y)|， 因 而 
Q(€,7) + Rlé, 7)<0 
到 三世 (YX 站 <343 


因此 ， 当 6= 1=0 即 x = y = 至 时 取得 极 大 值 33， 口 
一 般 地 ， 要 求 元 函数 f(x，…, x,) 在 某 个 区 域内 的 极 值 点 (61,…, 6,)， 
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如 果 了 在 此 点 可 微 ， 则 当 所 有 的 一 阶 偏 导数 


9 
Sos en) =0, Vl<i<n 


时 (c1,…,c) 才 有 可 能 是 了 的 极 值 点 ， 如 果 在 点 (c1，,… ,cs) 二 次 可 微 ， 则 它 
在 这 一 点 的 某 个 邻 域内 可 以 近似 地 用 Ax,，…，Ax 的 二 次 函数 来 代替 : 


jx = Ac cn) 十 > Doanasy 十 Rs(Axi,'" ,Axn) 
其 中 系数 


1 9 
误差 项 R, 是 
| Ax | ?= (Ax1)? 二 "十 (Ax,)? 
的 高 阶 无 穷 小 


现在 的 问题 变 成 求 /的 上 述 展 开 式 中 的 二 次 项 部 分 


O(Axl，…，Axn) = > 人 xi 


是 否 在 (Axi,…,Ax,) = (0,. 0) 点 取 极 天 或 极 小 值 0. 我 们 知道 ， 当 二 次 型 
Q(Ax1,… ;Ax ) 正 定时 ，Axi,…,Axs 不 全 为 0 时 0 的 取 值 总 是 >0， 因 此 函 
数 了 在 点 (cl,…,c,) 取 极 小 值 ， 类 似 地 ， 当 二 次 型 9 负 定 时 ， 函 数 f 在 点 
(ce1,… ,ci) 取 极 大 值 ， (如 果 0 的 正 惯性 指数 和 负 惯 性 指数 都 为 正 , 则 了 在 点 
(cj cn) 既 不 是 极 大 值 也 不 是 极 小 值 .如 果 8 半 正 定 而 不 正定 ,或 者 半 负 定 
而 不 负 定 , 则 要 进行 更 细致 的 研究 才能 知道 f 在 这 一 点 是 否 有 极 值 .) 

例 2 设 n 阶 实 对 称 方 阵 S$S >0. 证 明 : 对 任意 ” 维 实 列 向 量 祥 ，Y € 
R"**!, 


(XISX)+ (YS-!'Y)>2X'Y (8.5.2) 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
解 由 5S 正定 知 : 
(有 -S$S-!Y)TS(Y- S$-1Y)>0 (8.5.3) 


将 不 等 式 左边 展开 ， 得 
XISE -7 了 TS -1SE -TSS-I7+Y7IS-1SS -17 
= X'SK+ YS- IY- 2 三-XT7>0 
由 于 7 天 是 工 阶 方 阵 ， 玉 下 = (YT 有 X)T = Yr'Y， 因 而 
X'SX+ YIS-IY> YIX+ XI'Y =2X'Y 
(8.5.2) 中 的 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 (8.5.3) 中 的 等 号 成 立 . 即 互 - 
S-!Y =0， 也 就 是 
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Y= SX 
例 3 求证 : 对 任意 0 时 = (xl,… ,x,)ER"， 都 有 
f(X) = > 一 ou > 0 
并 求 F(X) 在 条 件 x, =1 下 的 最 小 值 . 
解 ” 对 二 次 型 f( 素 ) 配 方 得 


下) = 人 -wx 人 


=( 1 
=[|xi~ 2 
2 2 
= (x - 羡 za] 十 3 (x 3 十 (3 az 十 X 
观察 规律 ， 猜 测 
nm 2 
f(¥)= 2 (mi + (8.5.4) 
将 (8.5.4) 右 边 展开 ， 计算 其 中 的 各 项 


k—-1 k+l 
项 (所 ) 2 2 -2 ， 
人 jhe 1)\ Ek ) it oR rT hs 
k+l 
Xavi+t1 项 (1 <k<n -1) 为 记 1( -2 2 ) wi = 一 X1 31， 


这 就 验证 等 式 (8.5 人 正确 
等 式 (8.5.4) 右 边 的 完全 平方 的 系数 和 (1< <n- 1) 全 部 >0， 因 此 
7(CX) >0 对 所 有 的 站 = (x1,…,%)ER" 成 立 ， 且 /(XY) =0 的 充分 必要 条 件 为 


k 
we Fri=0( Ylsksn-1), 且 xx,=0 
即 
= x, x ,Xa) = (0,0,.… ,0) 


这 说 明 f( 了 对) >0 对 所 有 的 天 0 成 立 . 


当 x, =1 时 ， 
号 ,上 + 1 k 2 
f(X)= (x — TX ) + 
A 2k k+l ttl 
n ( -1) + tl nt 
2(n-1) Yn n 2n 7 2n 
选取 Xl, ""， x_i 各 及 使 
1 nm-1_0 
XI 一 2X2=X2”373 二 一 Xl mn = 
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即 


则 大 大 ) 达 到 最 小 值 瑟 + 


注意 ”如 果 只 是 要 证 明 例 3 中 的 二 次 型 正定 ， 不 要 求 它 在 x, = 1 时 的 最 小 
值 ， 不 需要 对 大 天) 配方 ， 只 要 将 它 写成 


RD) = 计 姑 + 于 (2 一 吉本 (和 - 人 有 (和 2 二 
就 可 知道 六 站) >0 对 所 有 的 定 = (x1,…,x;)ER" 成 立 . 且 
f(X)=0Ox1= x x = x2 X32 Xl- X= X=0 
(Cx, , xn) = (0,.… ,0) 
这 就 证 明了 f( 咱 ) >0 对 所 有 的 下头 0 成立. 
例 4 设 A4ER"** 是 任意 实 和 矩阵 . 求证 : rank 4 = rank (474 ) . 
证 明 设 WV 入"4 分 别 是 线性 方程 组 4X=0 和 47TAX =0 的 解 空间 . 则 
dim V4 = n~rank A, dim Jr = n -rank(AT™A) 
只 要 能 证 明 内 = Jr ， 则 rank 4 = rank (474) 成 立 . 
对 任意 互 ER" “1， 
(ATA)X=0—>X'(ATA)X=00(AX)'(AX)=0 
记 了 = AX= (yy) ER"*!,， 则 
YIY=y + +y =00y=…=y,=007=0 
这 说 明 
(ATA)X=0=>(AX)'(AX) =0=AX¥ =0—>ATAX =0 
也 就 是 说 : (A4TA) 钱 =0AX=0 
即 : 了 网 = Vdim VA=n~-rank A=dim VM = 站 -rank(47I4) 
一 rank A =rank(47I4) DO 口 
例 $ 设 8 是 ” 阶 实 对 称 方 阵 . 证 明 rank S$ = 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 
n 阶 实 方 阵 4 ， 使 得 S4 + 458 为 正定 对 称 方 阵 . 
证 了 明 设 rankS=n. 则 5S 可逆, 取 A4=5S"', 则 SA + 4T'S=27 是 正定 
实 对 称 方 阵 . 
设 rank S$S < n， 则 存在 非 零 n 维 实 列 向 量 瑟 使 SEE =0. 对 任意 ” 阶 实 方 阵 
4， 有 
XI(SA + A'S)X = X'SAX + XIATSYT = (XIATSX)T + (XTATSX) 
= (XA'O0)T+ (XAQ0)=0+0=0 
可 见 S4 + 4'5 不 是 正定 方 阵 、 口 
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例 6 设 4 是 ” 阶 实 可 逆 方 阵 ， 状 是 mn 阶 反对 称 方 阵 . 求证 : det (474 + 
K)>0. 

证 明 考虑 闭 区 间 [0,1] 上 以 实数 4 为 自 变 量 的 函数 f(x) = det(47I4 + 
AK). 显然 f(4) 是 4 的 多 项 式 函 数 ， 因 而 是 连续 函数 . 且 当 4 =0 时 ， 由 474 
+0K = A' Ah 正定 知道 A0) = det(474)>0 . 

我 们 证 明 不 可 能 /(4) =0. 若 不 然 ， 设 有 某 个 4+€E [0,1] 使 /((4)= det(474 
+ AK) =0 ， 则 存在 非 零 的 列 向 量 ER"*! 使 (ATA + AK) 久 =0 ， 从 而 

XI'ATAX + AX'KY =0 (8.5.5) 
XTKX 是 1 阶 方 阵 ，XYTKX = (XTKX)T = XIKTX= XI(-K)X= -XIKX. 因 
此 和 KE =0. 代入 (8.5.5) 得 
XIATAX =0 
然而 ，ATA 正定 ， 对 于 0 应 有 针 'ATAX >0, 艺 盾 . 

这 说 明了 CA) 关 0 对 所 有 的 和 Et0,1] 成 立 . 

如 果 f(1) = det(474 + KK)<0， 则 由 f(0) >0 及 (xz) 是 连续 函数 知道 必然 
存在 XE(0,1) 使 FA)=0 ， 与 前 面 推出 的 结论 矛盾 

因此 f(1) = det(ATA + K)>0. 

注意 例 6 中 用 到 了 反对 称 方 阵 K 的 性 质 : XTKX =0 对 所 有 的 ER"*! 


成 立 . 
例 7 设 P，QO，R 都 是 n 阶 实 方 阵 ， 且 P，Q 是 正定 实 对 称 方 阵 . 证 
明 ; 方 阵 PP- RTQ-!1R >0 的 充分 必要 条 件 是 CO- RP-LRT>0. 

证 阴 考虑 2m 阶 实 对 称 方 阵 


‘| 

R 0 

4 I OP RT -PRI| |P 0 
' [-RP-! TILR Oo I “lo 0O-RP-IRT 


ol! -RICE RT I CO |P-ROQO'IR O 
”lo I R oll-QR I) 0 0 


可 见 4!，A4, 都 与 4 相合 . 因此， 
P-R'IQO-'IR>0©%A,>0SA4>0 
SAI>0S0- RP-!RT>0. 口 
在 3 维 几 何 空间 中 ，3 阶 实 方 阵 的 行列 式 A = (a&;)3x3 的 绝对 值 是 它 的 3 个 
列 向 量 oj = (ay,ozj as) ” (j=1,2,3) 所 代表 的 有 向 线段 041，04，,，，043 为 3 
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条 楼 的 平行 六 面体 的 体积 Y， 显 然 ， 这 个 体积 了 小 于 或 等 于 这 3 条 棱 的 长 度 的 
乘积 . 

Va |041|:|04,|:|04;| 
即 


| det( ay)3x3| <V aa 十 Go 和 十 ao 和 3 ‘V at 十 a + a af 十 a33 十 a33 
其 中 的 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 04!，04,，043 两 两 垂直 , 平行 六 面体 
是 长 方 体 或 正方 体 ， 即 : 
Qj Qk = QUQIET+ Qa2k + a303k =0, V1lsjs< ks3 
这 个 不 等 式 可 以 推广 到 n 阶 实 方 阵 4 = (ay) ,x 
例 8 (Hadamard 不 等 式 ) 设 4 =(a;),x ,是 任意 n 阶 实 可 逆 方 阵 . 求证 : 
不 等 式 


|det 4 | 三 [1 Za (8.5.6) 
i=1 k=1 


成 立 ， 其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : > auay = 0 对 所 有 的 izzj 成 立 . 
证 明 令 S=4'4=(s;),x,， 则 5 正定. 


det S = (detAT™) (detA) = (detA)?. sy = yanay 
k=1 


特别 s;，= 2 . 我 们 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 
det S < 811 822°"° Snn (8.5.7) 

其 中 等 号 成 立会 8 = diag (ss2 ,sm)， 即 : sy =0 对 所 有 的 izj 成 立 . 

当 n=1 时 , 由 s1= a >0 知 道 1det $S| = sn 成 立 ， 此 时 5S 当然 是 对 角 
和 矩阵. 

设 n 宇 2， 且 假定 不 等 式 (8.5.7)( 连 同等 号 成 立 的 条 件 ) 对 S$S 是 n -1 阶 实 
正定 方 阵 的 情形 成 立 ， 我 们 来 证 明 对 n 阶 实 正定 方 阵 $ 成 立 . 
S.-! Bb 
BY sm 


由 0 Ss 7 -1) - Sil1P 一 So -1 0 (8.5.8) 
| 0 1 0 a 
其 中 d,= sm — P'S,_1p. 
在 (8.5.8) 两 边 取 行列 式 得 det S = (det S, 1) d。， 从 而 d， = desS_ >0 
n-il 


另 一 方面 ， 由 于 5, _ 1 正定 ，BER"-0*!， 因 此 p75S,_1p=0, 是 p's,_.18 


将 5S 分 块 如 下 : | | 由 5S>0 知 道 S。 ;>0 ，det S。 ,>0. 
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=0 仅 当 有 =0. 由 此 可 知 
di= sm — B'S 1B < so 
其 中 的 等 号 成 立 仅 当 p=0. 
对 n -1 阶 实 正定 方 阵 $,_1 引 用 归纳 假设 ， 得 : 
det( Si _1) 132 Sn 1,n-1 (8.5.9) 
其 中 等 号 成 立 仅 当 S,_ | = diag (s11;s2p，…，sn-1.n-1): 在 (8.5.9) 两 边 同 乘 正 实 
数 d,， 且 考虑 到 du 三 sm， 得 
det S$ = det (S$,_1) dss11522°" Sn ln 1dn S11 52 Sn Ln 1 Snn 
(8.5.10) 
这 就 得 到 了 所 需 的 不 等 式 
det S <& $11 522°° Sn 1,n -1 Snn 
其 中 的 等 号 成 立 仅 当 (8.5.10) 中 的 两 处 “<” 都 取 等 号 ， 即 
S,_1= diag(si,s2, ,sn-1,.n- DH B=0 
也 就 是 S = diag( S$, -1, sn) = diag( s11, 5229°"" ) Sn Ln 1 Snn). 
根据 数学 归纳 法 原理 ， 不 等 式 (8.5.6) 连 同等 号 成 立 的 条 件 对 所 有 的 正 整 
数 n 成立， 


将 det S= (det AY)? > Sy 二 > anapy 代 入 不 等 式 (8.5.7) 得 


(det 4) < 11( i) 


即 |det 4| < 工 | 04%, 其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
sy= | Jowow = 0, Yixji OO 
习 题 8.5 
1. 在 函数 展开 式 


fxot Ax,yot Ay)= f(x0, Yo) + sy), + f(x0, 70) 


ay 
1 [ 92f( xo, yo0) 92f( xo, y0) 92f( xo, y0) 
| 二 20 Ax2z+2 2 AxAy+ A 2 Ay| + 高 次 项 
中 ， 试 给 出 f 在 (xo,yo) 处 取 极 大 值 的 充分 条 件 ， 
2. 设 4 = (a,) ,是 可 逆 的 对 称 方 阵 ， 求 证 二 次 型 


Ay + 


0 Xl 和 
一 YI Qi Cl1 
QO( x1, ,xs) = 1 
Xn Cnl {nn 
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的 矩阵 为 4 的 附属 方 阵 和 ”= (hi;) ,x ，. 
3, 设 S= (sj)。x a 是 正定 实 对 称 方 阵 . 求证 : 


S11 Sln Xi 

Q(xis'', Xn) = 
Snl 机 Snn Xn 
x1 7 x 0 

是 负 定 二 次 型 . 
4. 设 x>0(i=1,2,…,n). 上 且 
Dr?+2 > NV Fa = 工 ， 
r=1 lak<jen 


求 >)x 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


5. Si (1<isgm) 是 同 阶 实 对 称 方 阵 . 求证 : Si+ +S2 = DO 人 8 = … 
6. 4 是 mxn 实 答 阵 ， 求 证 :; 方程 组 4X=0 与 4T7AX =0 同 解 . 
7. 设 4 是 一 个 nn 阶 方 阵 ， 证 明 : 


(1) 4 是 反对 称 和 矩阵 ， 当 且 仅 当 对 任 一 个 n 维 向 量 邯 ， 有 XTAX =0. 
(2) 若 4 是 对 称 和 矩阵 ， 且 对 任 一 个 n 维 向 量 钨 ， 有 XTAX =0, 那么 A4=0. 


= Sn, = 0. 
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8$89.0 内 积 的 推广 


我 们 将 空间 (实数 域 上 的 3 维 向 量 空间 ) 推 广 到 了 由 任意 数 域 上 的 nn 元 
有 序数 组 (a ,… , a, ) 组 成 的 n 维 空间 ， 再 进一步 推广 到 了 任意 数 域 F 上 的 抽 
象 的 线性 空间 ， 讨 论 了 空间 中 向 量 的 加 法 、 数 与 向 量 的 乘法 . 但 是 ， 实 数 域 3 
维 几 何 空间 中 的 图 形 还 有 距离 和 角度 这 两 个 重要 的 性 质 ， 分 别 用 向 量 的 长 度 和 
两 个 向 量 的 夹 角 来 描述 ， 并 且 都 可 以 用 向 量 的 内 积 来 计算 . 我 们 来 回忆 一 下 是 
怎样 定义 向 量 的 内 积 并 用 它 来 计算 向 量 的 长 度 和 角度 的 : 
两 个 向 量 g，B 的 内 积 (& ,Pp) 等 于 它们 的 长 度 |a|，1B| 以 及 它们 的 夹 角 
9 的 余弦 的 乘积 
(@,B)= |o|lBlcos 0 (9.0.1) 
向 量 @ 的 长 度 等 于 @ 与 自己 的 内 积 的 算术 平方 根 
lgl|=vV (a,a) (9.0:2) 
向 量 ge， 有 的 夹 角 9 可 以 通过 9 的 余弦 来 确定 
(@,P) 
Vv (a,a)v (B,B) 
在 3 维 的 实 向 量 空间 中 ， 因 为 预先 有 了 长 度 和 和 角度， 就 可 以 按 (9.0.1) 利 
用 长 度 和 角度 来 定义 内 积 . 人 但是， 如果 要 将 长 度 和 和 角度 的 概念 推广 到 n 维 空 
间 以 至 于 一 般 的 线性 空间 V 中 ,由 于 VvV 中 预先 没有 长 度 和 和 角度， 就 不 能 利用 
(9.0.1) 的 方式 来 定义 内 积 ， 而 应 当 用 另外 的 方式 定义 内 积 ， 然 后 反 过 来 利用 
内 积 再 按照 (9.0.2)，(9.0.3) 的 方式 来 定义 长 度 和 和 角度. 当然， 为 了 要 能 计算 
长 度 和 和 角度， 所 定义 的 内 积 必须 保证 所 有 的 (@ ,ea) 应 当 是 非 负 实数 ， 这 才能 计 
算出 非 负 实数 V (wa ,w) 作 为 长 度 | we |; 还 要 保证 按 (9.0.3) 算 出 的 cos 9 是 区 间 
[ -1,1] 中 的 实数 ， 这 才能 得 出 0. . 
既然 不 能 按 (9.0.1) 定 义 内 积 ， 怎 样 定 义 内 积 ? 在 3 维 实 向 量 空间 中 ， 如 
果 在 直角 坐标 系 下 将 每 个 向 量 用 坐标 表示 ， 则 w = (xi,yi,z1) 与 B= (xy， 
22) 的 内 职 


(9.0.3) 


cos 0 = 


(@,B)= xixa+Yyiy2 +2122 


对 于 实数 域 R 上 =” 维 数组 空间 R"， 很 容易 想到 的 方案 是 定义 w = (zi， 
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xz2，… ,Nn ) 与 有 = 《yi1,y2，… ;Ya) 的 内 积 为 


(0 ,PB) = XIY1+ XY2 + "+ Xnyn (9.0.4) 
这 样 ， 就 可 以 定义 长 度 
la| =V (a a) = x + r+ + (9.0.5) 


由 于 对 任意 实数 x1 ,x,,… ,x,， 由 于 有 
x+x+ 寺 0 
因此 总 可 以 由 (9.0.5) 计 算出 长 度 |@ | 二 0， 并 且 当 az0 时 有 |@|>0. 
要 想 由 


co0s 0 = (a,Pp) _ XI17Y1 十 %27Y2 十 "十 Xnyn 
v (a,a)v (Bb,P) x? + 和 2 二 注 币 + x + + “ + yy 


(9.0.6) 
来 定义 a，B 的 夹 角 6， 必须 保证 对 任意 的 非 零 的 n 维 实 向 量 @ = (x ,，… ,x,) 
和 =(y;,…,y,) 成 立 
MIY1I 十 MY27Y2 十 "十 %nyn 
Vr 
且 当 w 与 互 为 实数 倍 即 记 = Mx (0 闫 4€R) 时 它们 的 夹 角 应 为 0( 当 >0 时 ) 
或 x( 当 <0)， 从 而 夹 角 余 弦 为 上 1， 即 (9.0.7) 的 等 号 成 立 . 然而 ，(9.0.7) 
就 是 §4.5 例 6 证 明 过 的 Cauchy - Schwarz 不 等 式 : 
(zi + Kay2 tt as) (Xt Xt yt) 
(9.0.8) 
等 号 成 立 的 条 件 也 正 是 (xi,… ,x,) 与 (y1,…,y,;) 中 一 个 是 另 一 个 的 实数 倍 ， 因 
此 ， 由 (9.0.6) 计 算出 来 的 cos 9 总 是 满足 条 件 |cos 9| <1， 因 此 总 是 能 够 得 到 
9E[0,r] 作 为 a，B 的 夹 角 . 
由 此 看 来 ， 在 R" 中 按照 (9.0.4) 的 方式 定义 内 积 是 合理 的 ， 那么 ， 在 任意 
n 维 实 向 量 空间 了 中 怎样 定义 内 积 呢 ? 方法 似乎 很 简单 : 任 取 了 的 一 组 基 M = 
{f xl, ,cs ， 在 这 组 基 下 将 每 个 向 量 we 用 坐标 c (w) = (x ，…,2) 表 示 ， 对 任 
意 g，pETY， 利 用 它们 的 坐标 c (@) = (xx) 和 co (BB) = (yy1,…,y,) 来 定 
义 内 积 


<l (9.0.7) 


(@,B)= xi7y1+ X272 十 十 Maya (9.0.9) 
假如 要 问 基 向 量 xi ，cw2z 的 内 积 是 多 少 ， 根 据 o (@1) = (1,0,…,0) 和 (as) = 
(0,1,0,…,0)， 由 (9.0.9) 容 易 算出 

(@1,02)=1x0+0x1+0+.…+0=0 
事实 上 ， 根 据 定 义 (9.0.9) 很 容易 算出 (wj,w) =0 (Vixj), (Qi,0;)=1 
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(Yl1<isgn). 也 就 是 说 : 基 MM 中 的 向 量 两 两 垂直 ( 夹 角 为 直角 )， 并 且 其 中 每 
个 向 量 的 长 度 为 1. 
问题 在 于 : 我 们 只 要 求 每 组 基 MM 是 了 的 极 大 线性 无 关 组 ， 怎 么 能 保证 任 
取 的 一 组 基 中 的 向 量 两 两 垂直 并 且 每 个 基 向 量 的 长 度 是 1? 即使 在 普通 的 3 维 
实 向 量 空间 Rs 中 也 不 能 保证 任 取 的 一 组 基 具 有 这 一 性 质 . 我 们 来 看 下 面 的 
例子 : 
例 1 在 几何 向 量 组 成 的 3 维 实 向 量 空 间 了 中 ， 用 几何 方法 定义 了 内 积 
(@,B)= |a|lBl|eos 0 
其 中 |a|,|18B| 是 向 量 @ ,8 的 长 度 ,9 是 @,P 的 夹 角 . 
(1) 是 否 存 在 向 量 wi ,0,, a; 满足 条 件 : (@1,@1) = (0@2,02) = (03,03)= 
1,(xl,o2)=2,(ol,03) = -3 且 (a2,03)= -27 
(2) 是 否 存在 向 量 ai, wz, es 满足 条 件 : (cl,ali)=2,(oa,a2)=3,(03a， 
03)=5,(01,02) =2,(01,03)= -3 且 (oa,o3s)= -2? 
(3) 要 使 了 中 存在 vi ,az,as 使 (ai,o) = ss<is<j<3)， 给 定 的 实数 s; 
(1<ji<j<3) 应 当 满 足 什么 样 的 充分 必要 条 件 ? 
分 析 将 woi，az，os 分 别 用 它们 的 坐标 ,，XX，，X EE Rs 表示 则 
(@;,@j) = 时 大 依次 以 六， 四 ，X; 为 各 列 排 成 矩阵 下 = (1 , ,3 ) ， 则 
Xi XIX| XIX, XIK 
天 下 =| X27 |(KXi, Ks, KX3)=| KIX KIX, KIX 
Xs X3X! XI3X2 X3X, 
的 第 (i, 门 元 为 站: 玖 = (Qi,0j). 因此 ， 求 a1，02，0s 满足 条 件 (@;,@;) = 5 
(1<i<j<3)， 也 就 是 求 方 阵 六 ER*; 满 足 条 件 
下 于 =S= (8)3x3 
其 中 的 sj( 当 i> 门 由 s; = si 定义 ， 因 而 S$ 是 实 对 称 方 阵 . 
由 第 8 章 的 知识 可 知 : 存在 实 方 阵 逆 使 XY 对 = $ 的 充分 必要 条 件 为 $ 半 
正定 . . 
这 就 回答 了 (3) 的 问题 . 对 (1)，(2)， 只 要 将 所 给 数据 排 成 矩阵 S$， 利 用 
第 8 章 关于 和 矩阵 相合 的 算法 将 S 化 成 相合 标准 形 ， 就 能 判断 它 是 否 半 正定 ， 
而 且 可 以 求 出 系 ， 从 而 求 出 we ,a? ,as 来 . 具体 计算 请 自己 完成 ， 口 
从 这 个 例题 中 可 以 看 到 ， 任 给 一 个 3 阶 正定 实 方 阵 5 = (sy )3x3， 一 定 存 在 
可 逆 实 方 阵 下 使 下 下 =8， 从 而 忆 的 各 列 组 成 一 组 基 (ail ,062,03) 使 (@;, 0) = 
5 ， 如 果 我 们 一 开始 从 了 中 选取 的 就 是 这 组 基 M = lei,caz,cos}， 并 且 将 了 中 
的 每 个 向 量 @ = xiai + xc2z + x3@3 用 它 在 这 组 基 下 的 坐标 化 = (xxa,x3)5 来 
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表示 . 那么 ， 由 向 量 a， BB 的 坐标 宗 = (x , x2 ,x3)， Y = (yi, yz,ys) 计 算 内 积 
(zx ,8 有) 的 公式 就 不 是 (ac ,有 ) = xiyl+ x2y2+ x3y3 而 是 
(oa,P)= X'SY = 2 SijXiYj: (9.0.10) 


i 


而 定义 (@ ,PP) = xiyi+ x2Y2+ x3Y3 只 是 正定 方 阵 $= 了 的 一 个 特殊 情形 . 

受到 (9.0.10) 的 启发 ， 可 以 在 任意 有 限 维 实 线性 空间 V 中 按 如 下 的 方式 来 
定义 内 积 : 

任 取 了 的 一 组 基 ， = fe,…,@,|， 将 每 个 向 量 m EV 用 它 在 这 组 基 下 
的 坐标 c (w) = 着 = (x1,… ,xn)'ER"*! 来 代表 . 

任 取 一 个 n 阶 正定 实 对 称 方 阵 $， 对 任意 a，BEV， 设 它们 在 基 M 下 的 
坐标 分 别 为 下 ， 了 了 ， 则 定义 

(wx ,月 ) = X'SY (9.0.11) 

这 样 定义 的 内 积 满足 如 下 条 件 : 

1. 由 于 内 积 是 通过 和 矩阵 乘法 定义 的 ， 可 以 按 梯 法 对 于 加 法 的 分 配 律 和 与 
数 乘 的 结合 律 展开 : 
(x@1 + y02,B)= x (0,B)+y (02,B), (C0,xBi+t+ ypB2)= x (0,PBi)+y (0,P,) 

2. 由 于 $ 是 对 称 方 阵 ， 内 积 满足 “交换 律 ": (@ ,Pp)=(p,a). 

3. 由 于 5 正定，(@,@)= 陡 TSX >0 对 所 有 wz 关 0 成 立 . 

我 们 将 发 现 ， 可 以 不 按 (9.0.11) 定 义 内 积 ， 而 可 以 直接 由 以 上 3 条 性 质 定 
义 内 积 ， 反 过 来 利用 这 3 条 性 质 推 出 (9.0.11). 

虽然 (9.0.11) 对 任意 一 组 基 W 通过 任意 的 正定 实 对 称 方 阵 8 来 定义 内 积 ， 
但 是 一 旦 内 积 已 经 定义 好 ， 有 了 长 度 和 角度 ， 就 可 以 重新 选择 由 两 两 垂直 且 长 
度 为 1 的 向 量 组 成 基 来 代替 M， 化 为 S$ = 了 的 情形 ， 使 得 内 积 在 这 组 基 下 的 计 
算 公 式 具有 我 们 喜欢 的 最 简单 的 形式 

(a,B)= XY -= XIY1 + + %nyn. 

按 这 样 的 基建 立 的 坐标 系 就 是 我 们 习惯 的 直角 坐标 系 . 
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1. 内 积 的 定义 
定义 9.1.1 设 了 是 实数 域 R 上 线性 空间 .如果 给 定 了 了 上 的 2 元 实 函 
数 ， 将 了 中 任意 两 个 向 量 w， 有 对 应 到 一 个 实数 (a ,B)， 并 且 满 足 如 下 条 件 : 
(1)〔 双 线性 ) (ai+az, 有 )=(o 1)+(opB)， (Am1,B)=X (0,B) 
(BP,ait+o)= (Pp,o) + (BP,o,), (B,ac1)=A (B,ai) 
对 任意 gi/，a，。，PEV 和 XEF 成立 ; 
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(2) (对 称 性 ) (@ ,Pp) = (PB,a) 对 任意 a，PET 成立 ; 

(3) (正定 性 ) (&a ,a) >0 对 任意 0z a EV 成 立 ， 

就 称 (@ ,有 ) 为 内 积 (inner product)，V 为 Eaclid 空间 (Euclid space) ， 也 称 欧 
氏 空 间 . 

我 们 常 写 5 (R) 来 表示 欧 氏 空间 ， 写 已 (R) 表 示 n 维 欧 氏 空间 . 

例 1 如 下 的 空间 了 是 欧 氏 空间 : 

(1) 了 是 实数 域 R 上 n 维 数组 空间 R". 对 下 = (x1 ,Xa)，Y 了 =(y1,…， 
yn) 定义 


(于 ， 了 ) = x yi +t + Xnyn 

则 (天 ,了 ) 是 内 积 ，R* 成 为 欧 氏 空间 . 称 为 R*" 上 的 标准 内 积 
(standard inner product) .以 后 凡是 提 到 欧 氏 空间 R" 而 没有 另外 定义 它 的 内 积 ， 
都 约定 为 标准 内 积 . 

如 果 将 R" 写成 列 向 量 空间 及 "“: ， 则 标准 内 积 就 是 ( 改 , 了 ) = 于 TY; 如 果 将 
R" 写成 行 向 量 空 间 R**， 则 标准 内 积 就 是 (对 ,了 ) = 于 7T. 

(2) 了 是 实数 域 R 上 n 维 列 向 量 空间 R" “1!， 任 取 n 阶 正定 实 对 称 方 阵 5. 
对 任意 下，YE 了， 定义 (下 , 了 ) = ?SY， 则 ( 叉 , 了 ) 是 内 积 ，R”"*! 在 此 内 积 下 
成 为 欧 氏 空间 . 

(3) V 是 闭 区 间 [a,5] 上 所 有 的 连续 实 函 数组 成 的 实 向 量 空间 C1,,). 对 
任意 f(x)，g (x)EV， 定 义 


b 
Os) ,8 (1)) = | f(s) 8 (4) ds 


则 (f(x)，g (x)) 是 内 积 ，Ci,,wj 在 此 内 积 下 成 为 欧 氏 空间 . 
由 内 积 的 定义 立即 得 出 : (0,w) = (00,0)=0(0,a)=0， 特别 (0,0) =0. 
因此 ， 内 积 的 正定 性 也 可 以 叙述 为 :(@ ,a)>0 对 任意 am EV 成 立 ， 其 中 

等 号 成 立 仅 当 wx = 0. 

2. 长 度 和 角度 的 定义 
由 内 积 福全 天 站 和 的 长 度 |a 
且 仅 当 @=0 时 |@| = 


长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 (unit vector). 对 任意 @ 关 0， wo= [Tc 是 
与 a 方向 相同 的 单位 向 量 . 
为 了 利用 cos 9 = 《2B) 定义 任意 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 9， 需 要 先 证 明 


la lp| 
|(e,p)|<leallpl. 
定理 9.1.1(Cauchy - Schwarz 不 等 式 ) 对 欧 氏 空间 了 中 任意 w ， Bev, 
(a ,PB) < (oa,a)(B,p) 


=V (eg,0e). 则 |@ | >=0, 
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成 立 ， 其 中 的 等 号 仅 当 mg ，B 线性 相关 时 成 立 . 
证 法 1 显然 ， 当 @=0W 时 (@,pB)*=0= (6,0)(p,B), Cauchy - Schwarz 不 
等 式 中 的 等 号 成 并 .以 下 设 a zx0, (a ,a)>0. 
由 内 积 的 正定 性 知 : 对 任意 实数 x， 有 
(xx + BP,xa +B)=0 (9.1.1) 
即 
(ag,a)x :+2 (0,B)x+(B,P)=0 (9.1.2) 
这 说 明 以 x 为 自 变量 的 二 次 函数 f(x) = (a,@)x +2 (a,B)x+(B,B) 的 
图 像 在 x 轴 的 上 方 ， 判 别 式 4A=4(ac,p)2 -4(a,a)(B,p)=0， 即 
(a,B)>=(0,0)(B,Pp), 
其 中 的 等 号 成 立 仅 当 方程 (a ,ae)x*+2(a,B)x+(B,B) =0 有 根 ， 即 存在 x 使 
(xx + 有 ,xx+p)=0 即 xxe+ 有 =0， 也 就 是 w， 让 线性 相关 . 
证 法 2 仍 只 需 考虑 w 关 0 的 情形 . 由 内 积 的 正定 性 得 
(-(a,Pat(o,a)p, - (a,P)oa+(o,a)B)>=0 
展开 得 | 
(@,B) (a,a)-2(0,B) (a,a)+ (a,a) (pp)>0 
两 边 同 除 以 正 实数 (ac,w)， 并 且 移 项 ， 得 
(@,0a)(p,P)>=(0,B)’ 
等 号 成 立 仅 当 -(@,B)e + (eg,a)P=0,0,P 线性 相关 .， 口 
以 上 证 法 1 更 自然 . 但 是 证 法 2 可 以 在 以 后 推广 到 复数 范围 内 . 
将 定理 9.1.1 应 用 到 例 1 中 的 3 个 例子 中 ， 分别 得 到 : 
(1) (zy + + 认 ) 对 任意 实数 2 Yi 
(1<ign) 成 立 . 
(2) (X'SY)? < (XTSX)(YTSY) 对 实数 域 上 任意 n 维 列 向 量 守 ，Y 成 立 . 


6 6 6 
(3) (7 8 (x) dz) < (J /7ar) (| (x)?dx] 对 区 间 [a,5] 上 任 
意 连续 函数 / (x)，g (x%) 成 立 . 
根据 Cauchy - Schwarz 不 等 式 ， 可 以 定义 两 个 非 零 向 量 &，B 的 夹 角 
0 = arccos CoB 
| a ||p| 
推论 9.1.1( 三 角形 不 等 式 ) ”对 欧 氏 空间 V 中 任意 向 量 a, Bp, 有 |@+ 
Blslal+|pl. 
证 明 由 (gg,B) <(e,a)(pB,B) 有 |(a,B)|<|eallp|. 因此 
Ice+pl =(a+B,oe+h)=(a,a)+2(0,pB)+ (Bp,p) 
<|loel’+2|lallpl + 1pl?=(|la|l+|1pl), 
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x+pls<slcl+1p8l. 


3. 用 坐标 表示 内 积 
由 内 积 的 双 线 性 性 可 以 推出 : 对 欧 氏 空间 V 中 任意 向 量 @;，p 和 任意 实 
数 x;， yj (1<isgsk,l<sjsm)， 有 


(De 8) = DE (op) 
特别 ， 取 『 的 任意 一 组 基 W - io 设 ww， 有 在 这 组 基 M 下 的 坐 
标 分 别 是 
四 = (x) Y= (yy 
则 


(a,p) = (Dm > = > wy (i,0)) = X'SY 


lgijgn 


其 中 § = (8;) ,x,， Co va Vlsi, ja<n. 

S 是 由 基 MW 中 的 向 量 两 两 的 内 积 组 成 的 矩阵 ， 称 为 内 积 (w ,PB) 在 基 ji 下 
的 度量 矩阵 (metric matrix)， 也 称 为 Gram 方 阵 . 

由 于 内 积 的 对 称 性 ，s;y = (oo) = (oj,o) = si， 度 量 矩阵 $ 满足 条 件 ST 
= S$， 是 对 称 方 阵 . 

由 于 内 积 的 正定 性 ，X SX > 0 对 所 有 针头 0 成 立 ，S 是 正定 对 称 方 阵 . 


习 题 9.1 


1. 在 欧 氏 空间 R* 中 求 向 量 gw， 有 的 长 度 和 夹 角 : 

(1) @=(1,3,2, -1), B=(-4,2,-3,1); 

(2) @=(1,2,0,2), B= (3,5, -1,1). 

2. 利用 n 维 哆 氏 空 间 V 中 的 内 积 ， 证明: 

(1) ( 勾 股 定理 ) 向 量 a，pBEV 正 交 的 充 要 条 件 是 : |@a|*+ 1512?= |a+ 有 |?; 

(2) (余弦 定理 ) 设 9 是 向 量 w，BEV 的 夹 角 ， 则 

|a-pl*=|al’+|p|’-2| a||B|cos 0; 

(3) (平行 四 边 形 法则 ) 设 a, BEV, 则 |w+pl2+|a-pl:=2|el2+2|5|2?; 

(4) (菱形 的 对 角 线 互相 垂直 ) 设 w，peEyr 且 |we|lj=|18|, 则 (ec+p) (a-p); 

(5) (三 角形 不 等 式 ) 对 任意 a，BEV 定义 距离 L(wc,p) = |wx- 有 8 ， 则 

d (a,Y)<d (a,P)+d (BP,Y). 

3. 对 欧 氏 空间 E(R) 中 任意 一 组 向 量 @i ,Qi,… ,Qi 定义 Gram 方 阵 G = (8ey)。x 使 gj = 
(i,0), Vlsi, jsm. ’ 

(1) 求证 : Qj ,Qs,,…,@, 线性 无 关 人 detG zz0. 

(2) 将 a1,…,@, 在 E(R) 的 一 组 标准 正 交 基 下 分 别 写成 坐标 半 / ,天 ,天 ER"x1， 

求证 : det G = (det ( 累 ,，,…, 针 ,))?. 
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4. 设 a1,… ,0 是 欧 氏 空间 已 (R) 的 一 组 基 ，w，pE 已 (R)， 求 证 ， 

(1) ww=0e(o,ai)=0 对 所 有 1<isn 成 立 ; 

(2) ga = Bla,e;) = (P,Q;) 对 所 有 1<ig<n 成立. 

5. 在 n 维 欧 氏 空间 EE, (R) 中 两 两 成 钝 角 的 向 量 最 多 有 几 条 ? 试 证 明 你 的 结论 . 


$9.2 标准 正 交 基 


1. 标准 正 交 基 的 定义 
在 3 维 几何 空间 取 中， 由 于 定义 了 长 度 和 和 角度， 直角 坐标 系 处 于 特殊 的 
地 位 . 直角 坐标 系 要 求 3 条 坐标 轴 两 两 垂直 ， 并 且 3 条 坐标 轴 上 选取 同样 的 长 
度 作为 单位 长 . 按 向 量 的 语言 ， 就 是 选取 了 3 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 gw ，c。， 
ws 作为 基 向 量 . 将 空间 中 的 向 量 在 这 样 的 基 向 量 下 用 坐标 表示 ， 由 于 
1,， 当 i=j 
(oo) = {0 当 i 


内 积 在 这 组 基 下 的 度量 矩阵 
(ai ai) (Gis02) (ol 03) 1 0 0 
S=| (oz,oxi) (0, 6) ee -| 1 | 
(@3,01) (G3,02) (@3,03) 0 0 1 
为 单位 矩阵 fa) ， 坐 标 分 别 为 和 = (zyiyz)7，X = (xy zi 的 向 量 w， 
及 的 内 积 
(0 有) = XI TX = XI Y= tix2 + Y1Y2 十 22 
在 = 维 实 向 量 空间 了 中 定义 内 积 之 后 ， 很 自然 我 们 也 希望 选取 了 的 这 样 
的 基 = ja,…，,osi 使 度量 矩阵 S= ((oi ,ai))。 ,是 n 阶 单位 矩阵 ， 也 就 是 要 
求 基 向 量 之 间 的 内 积 满足 条 件 
(oo wy (9.2.1) 
从 而 使 由 向 量 g， 有 的 坐标 下 = 《x1,…,x,)"， 了 = (yy 计算 内 积 的 公 
式 有 最 简单 的 形式 
(@ ,PB)= X'SY = XIIY = xy 二 0 


按照 欧 氏 空间 对 于 非 零 疝 量 a，B 的 夹 角 9 的 定义 cos 9 = fei 有 ， 
(a,8) =0e0 是 直角 ， 即 a1 8 
因此 ， 以 上 对 基 向 量 的 要 求 (9.2.1) 就是， 基 | gi,…,a,| 由 两 两 正 交 的 单位 向 
量 组 成 
定义 9.2.1 设 了 是 欧 氏 空间 .如 果 cg，pBEV 满足 条 件 (a ,PB) =0， 就 称 
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xc，8 正 交 (orthogonal)， 记 为 wp. 

Y 中 由 两 两 正 交 的 非 零 向 量 组 成 的 向 量 组 i,… ,Qi 称 为 正 交 向 量 组 (orhog- 
onal vectors) ， 如 果子 的 基 是正 交 向 量 组 ， 就 称 M 为 正 交 基 (orthogonal basis).. 
由 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 成 的 基 称 为 标准 正 交 基 (orthonormal basis). 口 

很 自然 提出 的 问题 是 : 任意 的 欧 氏 空间 V 是 否 存 在 标准 正 交 基 ? 

作为 空间 的 一 组 基 ， 应 当 是 线性 无 关 的 . 首先 ， 我 们 指出 : 正 交 向 量 组 都 
是 线性 无 关 的 . 

引 理 9.2.1 欧 氏 空间 了 中 的 正 交 向 量 组 xi ,… ,ex 线性 无 关 . 

证 明 设 有 实数 x,，…，xi 使 

XIC1+ + =0 (9.2.2) 

对 每 个 1<i<k， 将 等 式 (9.2.2) 两 边 的 向 量 同时 与 w 作 内 积 ， 考 虑 到 
(@j,0;) =0 对 所 有 的 jzi 成 立 ， 得 到 x; (aios)=0. 由 于 miz0，(oi,eai)> 
0， 因 此 x, =0. 

这 就 证 明了 x; =0 对 所 有 的 1<is< 上 成立， 因此 @j,… ,Qi 线性 无 关 . 

例 1 在 区 间 [0， 2xj 上 的 全 体 连 续 函 数组 成 的 实 线性 空 间 Croze 中 定义 
内 积 


2r 
WO,g (0)) = | yeg(odz 


则 易 验 证 沙 数 组 11,cos kx ,sn kx|Y 正 整数 两 两 正 交 ， 因 而 线性 无 关 . 

下 面 对 有 限 维 欧 氏 空间 V 证 明 它 必 有 标准 正 交 基 . 证 明 的 方法 是 : 任 取 
V 一 组 基 ， 将 它 改 造成 一 组 正 交 基 ， 青 改造 成 一 组 标准 正 交 基 . 

2. Gram-Schmidt 正 交 化 方法 

定理 9.2.2 nn 维 欧 氏 空 间 V 必然 存在 标准 正 交 基 . 

证 明 任 取 了 的 一 组 基 Mi = il al,cz， ,on . 先 设法 将 它 改 造成 一 组 正 交 
基 | Bp , Bi,… ,1 . 

取 及 = oi. 适当 选取 待定 实数 ,使 p= os -hzal 与 记 正 交 ， 即 

(BsBi)= C0 A0, G1) = 0.0) -A (101)=0 (9.2.3) 


由 于 gi #0，(g1, 1) >0， 取 42= 2D 即 可 使 忆 与 pi 正 交 ， 由 于 是 


Pi 与 wa 的 线性 组 合 ， 反 过 来 wz = P+ 28 也 是 B,，，8p, 的 线性 组 合 ， 因 此 向 
量 组 iP,P,| 与 1B1 ,Qs| 即 {0 ,oz| 等 价 . 从 而 Ma = {Bi,B;, G3 ,0 与 Mi 等 
价 ， 仍 是 了 的 一 组 基 . 

一 般 地 ， 设 对 于 某 个 正 整数 上 < mn， 已 将 Mi 中 的 ai ,… ,Qs 替换 成 两 两 正 
交 的 非 零 向 量 B,… ,Pi 得 到 VV 的 基 A = 1B,… ,i ,Qi;1,…,Q,|. 我 们 设法 
选取 适当 的 实数 X44,… ,使 后 = p41 -AnBi-… -AmB: Sp ,*…, Bi 都 正 
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交 . 再 用 Bi ,1 替换 Mi 中 的 @; ,1， 得 到 V 的 下 一 组 基 Mi ,|. 
对 每 个 1<i<%, 由 (B,B;)=0(Y1s<j<k 且 jz 让 得 
(Bisi,Bi)= (or -Ap -一 MB) = (Cor,1, Pi) — Aan BP;, PB.). 


由 忆 产 0 知 (,B) >0， 因 此 可 选 44 = 有 使 ( ,1,B,) =0， 取 


(B:, P;) 
Brisi= Grr1— obop 


即 可 使 太 与 站, 记 都 正 交 ， 由 于 Bi, 是 B,… ,Pi ,Qi ;1 的 线性 组 合 ， 反 过 
来 Qs+l 也 是 ,… ,Bi ,1 的 线性 组 合 @ ,1 = 及 :+Ahnp+…+AnB 因此 ， 向 
量 组 Mi = 118 Betty 与 Mi 等 价 ， 仍 是 7 的 一 组 基 ， 其 中 前 
k+1 个 向 量 P,… ,Pi,1 两 两 正 交 . 

重复 以 上 过 程 ， 最 后 可 将 Mi = fei,…，,a,| 替换 成 了 的 基 M, = | Pp,,…， 
Bb.i1， 使 其 中 的 向 量 P ,… ,Pp 两 两 正 交 . 

对 每 个 1< i< n， 取 单位 向 量 Y= TTB:， 则 = 1Y1,…,Y,| 是 由 两 两 正 
交 的 单位 向 量 组 成 的 了 的 一 组 基 ， 是 标准 正 交 基 . 

定理 9.2.2 的 证 明 过 程 给 出 了 将 V 的 一 组 基 改 造成 为 正 交 基 、 再 改造 成 为 
标准 正 交 基 的 算法 . 这 个 算法 称 为 Gram-Schmidt 正 交 化 (Gram-Schmidt orthogo- 
nalization ) . 

在 证 明定 理 9.2.2 的 过 程 中 ， 实 际 上 证 明了 . 

命题 9.2.3 设 Mi = ic, ,ao 是 欧 氏 空间 的 一 组 基 ， 则 存在 了 的 标准 
正 交 基 M = 171,… ,7Y,| 使 

(7 my) =(oi 0，) 了 了 


对 某 个 上 三 角形 矩阵 


bn bs bn 
T= b2 bz 
b 


成 立 ， 对 每 个 1<k<n，{71,…,Yil 是 fg1,… ,oi| 生 成 的 子 空间 的 一 组 标准 
正 交 基 . 
推论 9.2.1 欧 氏 空间 了 中 任何 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 $ = | a1,… ,01 
都 能 扩充 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 . 
证 明 将 SS 扩充 为 了 的 一 组 基 1 = ov0 对 用 Gram- 
Schmidt 正 交 化 方法 即 得 一 组 标准 正 交 基 M = [oa 
例 2 试 求 R' 中 线性 无 关 的 向 量 组 
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Qi = (1,0,1,0), 0&2= (0,—1,1,—-1), @3=(1,1,1,1) 
所 生成 的 子 空间 的 一 组 标准 正 交 基 ， 并 扩充 为 R 的 一 组 标准 正 交 基 . 
解 取 有 =wl=(1,0,1,0)， 
人 
> ) ( 9 ) 人 
53 = ca - 人 - cp = oa - 3 B1 -53 = 5( -2,1,2,1) 


__ 1 _ 工 _ 1 TV- 
Y= TB TB -10,1,0), Y= TB b= io 


及 = 02 - 


1,-2,1,-2) 
1 
Y= Tp TP = 7 22) 
则 71， 72> ， 7y3 是 wi， C2， C3 生成 的 子 空间 的 一 组 标准 正 交 基 
我 们 寻找 04 = (xi,xayxayx4) 与 Ql, 0, 0 都 正 交 从 而 与 Y1, Y3, YY; 都 
正 交 ， 即 


(Qi1,04)= x1+ x3=0 
(@;,04) = — Xx 2+ Xx3— Xa4=0 


(@3,04) = XI1+ X24+ xX3+ Xa4=0 


解 之 得 (x1, X23, X3s X4) = x (0,1,0, ~ 1). 
1 1 

Q&4 = (0,1,0,— 1), = C4=—=(0,1,0,—1 

取 ws=( ) y= To ) 


则 yi ,7Y;,Y;3,7Y4 是 所 求 的 R? 的 标准 正 交 基 . 
例 3( 最 小 二 乘法 ) 求 直 线 y = kx + b 尽 可 能 接近 已 知 数据 点 (x;,y)(1<i 


< 由， 也 就 是 使 4 (kb) = > (hr; + 5 -yi)? 达 到 最 小 值 


解 dk,b)= (hxi+b-y)?+…+ (hx, + 56-y,)? 可 以 看 作 欧 式 空间 R" 
中 的 向 量 6 = hel+ bes -的 长 度 的 平方 161*， 其 中 ol = (x1,…,%;)，Q@2 = 
(1,…,1)， 了 = (yi,…,Y)，Q1，Q2 生 成 一 个 2 维 子 空间 丈 ， 当 (大 ,5) 取 遍 R 
时 ，cx = jixi + bes 取 遍 WW 中 所 有 的 向 量 ， 我们 需要 寻找 其 中 一 个 向 量 & 与 给 
定向 量 记 的 “距离 ”| 有 -a | 最 短 . 按照 几何 直观 ， 可 以 将 所 有 的 向 量 想像 成 从 
原点 出 发 的 有 向 线段 ， 从 B 的 “端点 ”到 “平面 ”多 的 最 短 距 离 是 与 多 垂直 的 线 
段 长 . 也 就 是 与 g1，@, 都 正 交 的 B - ha - bq，,， 因 此 ,5 应 满足 条 件 
(有 -pri - pooli)=0 (Qa)k+ (gs,01)b= (Bp,a)) 
(gp eo | | 
(9.2.4) 


将 (1,01)=A= 2 i, (gi,02)= B= 2 x (Qs02)= C=n, 
i=1 i=1 
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(Bb,e1)=D= 2 0 (1 ,ao2) = 巨 = 2 
代 人 得 方程 组 
Ak+ Bb=D 
| (9.2.5) 
Bk+Cb=E 
注意 数据 点 的 横 坐 标 x1,… ,x 各 不 相同 ， 因 而 wg];，wz 线性 无 关 ， 由 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 知 (9.2.5) 的 系数 行列 式 
4C- B*=(0,0) (6,02) - (oi, cz) >0 
方程 组 (9.2.5) 有 唯一 解 
(k,b)= (ko, bo), 
DC - BE AE - BD 
RP ho ac pr to- AC- Bp 
使 6= 记 -komi -bo0z 与 a1，Q; 都 正 交 ， 对 任意 k，bER,， 有 
| (Bp - ko - bas)|? = [6+(ko- ko + (bo- 6b) oa)? 
=|16|?+|(ko- kat+(bo-b)a|’=161|’, 
当 且 仅 当 上 = ko，65 = bo 时 等 号 成 立 . 这 就 证 明了 15| 的 最 小 性 . 
3. 矩阵 的 相合 
在 n 维 欧 氏 空间 V 中 任 取 一 组 基 M = | ec,…,o,}， 设 了 的 内 积 在 这 组 基 
下 的 度量 矩阵 为 4=(oay)uxs， 其 中 =(oio)，V1l<i， js<n， 则 任意 w， 
8 的 内 积 可 以 由 它们 的 坐标 在 基 M 下 的 三 ，Y 按 公 式 
(@,b)= XAY (9.2.6) 


算出 来 . 

在 前 面 的 正 交 化 过 程 中 ， 我 们 找到 了 了 的 一 组 基 ， 使 内 积 在 这 组 基 下 的 
度量 和 矩阵 为 单位 矩阵 7. 

一 般 地 , 设 Mi = 1B;,…,1 是 V 的 另外 一 组 基 ,， Vy 的 内 积 在 这 组 基 下 的 
度量 矩阵 为 B= (by),。xa， 其 中 by = (P;,B)，V i，j. 很 自然 提出 问题 : 同一 
个 内 积 在 不 同 基 M，M'1 下 的 度量 矩阵 4，B 之 间 有 什么 关系 ? 如 果 知 道 基 从 
到 MMi 的 过 渡 方 阵 为 P， 怎 样 由 4 算出 B? 

要 计算 出 内 积 在 基 Wi, 下 的 度量 矩阵 B， 只 要 算出 Mi 中 任意 两 个 基 向 量 
的 内 积 ( 记 , 记 )， 再 将 它们 排 成 矩阵 就 得 到 了 B， 既然 已 经 有 了 由 向 量 在 基 M 
下 的 坐标 不， 了 计算 内 积 的 公式 (9.2.6) ， 就 可 以 利用 这 个 公式 来 计算 ( 肠 , 肠 ). 
我 们 知道 ， 过 湾 和 矩阵 P 的 各 列 P1,…, P, 依次 是 Mi 的 各 向 量 太 ,…，, 有 .在 基 M 
下 的 坐标 .因此 

(B.;, 8p;) 二 PiAP, 
将 这 些 ($B, ,8B,) 排 成 矩阵 B， 就 得 到 
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PiAP, PiAP, : PIAP, Pi 
PIT4P， PAP, : PAP, PY 
一 2 1 2 2 2 _ 2 (P! P, -: P,) 
PIAP! PiAP, … P'AP, Pp, 
(9.2.7) 


其 中 (P| P， … ”P,) 是 依次 以 Pi, P,,…, P, 为 各 列 组 成 的 矩阵 ， 等 于 P. 
P! 


而 | | 是 依次 以 PT, PT,… ,PT 为 各 行 组 成 的 矩阵 ， 就 是 P 的 转 置 Pr， 因 此 ， 


(9.2.7) 就 是 
B= PAP (9.2.8) 

这 就 得 到 了 : 

定理 9.2.4 同一 个 内 积 在 两 组 基 M，M| 下 的 度量 矩阵 4，B 相合 : B 
= PT4P， 其 中 已 是 基 到 Mi 的 过 渡 和 矩阵 . 口 

定理 9.2.4 还 可 以 另外 证 明 如 下 : 

设 向 量 a，B 在 基 M 下 的 坐标 分 别 是 瑟 ， 了 ， 在 基 Mi 下 的 坐标 分 别 是 
于 ，Y!。. 则 有 坐标 变换 公式 对 = PEI，Y = PY,， 代 入 计算 内 积 的 公式 (@,p) 
= XTAY = XX! BY 得 

X'BY = (PX1)TA (PY,) = XI (PTAP)Y' (9.2.9) 
对 每 个 1<i<n， 记 e; 为 第 i 个 分 量 为 1、 其 余 分 量 为 0 的 列 向 量 . 对 任意 1 
三 i，j<<n， 在 等 式 (9.2.6) 中 取 字 = e;，Y=e@ 得 
eiBe, = ei (PIAP)e,. (9.2.10) 
而 eiBe; 是 B 的 第 (i,j) 元 ，ei (PT4P)ei 是 PT4P 的 第 (i,j) 元 . (9.2.10) 说 明 
B 与 PTAP 的 同一 位 置 的 元 都 相等 ,因此 B=P'AP. 口 

以 上 证 明 中 的 推理 过 程 (9.2.9) 二 (9.2.10) 二 B= PTAhP 适用 于 更 一 般 的 
情况 : 

对 严 *" 中 任意 矩阵 4 = (oj);xn，B=(b;)mxs， 如 果 XTAY = XTBY 对 
所 有 XE F"*!1，YE rr"*! 成 立 ， 则 oj = ejhe) = eyBe) = by 对 所 有 i，j 成 立 ， 从 
而 A4=B. 

由 于 欧 氏 空间 内 积 的 对 称 性 和 正定 性 ， 内 积 在 任 一 基 Mi = i101,…,@,} 下 
的 矩阵 $ 是 正定 实 对 称 方 阵 ， 因 此 S$ 相合 于 单位 矩阵 了 7。 也 就 是 说 存在 可 逆 实 


488 第 9 章 内 积 


方 阵 了 使 PYSP=I. 
实际 上 ， 根据 $8.3 例 3 证 明 的 结果 ， 可 以 选择 实 可 道上 三 角形 和 矩阵 了 使 
TITST = 1. 也 就 是 可 以 取 V 的 基 
(Bi,%,pB)= C01, , 0,)T, 
使 内 积 在 这 组 基 M = 1p,,… ,PB,1 下 的 矩阵 是 单位 矩阵 ， 因 而 MM 是 标准 正 交 基 . 
例 4 设 3 维 欧 氏 空间 VV 在 基 |@1,@,;,a3| 下 的 度量 矩阵 是 
1 1 1 
-| 2 3 
1 3 6 
求 了 的 一 组 标准 正 交 基 ( 写 成 w ,az,ews 的 线性 组 合 ). 
解 ”将 S$ 相合 到 单位 矩阵 : 


1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 
1 2 0 1 0 一 … 一 0 1 0 -1 1 0 
1 3 0 0 1 0 0 1 1 -2 1 


1 0 0Y /1 -1 1 
P=|! -1 1 01=10 1 -2 
1 -2 1 0 0 1 
使 PTSP = 7 


取 ( 有 ,1 ,83) = (ooa,xs)P， 即 有 =a， Bre= -ote, By= 0 -20, 
+ 03， 则 内 积 在 基 M = {P,P,,P3| 下 的 度量 矩阵 是 PISP = TI，M 是 标准 正 交 
基 . 口 

4. 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 

标准 正 交 基 对 欧 氏 空间 有 特别 的 重要 性 . 在 欧 氏 空间 中 研究 线性 变换 和 二 
次 型 时 ， 都 需要 通过 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 来 简化 线性 变换 和 二 次 型 的 矩阵 ， 
很 自然 就 需要 知道 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 什么 样子 . 

设 M1!，M 都 是 标准 正 交 基 ，P 是 由 必 | 到 M 的 过 渡 和 矩阵 ， 由 于 内 积 在 标 
准 正 交 基 M,，M 下 的 度量 矩阵 都 是 单位 矩阵 ， 由 定理 9.2.4 就 得 到 

T= PITP 


人 一 


得 到 


即 PIP=7 

定义 9.2.2 满足 条 件 PIP= PPI= 了 即 PTI= 己 -! 的 实 方 阵 称 为 正 交 方 阵 
(orhtogonal matrix). 口 

命题 9.2.5 欧 氏 空间 中 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 矩 阵 是 正 交 方 阵 . 如果 从 
标准 正 交 基 W 到 另 一 组 基 Wi 的 过 滤 和 矩阵 是 正 交 方 阵 ， 则 MI 也 是 标准 正 
交 基 . 
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证 明 前 面 已 证 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 矩 阵 P 满足 条 件 P'P=IT， 是 
正 交 方 阵 . 

内 积 在 标准 正 交 基 M 下 的 度量 矩阵 是 7， 设 在 基 MI 下 的 度量 矩阵 为 B， 
由 履 到 AM 的 过 渡 矩 阵 P 是 正 交 方 阵 ， 则 B= PTIP= PIP=1, 可 见 B 也 是 
标准 正 交 基 . 口 

命题 9.2.6 PP 是正 交 方 阵 久 P 的 列 向 量 组 是 R**' 的 标准 正 交 其 张 PP 的 行 
向 量 组 是 R*" 的 标准 正 交 基 . 

证 明 ” 记 可 逆 矩 阵 P 的 第 i 列 为 如 则 PTP 第 (i,j) 元 为 Pp,， 也 就 是 记 ， 
BB; 在 R" 中 的 标准 内 积 (及 ,及 )、 因此 ，PTP 就 是 R" 中 的 标准 内 积 在 基 |B， 
… ,| 下 的 度量 矩阵. 

因此 ，PiTP = IP 的 各 列 组 成 R"*! 的 一 组 标准 正 交 基 . 

P'P=1OPP'=1P' 的 各 列 组 成 R"*! 的 一 组 标准 正 交 基 属 P 的 各 行 组 
成 Ri "的 一 组 标准 正 交 基 . 口 

例 $ 设 4 是 任意 可 道 实 方 阵 . 求证 : 存在 可 逆 上 三 角形 实 方 阵 了 使 4 
= PT 对 某 个 正 交 方 阵 忆 成 立 ， 

证 明 5S = 7277 是 正定 实 对 称 方 阵 . 存在 可 逆 上 三 角形 实 方 阵 了 使 73ST 
= 了 ， 即 TI4747=T 记忆 =47,， 则 PIP=7， 忆 是 正 交 方 阵 . 4 = PT-!， 
其 中 P 是 正 交 方 阵 ， 而 了 :是 上 三 角形 矩阵 了 的 道 ， 仍 是 上 三 角形 撼 
阵 . 口 

例 5 中 可 道 矩 阵 4 的 列 向 量 组 成 R" 的 一 组 基 | a ,…,&)，4T 是 正 交 方 
阵 属 4T 的 列 向 量 组 


(Bi spb) = C0, , 0) T 

是 R" 的 一 组 标准 正 交 基 ， 因 此 ， 例 4 的 结论 可 以 用 几何 语言 重新 叙述 为 : 

由 R" 的 任何 一 组 基 Mi = | al ,as 可 以 得 到 R" 的 一 组 标准 正 交 基 Mi， 
使 Wi 到 M 的 过 渡 和 矩阵 T 是 上 三 角形 和 矩阵. 

这 其 实 就 是 命题 9.2.3 的 结论 , 由 M1 求 于 和 TT 的 过 程 也 就 是 Gram - 
Schmidt 正 交 化 . 

5. 子 空间 的 正 交 

在 欧 氏 空间 中， 由 向 量 之 间 的 正 交 很 自然 导出 向 量 组 的 正 交 ， 特 别 是 
子 空间 的 正 交 

定义 9.2.3 设 5,，5, 是 欧 氏 空间 中 的 向 量 组 ， 如 果 w 上 5 对 所 有 的 6E 
Si ，j1cE 5, 成立， 就 称 51 与 9 正 交 ， 记 S14 3:. 

对 了 的 任意 子 集 $, 记 St+=|pBEVISLBI. 口 

定理 9.2.7 (1) 设 $1,/，5, 是 欧 氏 空间 了 的 子 集 ， 则 S51 | S, V51) 上 
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V (5S,). 
(2) 设 $ 是 欧 氏 空间 V 中 的 向 量 组 ， 则 S+ = V (8)+， 
(3) 设 多 是 欧 氏 空间 的 子 空 间 ， 则 了 = W@W+. 
证 明 (1) 设 SLS ， 则 任意 gwEY(S )，pPETY (9 ) 可 以 分 别 写成 Si， 
5; 的 线性 组 合 
C= X01 t+ x0,, B= yiBi+ :+ yp, 


于 是 


(@,B)= (xiort+ + XQ yp + :+ yb,)= >> xiy; (0i,B;) =0. 
这 就 证 明了 51 | Ss=»V (Si) LV(S,). 

反 过 来 ， 显 然 有 TY(S) YY(S:) 一 3 5,. 

(2) 由 SLpeV(S)1B 知 St=V(5S)+. 

(3) 任 取 刺 的 一 组 标准 正 交 基 Mi = {ei,… ,6,| 扩 充 为 V 的 一 组 标准 正 交 
基 M= ia,… ,0,,… ,0,|. 则 

@ =x t+ K+ + KalQn €E WL 
Oa,0)= x =0, Vlasiegr 


OR= X01 +t + XA EV (G1 0 ) 


Wi =V (a,,1,., 0) 
V=V (6, ,0,)DV (gr, 0) = WOW. OD 
在 $2.7 中 ， 对 任意 数 域 上 的 线性 空间 VV 的 子 空间 下 定义 了 补 空间 : 
如 果 了 的 子 空间 了 满足 条 件 了 = WU， 就 称 0 为 WW 的 补 空间 . 将 WW 的 任意 
一 组 基 | oa, ,ea 扩充 为 了 的 基 |al aa ,Qn1， 所 添加 的 向 量 
ci，…yeu 生成 的 子 空间 UV 就 是 的 一 个 补 空间 . 补 空间 一 般 是 不 唯一 的 ， 
当 WW 是 欧 氏 空间 VV 的 子 空间 时 ， 由 定理 9.2.7 知道 了 = 下 田 W+-， 可 见 
W+ 是 WW 的 补 空间 ， 我 们 称 下 + 为 WW 的 正 交 补 (orthogonal complement) : 正 交 补 
是 唯一 的 . 
6. 欧 氏 空间 的 同 构 
定义 9.2.4 设 U,V 是 欧 氏 空间 . 人 间 之 间 的 同 
构 映 射 o: U 一 V， 并 且 o 保持 向 量 的 内 积 不 变 ， 
(o (a), o (Bb))=(a,B), Vvoe, BEU 
则 o 称 为 欧 氏 空间 UV 到 Vy 的 同 构 映 射 (isomorphism) ， 欧 氏 空间 UV 与 V 称 为 同 构 
的 ( isomorphic) 。 
定理 9.2.8 网 氏 空 间 0 与 V 同 构 人 Sdim U = dim T， 
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证 明 设 欧 氏 空间 U,V 同 构 ， 则 存在 实 线性 空间 之 间 的 同 构 映 射 c: 
U 一 V， 这 说 明了 dim U = dim VY. 
反 过 来 , 设 dim UV = dim V = n. UVU 存在 标准 正 交 基 Mi = Tu,… ,uj), V 


存在 标准 正 交 基 Ma = |w ,… ,5, 1， 定义 映射 6:U -> 了 将 每 个 w = > wm EU 
(VY zi … ,xs 世 及 ) 映 到 oo (@)= PD amer. 显然 ,，o 是 U 到 Vy 的 可 道 线性 映 
射 ， 因 而 是 线性 空间 之 间 的 同 构 映射 ， 
对 U 中 任意 两 个 向 量 & = > wu 和 = > ju， 有 
(a,p)= (> ils, > ty) = ty 
Co (0 0 (8) = (D0, D1) = mtg 


(gg,P)=(o (a), o (B)) 
这 说 明了 ce 是 欧 氏 空间 UV 到 TV 的 同 构 映射 ， 同 维 数 的 欧 氏 空间 UV 与 V 同 


构 . 


习 题 9.2 
1. 设 在 三 维 欧 氏 空间 ga (R) 中 ， 基 ci，wz，ws 的 度量 矩阵 是 


1 0 -1 
S = 0 2 ， 
-1 0 2 


试 求 FE, ( 怒 ) 中 由 Cl，C2，03 给 出 的 一 组 标准 正 交 基 ， 

2. 已 知 齐 次 方程 x - x+x - x4=0 在 实数 域 上 的 解 空 间 的 一 组 标准 正 交 基 . 

3. (1) 求 齐 次 线性 方程 组 | 上 和 的 解 室 间 的 一 组 标准 正 交 基 ; 
2xi+3x2+Sxs+8x4=0 

(2) 将 (1,1,1,1,1)，(2,3,5,8,0) 扩 充 为 Rs 的 一 组 标准 正 交 基 . 

4. 在 次 数 低 于 4 的 实 系数 多 项 式 组 成 的 实 线性 空间 R[x] 中 定义 内 积 (f (x)，g (x)) 


= | (x)g(x)dx， 试 将 R[x] 的 基 |1,x,x?, 志 | 作 正 交 化 得 到 一 组 标准 正 交 基 . 
-1 


5. 在 Rf] 中 定义 内 积 (f(x)，g(z)) = | 了 (x)g(x)dx， 求 R[x] 的 一 组 标准 正 


交 基 . 
6. 在 区 间 [0,2x] 上 的 全 体 连续 函数 组 成 的 实 线性 空间 Cio,24] 中 定义 内 积 (f(x)，g (x)) 


= 上 roeoaz. 验证 函数 组 il,cos im,sin hx | Y 正 整 数 有 | 两 两 正 交 . 
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7. 设 e1,e,,…,e, 是 及 (及 ) 的 标准 正 交 基 ，wi ,es,…,Q4 是 E, (了 有 ) 的 任意 于 个 向 量 ， 试 
证 : @j,0,,… ,Qs 两 两 正 交 的 充 要 条 件 是 


De e)(0,e)=0, Vlsicjsk. 
8. 用 向 量 的 内 积 证 明 平面 外 点 到 平面 的 线段 长 以 垂 线段 最 短 ， 并 推广 到 n 维 欧 氏 


(1) 取 平 面 上 任 一 点 为 原点 0， 将 空间 了 每 一 点 已 用 向 量 0 户 表 示 . 则 平面 是 一 个 2 
维 子 空间 丈 . 设 4 是 空间 中 给 定 的 任 一 点 ，B 是 平面 内 任 一 点 ， 分 别 对 应 于 向 量 w = 04， 
B= 08, 则 |48|=|a-B|. 求证 当 w-pe mr 时 |a-8| 取 最 小 值 ; 

(2) 设 巨 (R) 是 欧 氏 空间 ， 轴 是 它 的 任意 子 空间 ，w 是 E (R) 任 意 给 定 的 向 量 . 求证 : 
当 @a -PE Wt 时 |@-B|(BE 下 ) 取 最 小 值 ; 

(3) 设 EE(R) 是 欧 氏 空间 ，a EE (R)，W 是 由 a1,… ,QsEE(R) 生 成 的 子 空间 .， 当 
x1,… ,Xk 人 RR 满足 什么 条 件 时 ，| ec - (xioai+ | 取 最 小 人 7 

9. (1) 设 下 是 RB 中 过 点 (0,0,0)，(1,2,2)，(3,4,0) 的 平面 求 点 4 (5,0,0) 到 平面 胡 
的 最 短 距离 ; 

(2) 求 方程 组 ， 
0.39x -1.89y =1 
0.61x -1.80y =1 
0.93x -1.68y = 1 
1.35x -1.50y = 1 

的 最 小 二 乘 解 ， 也 就 是 求 x，y 使 R4 中 的 向 量 

6 = x (0.39,0.61,0.93,1.35) - y (1.89,1.80,1.68,1.50) - (1,1,1,1) 

的 长 度 的 平方 取 最 小 值 ; 

(3) 设 4ER"“"， 着 = (x1,… ,Xi)'，BER”"*!.， 如 果实 系数 线性 方程 组 4X = 有 无 解 ， 
我 们 可 以 求 下 使 R" “中 的 向 量 6 = hx - B 的 长 度 |6 | 取 最 小 值 ， 满足 这 个 条 件 的 解 区 称 
为 方程 组 4X = 月 的 最 小 二 乘 解 . 设 4 的 各 列 依 次 为 g1，,…, 0,, 则 AK = xi@i + … + x . 
求证 : 

| 5 | 取 最 小 值 必 (6,0)=0(V1isign)oATAX = 478. 

10. 设 o ,az,，…，ax 是 欧 氏 空间 E (R) 中 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 生 成 E (R) 的 一 
子 空间 不 . w 是 (R) 中 的 任意 向 量 . 

试 求 x ,… ,xiER 使 6= Q(xiQi+… + wai) 的 长 度 |16 | 取 最 小 值 

11. (Bessel 不 等 式 ) 设 a1,0;,…, Qi 是 欧 氏 空间 E(R) 中 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 
& 是 E (R) 中 的 任意 向 量 . 证 明 : 


大 
之 (ao 二 | el 


而 且 向 量 有 = ca- > ce， 0i) Qi 与 每 个 @, 都 正 交 ， 
12. 设 o ,a. 是 维 欧 氏 空间 E。(R) 的 一 组 向 量 . 证 明 下 面 的 命题 等 价 ( 即 : 两 两 互 
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相 为 充分 必要 条 件 ). 
(1) a ,… ,0 是 E,(R) 的 标准 正 交 基 ，; 


(2) (Parseval 等 式 ) 对 任意 @, BEE, (R), (a,p)= > (a,0)(B, oe); 


(3) 对 任意 a€ 8, (R), |oa|?= >) (0,0). 


89.3 正 交 变换 


1. 正 交 变换 的 定义 与 性 质 

在 平面 几何 中 ， 我 们 十 分 关心 图 形 的 全 等 ， 关 心 保 持 图 形 全 等 的 变换 .所 
谓 保 持 图 形 的 全 等 ， 就 是 变换 前 后 的 长 度 、 角 度 保持 不 变 . 而 在 建立 了 直角 坐 
标 系 的 平面 R: 上 ， 长 度 和 角度 都 可 以 由 内 积 来 计算 ， 因 此 ， 只 要 变换 前 后 的 
内 积 保 持 不 变 ， 就 保持 了 图 形 的 全 等 . 这 也 可 以 推广 到 一 般 的 欧 氏 空间 . 

定义 9.3.1 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 .名 如 果 保 持 向 量 的 内 积 不 变 ， 也 
就 是 

(- 如 (a) ,名 (B))=(x,1) 

对 所 有 的 a，BEV 成 立 ， 就 称 .名 是 了 上 的 正 交 变换 (orthogonal transformation ) . 


由 于 向 量 的 长 度 | a | 和 两 个 向 量 m，P 的 夹 角 4& ,有 是 由 内 积 定义 的 : 


= cos = (0,p) 
lg|=V (oe,a), (a ,有 TV 


因此 ,保持 内 积 不 变 就 保持 了 长 度 和 角度 不 变 : 

| .g(a)|=vV(%(0a), Blo))=vV (a,a)= |a| 
(BZ(a), % (PB)) 

C0S《, 区 罗 一 一 一 
4300) VE Ba VA a 
二 0,P) = COS (a ,Pp) 
Vv (a,a)v (Bb,P) 
反 过 来 ， 保 持 长 度 的 线性 变换 一 定 保持 内 积 . 


定理 9.3.1 设 .如 是 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 . 则 : 

.名 是 正 交 变换 总 .如 保持 所 有 的 向 量 的 长 度 不 变 , 即 |.%(a)|=|e|， 
VaErV. 

证 明 先 设 .名 是 正 交 变换 ， 即 (. 名 (we)，. 名 (有 )) = (ax,5) 对 所 有 的 w， 
PEY 成 立 . 特别 ， 对 任意 geEY， 有 (. 如 (wa)，.B 如 (auw)) = (aaw) 从 而 
| .名 (wo)|=Vv(B(a)，. 名 (ao))=wVo,x)= 1al. 

反 过 来 ， 设 1. 和 (ac)| = cl，YaEF 成 立 . 对 任意 m， PEV， 有 
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lJlatrpBl =(a+rp) = +p+r2(o,pB)= |ael?+ 1pl?+2 (0,p) 
可 见 


Ca, 有)= 半 (le+plz-lcl2-1812) 
于 是 
(CA) BP) = T(E) + HB 1A) 1 -1008)1’) 


= 六 (|.(z+ 有 -1.2(e)12-1.6(B)12) 


= 去 (le+pl2-1zl2-1812)= (a,p) 

这 就 是 证 明了 .如 是 正 交 变 换 ， 口 

定理 9.3.2 设 .如 是 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 . 则 以 下 命题 等 价 ， 两 两 
互 为 充分 必要 条 件 ， 

(1) .如 是 正 交 变换 ; 

(2) .名将 标准 正 交 基 仍 变 为 标准 正 交 基 ; 

(3) .如 在 任意 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 方 阵 . 

证 明 《1 一 (2): 设 1a;,… ,w|i 是 标准 正 交 基 .由 于 .如是 正 交 变换 ， 对 
任意 1<i, js<n 有 


CA 0), Bm)) = (01,0) = 


1， 当 2=j 
0, 当 izj 
可 见 { .如 (@1)，…，.%p(@,)| 也 是 标准 正 交 基 . 

(2) 寺 (3); 设 M= eg,…,Q,| 是 标准 正 交 基 ， 由 命题 (2) 成 立 知 { .46 (ai)， 
…,. 妈 (0,)| 也 是 标准 正 交 基 . 设 . 交 在 MM 下 的 矩阵 为 4， 则 4 的 第 i 列 4, 是 
.名 (oi) 在 MT 下 的 坐标 . 因此 474 的 第 (i,)) 元 

T 1， 当 i=j; 
ay = AAj= (4 (8), A (0)) -1 当 
这 说 明了 474 = 了 ，4 是 正 交 方 阵 ，(3) 成 立 ， 

(3) 汪 (1): 由 命题 (3) 成 立 知 .名 在 标准 正 交 基 内 下 的 矩阵 4 是 正 交 方 阵 ， 
474 = 了 .对 任意 g， 有 1， 设 瑟 ， 了 分 别 是 w， 有 在 NM 下 的 坐标 ， 则 .名 (ao)， 
.名 (8 有) 在 M 下 的 坐标 分 别 是 4A，AY， 由 于 M 是 标准 正 交 基 ，(w ,8) = XTY， 
而 

(Bl(0), BB)) = (AX)' (AY) = XTATAY = XTIY = XTY = (0,p) 

这 证 明了 .如 是 正 交 变换 . ” 口 

命题 9.3.3 同一 欧 氏 空间 V 上 的 两 个 正 交 变 换 .多 ，,. 多 的 乘积 .名 多 仍 是 

正 交 变换 ， 任 一 正 交 变 换 .多 的 道 .多 -1! 仍 是 正 交 变换 . 
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同 阶 正 交 方 阵 4，B 的 乘积 4B 仍 是 正 交 方 阵 ， 正 交 方 阵 4 的 逆 仍 是 正 
交 方 阵 . 

证 明 对 任意 gag, PEV, 有 (BB(0),.%BB(B)) = (Bl(a), BB))= (0, 
Bp), H(AG (a), BB))= (BB I) ,BG 1(R)) = (0,B). 这 说 明 .名 多 
与 .%"! 都 是 正 交 变换 . 

由 ATA4=I,，B'B=1 知 (4B)'(4B)=B'ATAB=B'B=1, 故 48 是 正 
交 方 阵 . 由 447=7 知 (4 0 (4 1)=(44')-1!=1 1!=T， 故 4"!' 是 正 交 方 
阵 ， 


命题 9.3.4 (1) 正 交 变换 和 正 交 方 阵 的 行列 式 等 于 +1; 

(2) 正 交 变换 和 正 交 方 阵 的 复 特 征 值 A; 的 模 |X,;| =1， 实 特征 值 Mk; = +1. 

证 明 正 交 变换 . 必 在 标准 正 交 基 下 的 和 矩阵 4 是 正 交 方 阵 . .名 的 行列 式 等 
于 4 的 行列 式 . 4; 是 .如 的 特征 值 会 1; 是 4 的 特征 值 . 因此 ， 只 需 证 明 命题 
对 正 交 方 阵 成 立 ， 则 命题 对 正 交 变换 成 立 . 

(1) 设 4 是 正 交 方 阵 . 对 47h = 了 两 边 取 行列 式 得 det ATdet 4 = 1 即 
(det 4) =1， 从 而 det 4 = +1， 

(2) 设 4; 是 正 交 方 阵 4 的 任 一 特征 值 ，0 关 区 EC”"*! 是 4 的 属于 特征 值 ， 
的 特征 向 量 ， 则 


A = Xi 不 (9.3.1) 
对 等 式 (9.3.1) 两 边 的 矩阵 同时 取 共 思 转 置 ， 得 
下 14T= 和光 7 (9.3.2) 


由 于 4 是 实 方 阵 ，(9.3.2) 中 的 47 = 47， 将 (9.3.2) 两 边 分 别 左 乘 (9.3.1) 
两 边 ， 得 
下 7414 互 = AA 尼 T 素 (9.3.3) 
由 于 4 是 正 交 方 阵 ，4I4 =T. 又 Mi = |4;|?. 设 宗 = (x1,…,x,)'， 则 
x1，,"…，%a 是 不 全 为 0 的 复数 ， 
Xl 


I= (下 ) 


: | 122 + +|z2 关 0 
因此 (9.3.3) 即 
= | Ai| ?天 7 一 | Ai = 1 一 | =1. 
且 当 》; 是 实数 时 ，|)| =1e ;= 上 + 上 1. 口 
命题 9.3.5 设 .如 是 欧 氏 空间 了 上 的 正 交 变换 . 如 果 1 与 -1 都 是 .如 的 
特征 值 ， 则 特征 子 空间 Vj | Vi. 
证 明 设 gEV,， PEV_,， 则 
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(a,B)=( ZB(0),. 8(B))= (8, B= - (0,B)=S(0,B)=0. 

例 1 在 几何 平面 上 任 取 一 点 0 作为 原点 ， 将 平面 上 每 个 点 已 与 向 量 0P 
对 应 起 来 ， 将 平面 看 成 2 维 欧 氏 空间 V. 设 .多 是 了 上 的 正 交 变换 . 则 

(1) 当 det .3#=1 时 , .如 是 绕 原 点 的 旋转 ， 在 了 的 任意 一 组 标准 正 交 基 下 


的 矩阵 
-| 和 
(2) 当 det .名 = -1 时 ，. 名 是 关于 过 原点 的 某 条 直线 ! 的 轴 对 称 ， 在 了 的 
某 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 diag (1, -1). 
证 明 设 . 弘 在 RR 的 任意 一 组 标准 正 交 基 M = 18),p} 下 的 矩阵 为 4， 则 


4 是 正 交 方 阵 ， 它 的 两 列 4; ，4， 分 别 是 .如 (alj)，. 召 (oa2) 在 基 M 下 的 坐标 . 
我 们 有 1. 多 (wj)|= lcll =1,， 设 由 ao 绕 0 旋转 到 .如 (ai) 所 成 的 角 是 c ， 则 


COS a 


4 =| . .由 于 .名 (az) 荆 .如 (ai)， 从 ui 旋转 到 .名 (az) 所 成 的 角 为 et 
Sin CQ 
开 
cos { e+ 亚 ] 


一 Sin w 
= = + . 于 是 
， | + x cos a 
snla+t 于 
2 
cos a 一 Sin aw cos a sin a 
A=|. 或 A4=|. . 
sin w COS a sina -cosoa 


将 了 中 任意 向 量 天 用 从 原点 出 发 的 有 向 线段 OP 表示 , 设 |0P| =r,， 从 a 


的 方向 旋转 到 0 的 方向 所 成 的 角 为 9， 则 XX = 四 | 


rsin 0 


(1) sa em det .ZZ =det A4=1. 此 时 .2 将 名 = 
sin a cos a 
上 ea 
rsin 0 
斋 A reos acos 0- rsin asin 0 rcos (0 +a) 
[rsin acos 0 + rcos asin 0 rsin (OO+a) 
这 说 明 将 OP 绕 原点 0 旋转 a 就 得 到 OP' ，. 如 ，OPr> 05 是 绕 原 点 旋转 
的 变换 . 
(2) w4 | "| 则 det .如 = det 4 = -1. 4 的 特征 多 项 式 
sin w -cosa ， 
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A-cosa -sn a | , 
pa (2)= 121-A|= = (A -cosa) sina =A -1, 


—sing A+t+cosa 


2 
特征 值 为 1，-1. 分 别 求 出 属于 特征 值 ]，-1 的 特征 向 量 XX = 和 XX， 


. a 
sin 下 
2 


. a 
一 Sn 


,| 则 M1 = 1 下, Xs 是 VV 的 一 组 标准 正 交 基 ,， .4H (X11) = 于 ， 
505 7 
.用 (站,) = - 半 ,， 设 向 量 处! 由 有 向 线段 OP 表示 ， 则 ,名 是 关于 直线 0P| 的 轴 
对 称 变换 ， 在 标准 正 交 基 N 下 的 矩阵 为 diag (1, - 1). 

例 2 设 Rs 是 建立 了 直角 坐标 系 的 几何 空间 ，. 名 是 RE 上 的 正 交 变换 ， 且 
det . 儿 = 1. 求证 : .如 是 绕 某 条 过 原点 的 直线 的 旋转 

证 明 设 . 妈 的 特征 多 项 式 py(A)=(A-AGA-a)(A-aA3)， 则 AAA3 
= det .如 =1. 由 于 A，(4) 是 实 系数 多 项 式 ， 至 少 有 一 个 实 根 ; 如 果 它 有 虚 根 
4;， 则 4; 也 是 pg yz (4) 的 根 . 

假如 pz (4) 的 3 个 根 A1，X，，43 都 是 实数 ， 则 由 XA; = +t1 及 41X243=1 
知 不 可 能 3 个 根 都 等 于 - 1， 至 少 有 一 个 根 1; = 1. 不 妨 设 13 =1. 设 gz (4X) 有 
虚 根 1;, ， 则 其 共 斩 虚 数 4; 是 另 一 个 根 4;， 不 妨 设 41，X,s 是 虚 根 且 4,=41， 则 
AjA2=AiA1= 1241] =1，Xh3 = A124243=1， 总 之 ， 在 任何 情况 下 都 可 以 设 13 = 


1. 设 X, 是 .的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 则 有 = ] 玄 各 也 是 属于 特征 值 


1 的 特征 向 量 并 且 1 甩 | =1，Bp; 可 以 扩充 为 R 的 一 组 标准 正 交 基 |1B1,P,, P|， 
以 其 中 的 基 向 量 为 各 列 组 成 正 交 方 阵 已 ，det P= 上 上 1. 如果 det 已 = -1， 可 以 
用 -及 代替 房 ， 得 到 的 | -BB,B,,PBs| 仍 是 标准 正 交 基 ， 依 次 以 它们 为 各 列 组 
成 的 方 阵 仍 是 正 交 方 阵 并 且 行 列 式 等 于 1. 因此 ， 总 可 以 取 正 交 方 阵 书 使 它 的 
最 后 一 列 是 有 ， 并且 det P=1， 因 而 P 的 三 列 B|，pB,，Pp, 组 成 右手 系 标准 正 
交 基 M. 设 
AP=4 (Bi, Pp,,P;) = (Bi,PB,,PB3)B 

其 中 B 的 第 j 列 是 48 在 基 Mi 下 的 坐标 . 特别，B 的 第 3 列 应 是 4pB， = p; 在 
基 村 下 的 坐标 ， 等 于 (0,0,1)"， 因此 


, Bi 0 
B=P-'AP-= 


由 于 P，A 都 是 正 交 方 阵 ，B 也 是 正 交 方 阵 ， 因此 B*B=17. 但 
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BTB - Bi By, B 0 Bi Bu + B21 Bz Ba 
0 1 B 0 B, 1 


可 见 Bay =0，B1Bi =1. (实际 上 ,由 B 的 第 3 列 (0,0,1)7 与 前 两 列 正 交 可 以 
知道 前 两 列 的 第 3 分 量 为 0， 直 接 得 出 B2 =0.) 


从 而 
B 

的 ,| 

0 1 


其 中 Bl 是 2 阶 正 交 方 阵 ， 且 det Bi = det B=1. 由 例 1 的 结论 知道 


. cosa ~-sina 0 
cosa -sina 
a | ss cosa 0 
sin a cos a 
. 0 0 1 
R3 上 的 正 交 变换 .%: 针 F> 4 在 基 M = {Bi1,B,,P|l 下 的 矩阵 是 (9.3.4) 中 的 
B， 按照 这 组 基 M 建立 新 的 直角 坐标 系 Ox'y'z' 使 有 ，PB,，Ps 分 别 是 x' 轴 ，y' 
轴 ，z’ 轴 正方 向 上 的 单位 向 量 . 则 由 B 的 第 3 列 是 (0,0,1)" 知道 在 变换 过 程 
中 z 轴 上 的 所 有 的 点 保持 不 动 ， 每 个 点 P(x',y ,z') 的 z' 坐 标 保持 不 变 ; 由 


(9.3.4) 


sin @ cos a 

.名 是 绕 z' 轴 的 旋转 ， 旋 转角 为 a. 口 

2. 正 交 方 阵 的 正 交 相似 

例 2 中 选择 了 欧 氏 空间 了 中 适当 的 标准 正 交 基 M 使 正 交 变换 .名 在 这 组 基 
下 的 矩阵 为 (9.3.4) 的 简单 形式 ， 从 而 知道 .名 是 旋转 . 

一 般 地 ， 设 .名 是 欧 氏 空间 了 上 的 任 一 线性 变换 ， 它 在 任 一 组 标准 正 交 基 
Mi = icio 下 的 矩阵 为 4. 设 . 多 在 了 的 另外 一 组 标准 正 交 基 M = {Pl， 
… 有 下 的 矩阵 为 BB， 则 


人 在 0wy 机 内 绩 原点 0 基因 同一 个 入 。 加 此 


B=P-!'AP 
其 中 PP 是 M) 到 M 的 过 渡 和 矩阵 ， 是 正 交 方 阵 . 
定义 9.3.2 设 A4，B 是 同 阶 实 方 阵 . 如 果 存 在 正 交 方 阵 4，B 使 B= 
P-!'1A4P， 就 称 4 与 B 正 交 相似 (orthogonal similar). 口 
由 于 正 交 方 阵 P 满足 条 件 P-! = Pr， 因此 B = P-!AP 也 就 是 B = PT4P， 
A4，B 通过 P 正 交 相似 4，B 通过 P 相合 . 正 交 相似 同时 也 是 相合 ， 同 时 
具有 相似 和 相合 的 性 质 . 
设 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 . 召 在 某 一 组 标准 正 交 基 M6 下 的 矩阵 为 A. 
我 们 希望 选择 适当 的 标准 正 交 基 MM 使 .的 矩阵 具有 尽 可 能 简单 的 形状 ， 也 就 
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是 将 实 方 阵 4 正 交 相 似 到 尽 可 能 简单 的 形状 . 
我 们 先 来 研究 .Zz 是 正 交 变换 、A 是 正 交 方 阵 的 情形 . 
引 理 9.3.6 设 .将 是 欧 氏 空间 了 上 的 正 交 变换 ， 歼 是 .如 的 不 变 子 空间 . 
则 矿 上 也 是 .名 的 不 变 子 空间 . 
证 明 罗 是 .名 的 不 变 子 空间 ，. 名 ( 允 ) = 到 ,两边 用 .如 ! 作 用 得 四 = 
名 -1( 克 )， 因 此 克也 是 .名 - 的 不 变 子 空 间 . 
设 PE W+， 则 对 任意 mE WWW， 由 .%-1(@)€EWW 得 
(@,.%2(B))=(.% 1 (0),B)=0 
这 就 对 任意 BE 歼 + 证 明了 .2&(8)E 有 上， 从 而 歼 上 是 .名 的 不 变 子 空间 . 
推论 9.3.1 设 双 是 正 交 变换 .名 的 不 变 子 空间 . .多 |r 在 四 的 标准 正 交 
基 = 1ci, ,ai 下 的 矩阵 是 4; ， 将 1 扩充 为 了 的 任意 一 组 标准 正 交 基 1 
= [Qi,…,0,,…,0,|， 则 . 双 在 M 下 的 矩阵 具有 形式 diag (41,4;)， 其 中 4， 
是 .| wt 在 W-+ 的 基 Ms = | 0,,1,…,Q,|1 下 的 矩阵 . 


A 
-| » ‘FAM = 0 且 41，4, 是 正 交 方 阵 . 


证 法 1( 几 何 证 法 ) ”WW: 也 是, 的 不 变 子 空间 ，M, 是 它 的 一 组 基 . 设 
.名 | wr 在 基 M, 下 的 矩阵 是 4 ， 则 . 乡 在 基 MM 下 的 矩阵 是 diag (41,4,). 
414 ATB 、 
证 法 2( 和 矩阵 证 法 ) | 0 | ?ee 
BA! B'Bi+A'4) \0O I 
41 是 正 交 方 阵 ， 可 逆 ; 再 由 41B1= 0 得 B=0; 
再 代入 B1B,+ 4 4 = 了 得 4;4; = 了 ，4， 是 正 交 方 阵 . 口 
定理 9.3.7 设 ” 阶 正 交 方 阵 4 的 全 部 特征 值 为 cos ak + isin ak (1< ke 
s),，1 (1 重 )，-1(n-2s-t 重 ). 则 4 正 交 相似 于 如 下 形式 的 标准 形 


B=diag (Al,.…,A,,T,,,), — To,_2;-_1)) (9.3.5) 
其 中 
cos a — sin a 
A:=| . ， Vl<k<s 
sin Qax COS QE 


证 明 对 n 用 数学 归纳 法 . 
当 n=1 时 ，A = (1) 或 4=(-1), 已 经 是 所 说 标准 形 . 


当 =2 时 ， 由 例 1 知道 a jaa de 


-1)， 定 理 结论 成 立 . 
以 下 设 n 二 3， 并 假定 定理 对 阶 数 小 于 n 的 正 交 方 阵 成 立 . 
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情况 1 A 有 一 个 实 特征 值 4, = + 1， 如 果 4 有 特征 值 - 1， 就 取 4 = -1 
否则 取 2, =1. 设 总 是 4 的 属于 特征 值 1, 的 特征 向 量 ， 则 单位 向 量 ,= TY 


也 是 4 的 属于 特征 值 M, 的 特征 向 量 . 将 p 扩充 为 R"* 的 一 组 标准 正 交 基 MI 
= 18 ,8 及， 依次 以 这 些 基 向 量 为 列 组 成 正 交 方 阵 P|， 则 由 48, = 


1 有 知 
及 = 己 ， AP, = 
B, An 


由 于 BI 仍 是 正 交 方 阵 ， 根 据 推论 9.3.1 得 By =O, 生 Bh 是 n-1 阶 正 交 方 
阵 ，B ,的 特征 值 就 是 4 的 特征 值 中 除去 4, 以 外 的 n -1 个 特征 值 ， 由 归纳 假 
设 知 存在 n -1 阶 正 交 方 阵 8, 使 CQ; Bi Qs 具有 (9.3.5) 所 说 形式 的 标准 形 
Di=diag (Ai1,…,A,,T,), - To 2) 

取 n 阶 正 交 方 阵 P, = diag ( Q;,1)， 则 P = PiP, 是 正 交 方 阵 ， 

B=P;'BiP= PIAP= diag (A1,, As Ts), -112 hn). 

当 4 有 特征 值 -1 时 ,= -1, B=diag (hi1,…,Ax,1,), -1,-2_0) 
是 符合 要 求 的 标准 形 . 否则 4,=1, n-1-2s-t1=0, B= diag (hi,…,Ah,, 
1，2)) 符合 要 求 . 

情况 2 4 没有 实 特征 值 ， 此 时 4 的 特征 值 全 是 模 为 1 的 虚数 ， 而 且 成 对 
共 簿 出 现 ， 为 


，， 用 
cos ak + Lsin ak， Vlskss=7 


y = R"*! 的 线性 变换 .有 对 F> 4 有 虚 特 征 值 cos al +isin wy， 由 8$7.8 推 
论 7.8.1 知 .名 有 2 维 不 变 子 空间 W，.%#| w 的 特征 值 为 cos ai + isin a1. 《事实 
上 , 设 到 +2%2i 是 4 的 属于 特征 值 cos ai + isin ai 的 特征 向 量 , 其 中 ,于 ,EE 
R"*', 则 和 ,2 在 了 中 生成 的 子 空间 四 就 满足 所 说 条 件 . ) 

任 取 多 的 标准 正 交 基 1p ,有 1 扩充 为 了 的 标准 正 交 基 M = 1 有 ,…，, 有 | ， 则 
.将 在 哮 下 的 矩阵 


中 

万 = P-L4P = 

0 DD, 

其 中 Pl 是 M 的 各 个 基 向 量 为 各 列 组 成 的 正 交 方 阵 ，Di，PD2: 分 别 是 2 阶 和 n 
-2 阶 正 交 方 阵 . 万 | 是 .4 在 基 1p 包 ,8 下 的 和 矩阵 ， 特征 值 为 cos ali 士 lsina Qal, 


行列 式 为 1， 可 设 Di = 四 1 "| 又 由 归纳 假设 知 存 在 n -2 阶 正 交 


sin al cos Ql 
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方 阵 0, 使 Qi 'D,Q; 具有 (9.3.5) 所 要 求 的 标准 形 diag (4,,…,4,)， 取 n 阶 正 
交 方 阵 P, = diag (To), 0Q,), 则 P = PiP, 是 正 交 方 阵 ， 

B=P;' DP,= P-'AP= diag (A,A,,…,A.,) 
cos a ~ sin oa 
sin Qt COS Qa 


| 
根据 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 结论 对 所 有 的 正 整 数 n 成 立 . 


| V1is<k<s. B 是 所 要 求 的 标准 形 . 


习 题 9.3 


. 证 明 两 个 同 阶 正 交 和 矩阵 的 积 仍 为 正 交 和 矩阵 ， 正 交 和 矩阵 的 逆 仍 为 正 交 和 矩阵 . 
. 给 出 一 个 实 方 阵 ， 它 的 行 两 两 正 交 ， 列 不 是 两 两 正 交 . 

. 如 果 4 ，B 都 是 正 交 方 阵 ， 且 det 4 = - det B， 求证; 4+ B 是 奇异 方 阵 . 
.证 明 任 何 二 阶 正 交 和 矩阵 ， 必 取 下 面 两 种 形式 之 一 ; 


cos$ sin 多 cos $ sin $ 
， ， -Np<x. 
9 2 时 | 
5. 设 4 = (a;) 是 三 阶 正 交 和 矩阵， 且 det 4 = 1， 求证; 
(1) 4=1 必 为 4 的 特征 值 ; 


上 ifiP 一 


1 0 0 
(2) 存在 正 交 阵 T, 使 TTA4T = Cos$ sin 中 
0 -sing cos 上 由 


CH+da2+G3 一 了 


(3) 多 = cos-! 


6. 给 定 0x ae B，(R)， 定 义 B (R) 中 的 线性 变换 co: PH 月- 2082&) ae， 求证 : 
(1) zo 是 正 交 变换 ; 
(2) re 在 适当 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 diag ( -1,1,…,1)， 
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1. 欧 氏 空间 上 的 二 次 型 

例 1 在 三 维 空间 直角 坐标 系 下 ， 方 程 刀 + 和 人 2+22-2xy-2xz-2 和 oz=2 的 
图 像 是 什么 曲面 ? 

问题 的 分 析 

设 *，y，z 轴 正 方向 上 的 单位 向 量 各 是 el = (1,0,0)7，e, = (0,1,0)T， €3 
= (0,0,1)"， 它 们 组 成 三 维 空间 了 = Ri*!( 由 实数 域 R 上 全 体 三 维 列 向 量 组 成 ) 
中 的 一 组 右手 系 标准 正 交 基 . 另外 选取 右手 系 标准 正 交 基 wj，w;，w3， 决 定 
一 个 新 的 直角 坐标 系 . 设 两 组 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 为 P: 
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(wi,w2, Wa3)= (e1,e2,23)P 
则 P 是 正 交 方 阵 且 det P=1. 任 一 点 在 原来 的 坐标 系 下 的 坐标 (x ,y,z)' 与 它 
在 新 坐标 系 下 的 坐标 (x’ ,y'，,z 六 之 间 有 坐标 变换 公 导 


9 x 
一 P 了 
2 


原 方程 的 左边 是 x*，y，z 的 一 个 二 次 型 


% 
(x,y,2)= x + 2+22-2x —2xz~2yzs =(x,y,2)S| 7 
y Y 


Z 


其 中 
1 -1 -1! 
-1 -1 1 
经 过 坐标 变换 后 成 为 
bad 
ce 
Zz’ 
其 中 $1 = P'SP 


如 果 能 选择 P 使 S$, = PTSP 等 于 一 个 对 角 阵 diag (41 ,4,,43)， 则 
QO (x ,ys 2) =Ax + Ary + A32? 
曲面 在 新 坐标 系 下 的 方程 为 
A1X + A2y + A32 =2 

由 4;1，X，，A3 的 值 就 可 以 知道 曲面 的 形状 . 

以 下 就 来 看 是 否 可 以 选取 满足 条 件 det P = 1 的 正 交 方 阵 了 使 $, = PTSP 
为 对 角 阵 diag (21,4,,43). 

假如 这 样 的 正 交 方 阵 P 存在 ， 则 由 P? = P-! 知 PTSP = P-!SP = diag (4， 
42,43)， 也 就 是 说 S 相似 于 对 角 阵 diag (41,42,43)， 对 角 元 *1，X%，，A3 就 是 5S 
的 三 个 特征 值 ， 而 P 的 三 列 w;，w;，ws 分 别 是 属于 特征 值 ^*,，4，，4， 的 特征 
向 量 ， 它 们 同时 又 应 当 是 R 的 一 组 标准 正 交 基 . 因此 ， 我 们 分 三 个 步骤 进行 : 

(1) 求 $S 的 特征 值 ; 

(2) 如 果 特 征 值 都 是 实数 ， 分 别 求 出 属于 各 特征 值 的 特征 向 量 ; 

(3) 如 果 求 得 的 特征 向 量 组 成 Rs 的 一 组 基 ， 设 法 将 这 组 基 经 过 Gram - 
Schmidt 正 交 化 和 单位 化 得 到 一 组 右手 系 标准 正 交 基 ; 

(4) 如 果 所 求 得 的 标准 正 交 基 仍 是 特征 向 量 ， 依 此 以 它们 为 各 列 组 成 矩阵 
P 即 为 所 求 . 
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例 1 的 解答 . 
(1) S 的 特征 多 项 式 
-1 1 1 
os (A)=det (a1- S$S)=, 1 4-1 1 |1=(A4-2) (XA+1) 
1 1 4-1 


特征 值 为 2，2，-1. 
(2) 求 属 于 特征 值 2 的 特征 向 量 : 
解 方程 组 (S -21) 针 =0， 即 


得 基础 解 系 wl = (1, -1,0)7，w2 = (1,0,- 1)7. 
求 属 于 特征 值 -1 的 特征 向 量 : 
解 方程 组 (S+ 1)X=0,， 即 


3 2 8 
mb 一 
~ 
il 

~ 
OOLDL 
-一 


得 基础 解 系 gs = (1,1,1)7. 

特征 向 量 ci;，as，es 组 成 RB 的 一 组 基 . 

(3) 将 w，wa，a3 进行 Gram - Schmidt 正 交 化 和 单位 化 得 到 一 组 标准 正 
交 基 : 

易 验 证 wl ，@; 都 与 ws 正 交 .只 需 将 gl，as 作 Gram - Schmidt 正 交 化 . 注 
意 wo:，os; 是 属于 同一 个 特征 值 2 的 特征 向 量 ， 对 它们 作 正 交 化 所 得 的 向 量 一 
定 还 是 属于 特征 值 2 的 特征 向 量 ， 


取 
(@2, 01) 1 1 1 T 
有 = 0 i104 一方 01=( 广 ， 了 ， -1) . 
于 是 a ，B,，a; 组 成 正 交 基 . 将 它们 单位 化 得 到 


=( 方 上 中 = (去 1 -2) = ( 方 1 二 
MW 2 ev vl 3 BB 
组 成 标准 正 交 基 以 mi， W2，W3 为 各 列 组 成 正 交 方 阵 


工 1 1 
2 6 ~3 
1 1 


6 


| i 
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易 验 证 det P=1. (如 果 det P= - 1, 只 需 用 - ws 取代 mw; 即 可 使 det P=1). 
于 是 PTSP = diag (2,2, - 1) 符 合 要 求 ， 
以 w!，w，，w3 为 基建 立 右 手 系 直角 坐标 系 ， 在 这 个 新 坐标 系 下 方程 为 


2x2+272-z2=2， 即 x+y2- 二 =1， 其 图 像 为 单 叶 旋转 双 曲 面 ， 由 02 


平面 内 的 双 曲 线 w? - 过- = 1 绕 0x 轴 旋 转 而 成 ， 口 


在 例 1 的 解答 中 ， 我 们 成 功 地 找到 了 所 需 的 正 交 方 阵 P 将 实 对 称 方 阵 5 
通过 正 交 相似 (同时 也 是 相合 ) 化 成 了 对 角 和 矩阵 . 很 自然 想到 : 这 样 的 成 功 是 偶 
然 地 碰 上 了 好 运气 呢 ? 还 是 必然 的 结果 ? 也 就 是 说 : 是 否 对 任何 一 个 n 阶 实 对 
称 方 阵 $ 都 存在 正 交 方 阵 P， 使 得 PTSP 是 对 角 和 矩阵 ? 为 回答 这 一 问题 ， 我 们 
首先 需要 看 实 对 称 方 阵 $ 的 特征 值 是 否 全 部 都 是 实数 ; 然后 要 看 是 否 存在 一 组 
标准 正 交 基 由 $ 的 特征 向 量 组 成 . 

定理 9.4.1 实 对 称 方 阵 $ 的 特征 值 全 部 都 是 实数 ， 

证 明 设 4 是 $ 的 任 一 特征 值 ，0 关 于 = (xi,…,x,)'ER"*! 是 S$ 的 属于 这 
个 特征 值 的 特征 向 量 ， 即 


SX = AX 
将 这 个 矩阵 等 式 两 边 同 时 左 乘 不 7， 得 对 TSX = X 玉 ?7 素 . 
首先 ,于 下 = 和 x+ 和 Te= |x1|?+*…+ | x1? 是 正 实数 . 
将 XX"SX 记 为 了， 则 6 是 一 阶 方 阵 ， 也 就 是 一 个 复数 ，b7=b 从 而 57 = 5. 
于 是 


= 8T To -~ ISTY = TISY = 5b. 
(注意 这 里 用 到 了 $7= ST 


= 5S. 其 中 5=S 是 因为 $ 是 实 方 阵 ,而 S7= S$ 则 是 因 
为 S$ 是 对 称 方 阵 . ) 由 5 =b 即 可 知道 了 是 实数 . 
_ X'SX 
XTX 


是 一 个 实数 除 以 一 个 正 实数 所 得 的 商 ， 因 此 》 是 实数 . ” 口 

定理 9.4.2 实 对 称 方 阵 8 正 交 相 似 于 对 角 和 矩阵 也 = diag (41,… ,4,)， 对 
角 元 41，,… ,4 就 是 5 的 全 体 特征 值 . 

证 明 只 要 $ 正 交 相 似 于 D,， 则 D 与 $ 具 有 同样 的 特征 值 ， 就 是 D 的 全 
体 对 角 元 . 因此 ， 只 需 证 明 $ 正 交 相 似 于 对 角 和 矩阵 . 

设 $ 是 n 阶 实 对 称 方 了 泗 ， 对 n 用 数学 归纳 法 . 

n=1 时 ，S 已 经 是 对 角 和 矩阵 ， 命 题 成 立 . 

设 n=2， 且 假设 每 个 n -1 阶 实 方 阵 都 正 交 相似 于 对 角 和 矩阵 . 

任 取 S 的 一 个 特征 值 41|， 由 定理 9.4.1 知道 4 是 实数 ， 由 于 8 - 41 是 实 
方 阵 且 行 列 式 为 0，n 元 齐 次 线性 方程 组 (S - %11)XX = 0 一 定 有 非 零 解 大 ， 它 
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也 就 是 4 的 一 个 特征 向 量 ， 单 位 向 量 让 = 信和 仍然 是 $ 的 特征 向 量 ， 可 


扩充 为 R" 的 标准 正 交 基 有 ,p2,…, 甩 ， 依 此 以 这 组 基 为 各 列 组 成 矩阵 己 ， 则 
忆 是 正 交 方 阵 ， 满 足 
_1} : 同 
Pp SP 二 1 三 9 
0 


S22 


其 中 S12€ Rv-1)，SwE Ri" Dx("-D). 但 $, = PTISP, 与 实 对 称 方 阵 $ 相 
合 ， 仍 应 是 实 对 称 方 阵 . 故 Su =0， 目 S» 是 n -1 阶级 实 对 称 方 阵 . 
由 归纳 假设 ,， 存在 n - 1 阶 正 交 方 阵 P, 使 PSs P, 等 于 对 角 抢 阵 


1 0 
diag (As,°* ,As). P= "| p 上. n 阶 正 交 方 阵 ， 满 足 条 件 
2 


prsp-| 1 of oN 91， 1,) 
一 0 Pp, 0 Sn 0 P, 一 lag 193 人 人 2» Sin 


S$ 被 正 交 方 阵 P 相似 (同时 也 是 相合 ) 于 对 角 和 矩阵 ， 如 所 和 欲 证 ， 口 

设 @ 是 欧 氏 空间 V 上 的 二 次 型 ， 则 0 在 V 的 任何 两 组 标准 正 交 基 下 的 矩 
阵 S,，S, 通过 正 交 方 阵 相合 ， 因 而 正 交 相似 ，S, ，5, 的 特征 值 集合 和 4，,…， 
4.i 相同， 我 们 将 4:,… ,4, 也 称 为 二 次 型 0 的 特征 值 ， 

推论 9.4.1 设 0 是 mn 维 欧 氏 空间 了 上 的 二 次 型 ， 则 0 在 了 的 适当 的 标 
准 正 交 基 M 下 可 写成 唯一 的 标准 形 

Q (a) =ALxt + + A (9.4.1) 

其 中 下 = (x1,…,x,) ?是 a 在 屠 下 的 坐标 4,…,, 是 0 的 全 部 非 零 特征 值 ， 
按 从 大 到 小 的 顺序 排列 : X41 二 … 宇 4,， 口 

欧 氏 空间 上 的 二 次 型 C (ec) 在 标准 正 交 基 下 的 标准 形 (9.4.1) 称 为 二 次 型 
O(cx) 的 主轴 形式 (principal axis form). 

推论 9.4.2 设 $ 是 实 对 称 方 阵 . 则 如 下 命题 等 价 ; 

(1) S$ 正定 ; 

(2) 5 的 特征 值 全 部 大 于 0; 

(3) 存在 正定 实 对 称 方 阵 $ 使 S = $,?. 

证 明 存在 正 交 方 阵 了 使 $= PTDP， 其 中 D = diag (Ap ,A,)，Ai,…， 
4 是 5 的 特征 值 . 

(1) 污 (2): 5 正定 所 六 正定 

全 二 次 型 0 (外) = 和 "DX = Xx? +… + Xx? 正定 
A>0, Vl<ign. 
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(2) 一 (3): 对 每 个 1<isn， 由于) >0， 可 以 取 Dj = diag (V 1,…， 
V3,)， 其 中 每 个 /和 >0 且 VX = 六， 因而 Di >0. 令 51= PITDJP, 则 S51> 
0, 有 Si+= PTD2P= PIDP=S. 

(3) 一 (1): 5S1>0 因 而 Si 可 道 . 且 ST= $)， 因此 $= S?= SiS1>0. 

对 半 正 定 实 对 称 方 阵 也 有 类 似 的 结论 (证 明 与 推论 9.4.2 类 似 , 略 去 ): 

推论 9.4.3 设 $ 是 实 对 称 方 阵 . 则 如 下 命题 等 价 : 

(1) S 半 正 定 ; 

(2) S 的 特征 值 全 部 大 于 或 等 于 0; 

(3) 存在 半 正 定 实 对 称 方 阵 S; ，rank Si = rank $, 使 $= Si. 口 

例 2 设 A4，B 是 同 阶 实 对 称 方 了 泗 ， 且 4 > 0. 则 存在 同一 个 可 道 实 方 阵 
P,， 使 PT4P，P'BP 都 是 对 角 和 矩阵 . 

证 明 由 4>0 知 存在 可 逆 实 方 阵 Pj 使 PI4P1=1. 记 B= PIiBP1. 则 
五 | 仍 是 实 对 称 方 阵 ， 存 在 正 交 方 阵 PP 使 PB1P, = D 是 对 角 和 矩阵 .而 P71P， 
= 了 7. 取 可 逆 实 方 阵 已 = P,P,， 则 

P'AP=1, PTBP=D 


同时 是 对 角 和 矩阵. 

2. 对 称 变换 | 

在 定理 9.4.2 中 证 明了 任意 的 对 称 方 阵 $ 可 以 通过 正 交 方 阵 相合 于 对 角 甜 
阵 D = PITISP， 这 说 明了 欧 氏 空间 上 的 二 次 型 O (w) 都 可 以 在 适当 的 标准 正 交 
基 下 写成 标准 型 0 (&) = XTDX = Mixzi+…+hx2， 同时 ,由 于 PT = P-!， 
PSP=P- LSP，3S 与 D 相似 .因此 定理 9.4.2 也 可 以 解释 为 ; 

如 果 欧 氏 空 间 了 上 的 线性 变换 .名 在 某 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 4 是 对 称 
方 阵 ， 那 么 就 存在 了 的 一 组 标准 正 交 基 Mi ,使 .加 在 Mi 下 的 矩阵 是 对 角 
和 矩阵. 

如 果 .多 在 某 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 4 是 对 称 方 阵 ， 就 称 .多 为 对 称 变换 ， 
因此 ， 和 定理 9.4.2 说 的 就 是 : 对 称 变换 .名 在 适当 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 对 
角 和 矩阵 ， 存 在 由 .的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 . 

对 称 变换 可 以 通过 如 下 的 几何 方式 定义 : 

定义 9.4.1 设 . 交 是 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 ， 并 且 

(EB(a), B) =(x,， 名 (8)) 
对 任意 g ，PET 成 立 ， 就 称 .名 是 对 称 变换 (symmetrie transformation). 口 

定理 9.4.3 设 .名 是 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 . 则 

.加 是 对 称 变换 .如 在 VV 的 任何 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 4 是 对 称 方 阵 . 

证 明 设 M 是 V 的 任 一 组 标准 正 交 基 . 4 是 .如 在 基 M 下 的 矩阵 . 对 任 
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角 和 矩阵 ， 存 在 由 .将 的 特征 向 量 构成 的 标准 正 交 基 . 口 


$07 


意 a,，pPEV, 设 卫 ， 了 分 别 是 m，P 在 MM 下 的 坐标 则 
(2(a), BB) = (AX)TY= XIATY, (a,.B(B)) = XTAY 


.名 是 对 称 变换 扣 (.B(a),B)=(c,B(B)) (Va,PBET) 
NIATY = KIAY (YX,YER"*!) 
AT= 4 全 4 是 对 称 方 阵 . 


既然 欧 氏 空间 上 的 对 称 变换 .多 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 4 是 对 称 方 阵 ， 而 


对 称 方 阵 4 的 特征 值 全 部 是 实数 ， 因 此 .名 的 特征 值 也 全 部 是 实数 . 进一步， 
我 们 有 : 


定理 9.4.4 欧 氏 空间 上 了 上 的 对 称 变换 .名 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 子 


空间 相互 正 交 . 


证 明 设 由 ， 有 友 , 分 别 是 .各 的 属于 不 同 特 征 值 %1，2s 的 特征 子 空间 ，@ 


EW, Pe Wh,. 则 


(B60),B)= Ar0,B)= 4 (0,B)= (0, 8(B))= (6,45B)= 1 (0,P) 


因而 (41 -4A2)(@,B)=0, 由 41 -42 产 0 得 (@& ,Bp)=0， ol Pp. 
这 证 明了 到 ， 


定理 9.4.5 欧 氏 空间 上 的 对 称 变换 .名 在 适当 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 对 


习 题 9.4 


1 -2 0 
A=| -2 2 -2 
0 -2 3 


求 正 交 和 矩阵 T， 使 7"147T 是 对 角 和 矩阵 ， 并 求 4*( 上 是正 整数 ). 


2. 设 5 是 n 阶 实 对 称 方 阵 ， 求 证: 定义 在 R"*!' 的 子 集 U= | 天 ER"xI | 和 | =1} 上 的 函 


数 / (对 ) = X'SX 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 是 $ 的 最 大 和 最 小 的 特征 值 . 


3. 证 明 : 下 列 三 个 条 件 中 只 要 有 两 个 成 立 ， 另 一 个 也 必然 成 立 . 

(1) 4 是 对 称 的 ; (2) 4 是 正 交 的 ; (3) 42 = 了. 

4. 用 正 交 和 矩阵 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ， 

(1) @ (xiyxayxa)=2x32+X2 一 4X1X2 一 4x2X3j 

(2) Q (x1s X27X3) = Ir? + 4x1X2 + BX1X3 + 44X23 + BTs 

(3) QO (xi, X23 x3) =4x1 + Xx2 + OxL — Dx1%2 ~ 4X1X3 + DX2 Xa; 

(4) QO (x1,X2,X3) = KIX2 + XIX3 + XaX3. 

5. 在 建立 了 直角 坐标 系 的 3 维 几 何 空间 中 ， 如 下 的 方程 表示 什么 图 形 ? 
(1) x*+y +z -4xy -6xr+8yz= 12; 

(2) 4x2+72+9 和 -2xy 4xz +2yz = 12; 
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(3) xy + yz + 2x =5; 

(4) xy+ yz+2x=0. 

6. 在 建立 了 直角 坐标 系 的 3 维 几 何 空间 中 ， 证 明 方程 
2x2+472+5z -2xy +4xz +6y: -20=0 


2 
的 图 像 是 椭 球 面 并 求 出 这 个 椭 球 面 所 围 成 的 立体 的 体积 . (已 知 椭 球 面 手 + 
与 + 亏 = 1 所 图 成 的 立体 体积 为 本 role ,】 

7. 在 建立 了 直角 坐标 系 的 3 维 几 何 空间 中 ， 试 利用 坐标 轴 的 旋转 和 平移 将 方程 cix2+ 
Q2272 十 a332 +2alixy 十 20l3xz+2a2 和 十 201x +2azy+2asz+ao=0 化 简 ， 讨论 它 的 图 像 的 
各 种 可 能 的 形状 . 特别， 请 给 出 图 像 是 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲面 的 条 件 . 

8. 设 4 是 n” 阶 实 对 称 矩 阵 ， 且 4*= 了, 证明: 存在 正 交 和 矩阵 T， 使 得 

1, 0 
rz-| | (0<ra<n) 
0 -fh-. 
9. 设 4 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 且 4?= 4, 证明: 存在 正 交 和 矩阵 了 ， 使 得 


I 0 
7T-147 = (0<ra<n). 
0 2 
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1. 伴随 变换 
我 们 知道 ， 在 选 定 线性 空间 T 的 一 组 基 AM 之后，V 上 每 个 线性 变换 .如 与 
它 在 W 下 的 矩阵 4 相对 应 .如 果 线 性 变换 .如 ，. 罗 分 别 对 应 于 和 抢 阵 4，B， 则 
它们 的 和 、 差 、 积 .名 + .多 ，. 名 罗 以 及 .如 的 常数 倍 .多 分 别 对 应 于 和 矩阵 的 和 、 
差 、 积 、 常 数 倍 4 + B，A4B，A4. 
很 自然 要 问 : 了 上 什么 线性 变换 对 应 于 矩阵 4 的 转 置 47? 
命题 9.5.1 设 了 是 欧 氏 空间 ，. 癌 是 了 上 的 线性 变换 . 则 存在 V 上 唯一 
的 线性 变换 .多 ， 使 | 
(A(@),) = (a,.%&*(B)) 对 所 有 的 a，BEV 成 立 
如 果 .名 在 了 的 任意 一 组 标准 正 交 基 W 下 的 矩阵 是 4， 则 .多 "在 M 下 的 矩阵 是 47. 
证 明 设 w，pETY 在 开 下 的 坐标 分 别 为 于 ，Y， 则 .名 (wa) 在 M 下 的 坐标 
为 AX， 
(2(0),B)= (AX)T'Y= XIATY (9.5.1) 
YY 上 有 唯一 的 线性 变换 .名 "在 村 下 的 矩阵 为 4T，XTATY=(@,.%sg* (PP))， 等 
式 (9.5.1) 成 为 
(Ba),P)= 0,8° 0B))，Va，pETY. OO (9.5.2) 
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以 上 通过 线性 变换 .多 "的 矩阵 等 于 A" 来 说 明了 .%” 的 唯一 性 .事实 上 ， 
由 等 式 (9.5.2) 本 身 就 可 以 说 明 .%* 的 唯一 性 ， 一般 地 ， 我们 有 
引 理 9.5.2 设 让 ，PB,EV， 如 果 
(0,Bi)= (0 ,Pp,) 
对 所 有 的 gcET 成立 ， 则 p= p,. 
证 明 ”由 原 题 条 件 知 (@ ,pl -Pp) =0 对 所 有 的 wxEy 成立 . 特别， 取 w = 
有 - PB 得 
(Bi1-B,,Pi -Pp,)=0 
由 欧 氏 空间 中 内 积 的 正定 性 得 -PP=0, Bl=p. 口 
由 引 理 9.5.2 知道 ， 如 果 
(2(0),B)= (a,.8* (BB))= (0, MB)) 
对 所 有 的 g，pPET 成 立 ， 则 .名 (8) = .和信 ) 对 所 有 的 BEV 成 立 ，.= .8*. 
定义 9.5.1 设 . 名 为 欧 氏 空间 了 上 的 线性 变换 . 则 命题 9.5.1 中 所 说 的 
满足 条 件 
(B02),B)= (a, (BB)), va, BEV 
的 唯一 的 线性 变换 .和 名" 称 为 .如 的 伴随 变换 (adjoint transformation). 口 
引 理 9.5.3 伴随 变换 有 如 下 人 性质: 
(1) (-6  ) ”= .Ai 
(2) (- 名 +. 移 ”=.6 +8 ; 
(3) (1.A) ”= 1 ，VAEGER 
(4) (. 色 网 = .人 7 
证 明 由 于 线性 变换 .如 与 它 的 伴随 变换 .多 "在 同一 组 标准 正 交 基 下 的 撼 
阵 A4，A' 互 为 转 置 ， 由 转 置 矩阵 的 性 质 (47)"= 4, (A+B)'=AT+B"', 
(24)'=447 ,，(AB)T'= BTAT 立即 推出 伴随 变换 的 上 述 性 质 ， 由 伴随 变换 的 定 
义 也 可 以 直接 推出 以 上 性 质 ， 以 性 质 (1) 为 例 : 
性 质 (1): 由 欧 氏 空间 内 积 的 对 称 性 ，. 台 * 所 满足 的 条 件 
(-C(a), 有 )=(w,-B (1B)) (Ya,BEV) 
也 可 以 写 为 
(.6 (1),g)=(1Ba)) (Ya,pET) (9.5.2' ) 
根据 伴随 变换 的 定义 ，(9.5.2) 说 明 (.@&*)* = . 允 ， 
作为 练习 ， 试 自己 证 明 引 理 所 说 的 其 余 3 个 性 质 . 口 
按照 伴随 变换 的 概念 ， 我 们 有 : 
. 避 是 正 交 变换 eo(@,P)= (-B(a)， BCB))= (oa (AB(B))), yo, BEV 
全 .人 .名 = 9e4I4 = 1e4 是 正 交 方 阵 . 
- 避 是 对 称 变换 (A&(@),B)= (a,B*(B))=(0, BB)), Ya, PEvV 
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后. = .Abe4TI=4 人 4 是 对 称 方 阵 ， 

由 于 对 称 变换 .名 的 伴随 .名 "等 于 .名 本 身 ， 也 称 对 称 变换 为 自 伴 变换 (self- 
adjoint transformation ) 

2. 规范 方 阵 的 正 交 相似 标准 形 

正 交 变换 4 的 伴随 .如 = .名 1， 对 称 变换 .名 的 伴随 .%”= .名 ， 它 们 的 共 
同 点 是 : .名 "与 .如 在 变换 乘法 下 可 交换 : .%8* .有 如 = .多多 ， 它 们 的 矩阵 4 也 有 
对 应 的 性 质 ， 474 = 447. 

定义 9.5.2 ”如果 欧 氏 空间 V 上 的 线性 变换 .如 满足 条 件 .如 .如 = .有 把 加 *， 
就 称 .名 是 规范 变换 (normal transformation). 如 果实 方 阵 4 满足 条 件 4T4 = 
44T， 就 称 4 是 规范 方 阵 (normal matrix). 

由 命题 9.5.1， 有 

推论 9.5.1 .如 是 规范 变换 司 . 如 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 规范 方 阵 .、 口 

推论 9.5.2 与 规范 方 阵 4 正 交 相似 的 方 阵 B 仍 是 规范 方 阵 . 

证 明 考虑 R"*! 上 的 线性 变换 .名 : 也 4 和 则 规范 方 阵 4 是 .如 在 
R"*” 自然 基 下 的 方 阵 ， 因 而 .名 是 规范 变换 . B 是 规范 变换 .名 在 R"x1I 的 某 组 
标准 正 交 基 下 的 方 阵 ， 因 而 是 规范 方 阵 . 

也 可 直接 利用 和 矩阵 运算 证 明 如 下 : 

存在 正 交 方 阵 疡 使 如 = P-14P= PTAP. 于 是 

BB = (PTI4P)T(CPI4P) = PTATPPTAP = PTATAP 
= PTAATP = (PTAP)(PTATP) = BBT 
可 见 B 是 规范 方 阵 . 

已 经 知道 正 交 变 换 和 对 称 变换 是 规范 变换 ， 正 交 方 阵 和 实 对 称 方 阵 是 规范 
方 阵 . 还 可 以 举 出 一 些 其 他 的 例子 : 

如 果 变 换 .名 满足 条 件 .%”= - .如 ， 就 称 .名 是 反对 称 变换 (anti-symmetric 
transformation) ， 也 称 为 反 自 伴 变 换 . 反对 称 变换 在 标准 正 交 基 下 的 方 阵 4 满足 
条 件 4 = - 4， 是 反对 称 方 阵 ， 显 然 ， 反 对 称 变换 是 规范 变换 ， 反 对 称 方 阵 
是 规范 方 阵 . 

正 交 变换 .名 的 常数 倍 .如 是 规范 变换 ， 正 交 方 阵 4 的 常数 们 4 是 规范 
方 阵 . 但 当 4z# + 1 时 4.%* 不 是 正 交 变 换 ，4 不 是 正 交 方 阵 . 

在 §9.3 和 §9.4 中 我 们 已 经 找到 了 正 交 方 阵 和 实 对 称 方 阵 的 正 交 相似 标 
准 形 ， 也 就 是 正 交 变换 和 对 称 变换 在 适当 的 标准 正 交 基 下 的 最 简单 形式 的 和 矩 
阵 ， 用 类 似 的 方法 可 以 找到 一 般 的 实 规范 方 阵 的 正 交 相 似 标准 形 . 

例 1 试 确定 所 有 的 2 阶 实 规范 方 阵 . 


解 &a-| ;2 卫生 则 
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4 是 规范 方 阵 
a2+c2 ab+cecd gar+b: ac+bd 
ATA = = AAT- 
ab+rcd b+d’ actbd c+d 
a*+c*=a+b? 
|r eth 
br+d=c +d’ 
而 a te =a tb eb= cocs+b. 
当 c=6 时 ，A 是 对 称 方 阵 ， 已 是 规范 方 阵 . 
设 c= -bzx0, 代入 ab+cd=ac+bd 得 ab -bd= -ab+bd, 即 b(a- 
b 
d)=-bc-d). 由 于 bzx0, 只 能 a-d=0, d=4a. sat 4 -| ) | 易 
一 a 
验证 这 样 的 4 是 规范 方 阵 . 
因此 ，2 阶 规范 实 方 阵 4 必然 是 下 面 两 种 矩阵 之 一: 
(1) 对 角 和 矩阵 . 此 时 4 有 两 个 实 特征 值 ， 


a 5b 
(2) -| ‘| 其 中 50. 此 时 4 有 一 对 相互 共 罗 的 虚 根 a + bi. 


命题 9.5.4 ”如 果实 方 阵 4 是 
6 网 民 0 
准 上 三 角形 矩阵 4 = 或 准 下 三 角形 和 矩阵 4 = ， 
0 43 A, 43 

其 中 4, ，43 是 方 阵 ， 则 

4 是 规范 方 阵 人 4 =0 ， 且 4,，4; 是 规范 方 阵 . 

证 明 显然 当 41!，4; 是 规范 方 阵 时 4 = diag (41,43) 是 规范 方 阵 . 

反 过 来 ， 设 4 是 规范 方 阵 ， 即 4I4 = 447. 证 明 4, = 0 且 4,，4; 是 规 
范 方 阵 . 

先 设 4 是 准 上 三 角形 矩阵 ， 则 


TA 4L 0 |{A! A2| [ATA! * 
AT 4 人 0 4h; x 藉 


Mr_| 4 42 41 0 414T+ 424 了 > 
0 4 作 47 47) 人 x 
474 =447 一 4T14, = AlAT+ A,AT 


= (4141) 二 tr( 4 47) 十 tr(A,A7) 
再 由 tr (4141) =tr(4141) 得 tr(4;47)=0. 
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设 4,= (by) ,x 则 4 = (by) px, 其 中 b§ = bj. 
k k 
记 A424T = §S= (G50) 则 sy = DD ob = 2 bby. 
t=1 i=1 
于 是 


r r k 
tr(AsAT) = tr§ = Ds = D56 =0 
i=1 


i=]1 :=1 


Ob; =0, Vl<i<r, l<si<keA,=0 


A 
因此 ， + mA | ! 网 
3 


4T4， 4141 
=A'A = = AAT= 
4343 4343 


一 4141= 4141 且 4343= 4343 一 4， 与 4; 都 是 规范 方 阵 . 


T 
1 


A 42 
如 果 4 是 准 下 三 角形 规范 方 阵 ， 则 4 人 上 三 角形 规 东方 


阵 ， 由 以 上 证 明知 42 = O ， 仍 得 到 所 需 结论 . 
推论 9.5.3 设 多 是 欧 氏 空间 了 上 的 规范 变换 .名 的 不 变 子 空间 ， 则 W+ 
也 是 .名 的 不 变 子 空间 . 
证 明 将 多 的 标准 正 交 基 {p,…, 及 } 扩 充 为 了 的 标准 正 交 基 M = 
{Bi,… ,PB,}， 则 {PB,,1，,…,P,} 是 WW- 的 标准 正 交 基 ， 由 于 下 是 .用 的 不 变 子 空 
间 ，. 吉 在 基 用 下 的 矩阵 为 准 上 三 角形 矩阵 


A= 
O Ah; 
由 命题 9.5.4 知 4，; = O， 因 此 丈 上 + 也 是 .名 的 不 变 子 空间 ， 口 


定理 9.5.5 设 虚 数 cl+ 上 bi,…，,a+ 上 bi( 所 有 的 只 >0,VYL1< ss) 及 实 
数 2,,,1,… ,4 是 n 阶 实 规范 方 阵 4 的 全 部 特征 值 ， 则 4 正 交 相似 于 如 下 的 标 


准 形 
Ql bl Cs b, 
D = diag | ES (9.5.3) 
一 bi al 一 D， Cs 


证 明 对 nn 用 数学 归纳 法 . 

n=1 时 ，A = (a) 已 经 是 标准 形 . 

n=2 时 ， 由 例 1 的 结论 知 : 如 果 4 的 特征 值 4;，4, 全 为 实数 ， 则 4 是 对 
称 方 阵 ， 正 交 相 似 于 diag (41,4，). 否则 4 至 少 有 一 个 特征 值 是 虚数 ， 因 而 两 
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a b 
人 特征 人 是 相 共 的 认 多 4+ bi， 不 粹 设 5>0。4 = 
干 a 


dl 1 相机 


a b 
P-!'AP= 
-bb a 


以 下 设 =>3， 并 且 假 设 阶 数 小 于 n 的 规范 方 阵 正 交 相 似 于 (9.5.3) 所 说 形 
状 的 标准 形 . 

如 果 4 有 实 特征 值 *, ， 则 存在 属于 特征 值 , 的 特征 向 量 Y,E R"*! 使 4Y, = 
2Z, 单位 向 量 ,= 六 也 仍 是 属于 特征 值 4, 的 特征 向 量 ，X, 可 以 扩充 为 
R"*! 的 一 组 标准 正 交 基 MM = {入 ,… ,第 ,1, 生 ,}， 依 次 以 卫 ， ,…, 天 , 为 各 列 组 成 的 
矩阵 Pi 是 正 交 方 阵 . 

人 Pi = 和 (下 | 下) =( 蚌 ,KE,)B= PB 乡 B= Pir 14P， 
其 中 B 的 第 j 列 是 4X 在 基 Mi 下 的 坐标 ， 特 别 由 AX, = %,X, 知道 下 的 最 后 一 


列 等 于 (0,…,0,4,)"， 
Ls ， 
B= 
B,, An 


由 命题 9.5.4 知道 B= 0 ， 且 .Bll 是 n-l 阶 规 范 方 阵 . 由 归纳 假设 ， 存 
在 n -1 阶 正 交 方 阵 0Q, 使 


1 Q1 bi as b, 
Q; BiiQ,= diag ，" A2s +19°"" An-l 
-bb ai -b, a, 


取 n 阶 正 交 方 阵 P, = diag (Q;, 1) 及 P=PlP,,，, 则 


P-'AP= P;!BP,= di 2 1 
一 “2 2= dlag > 9 > 人 2s5+19 SAn-l3 人 in 
-bl Ql 一 Qs 


具有 (9.5.3) 所 说 的 标准 形 . 

设 4 没有 实 特征 值 ，ai + bi 是 4 的 一 对 相互 共 斩 的 虚 特 征 值 ， 其 中 
b1 >0. 由 第 7 章 推论 7.8.1 知道 R"™*! 上 的 线性 变换 .名 : 对 -> 4 存在 2 维 不 
变 子 空间 外，. 台 | w 的 特征 值 是 a + ji ( 设 外) + Xi 是 4 的 属于 特征 值 ci + 
bi 的 特征 向 量 ,其 中 针 |, 半 ,ER"*!, 则 素 /, 在 了 中 生成 的 子 空 间 多 就 满足 
所 说 条 件 .) 

任 取 多 的 一 组 标准 正 交 基 | Zi ,zj 扩充 为 R"*! 的 标准 正 交 基 M = { 了 ， 
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了,… ,了 ， 设 Pi 是 依次 以 了 1 ,于 ,…, 了 为 各 列 组 成 的 正 交 方 阵 . 则 .如 在 
基 下 的 矩阵 为 


Bi B, 
Pir'AP!/=B:= 
O 万 ; 


其 中 B, 是 .zg|w 在 基 +P , 呈 | 下 的 和 矩阵， 特征 值 为 w+ b1i，B 与 规范 方 阵 4 
正 交 相似 ， 因 此 B 也 是 规范 方 阵 . 由 命题 9.5.4 知 B,= 0O， 且 B,，B; 是 规范 
方 阵 ， 由 例 1 的 结果 知 特征 值 为 a + bi 的 2 阶 规范 方 阵 


al 土 bi 
Bl 二 
二 bi Q1 


取 正 交 方 阵 C, = diag (1,+ 上 1)， 则 


_1 Ql b) 
CU BIO = 
一 bi Ql 


根据 归纳 假设 ， 存 在 正 交 方 阵 8, 将 n -2 阶 规范 方 阵 Bs 相似 于 (9.5.3) 
所 说 形状 的 标准 形 : 


1 . Q2 b2 Qs, b, 
Q;> B;0,= diag ，" 9A2s+19. "An 
一 b» 他 2 一 D Cs 


取 n 阶 正 交 方 阵 P = diag (0Q1, 0,)， P= P,P,. 则 


-1 B 
P-!'AP = P;!BP, = 4 ! 0 
2 B; 2 


国 


ppg, 


. CI1 bi Q2 b» a, b, 
= diag , ， 1 yA2s 41 A 
-0 al -pb2 a2 -bb, a, 


有 具有 (9.5.3) 所 说 形状 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ， 对 任意 正 整数 n， 任意 n 阶 规 范 方 阵 正 交 相似 于 
(9.5.3) 所 说 形状 的 标准 形 . 

根据 实 规范 方 阵 的 正 交 相似 标准 形 ， 可 以 重新 得 出 正 交 方 阵 和 实 对 称 方 阵 
的 正 交 相似 标准 形 : 

由 于 正 交 方 阵 的 特征 值 的 模 等 于 1， 虚 特征 值 形 如 cos ar + isin wk ， 实 特征 
值 为 + 1. 由 定理 9.5.5 得 

推论 9.5.4 正 交 方 阵 正 交 相似 于 标准 形 
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cos al sin al cos a, sin Qa, 
diag . 本 . ,To), — Tn,-2s-1) 
-sin al Cos al —sina, cos as 


由 于 实 对 称 方 阵 的 特征 值 1; ,… ,4 都 是 实数 ， 由 定理 9.5.5 得 
推论 9.5.5 实 对 称 方 阵 正 交 相似 于 标准 形 
diag( 41, , A). 
易 验 证 与 反对 称 实 方 阵 相合 (包括 正 交 相似 ) 的 方 阵 仍 是 反对 称 方 阵 ， 因 此 
与 反对 称 实 方 阵 正 交 相似 的 标准 形 (9.5.3) 中 的 对 角 元 or (1<kss) 及 和) (2s+1 
万) 都 等 于 0， 由 此 得 到 
推论 9.5.6 反对 称 实 方 阵 4 正 交 相似 于 标准 形 


， 0 bi " 4], 
Es 0) py 0 -2 


其 中 6b; >0 (Yl<ka<2s=rank 4). 
反对 称 方 阵 的 特征 值 都 是 纯 虚 数 或 者 0. 
例 2 设 S$ 是 n” 阶 正定 实 对 称 方 阵 ,天 是” 阶 非 零 反 对 称 方 阵 . 求证 : 
det(S + K)>det S， 
证 明 存在 实 可 逆 方 阵 已 使 PITSP1 = 了 7. 记 K,= PIKP,， 则 K, 仍 为 非 零 
反对 称 方 阵 . 存在 正 交 方 阵 Ci; 使 


0 bi 0 bs, 0 
KOQ!= Ko=di 0 ,O(n 2， 
CIKiCi 0 lag -bl 0 -b 0 (n-2s) 


其 中 b>0 (Vl<k<2s=rank K). 且 OILIO = 工 . 
令 P=PQ, 则 P'SP=I, PTKP= Ko, PT(S+K)P=I1+ Kk. 
det (PI'(S+ K)P) = det(I + Ko) 


1 bh 1 有 
= di 9 I jn 2s 
Sl- 1 -b, 1) "2 


= (1+67):…(1+ 6b)>1=det T=det(PTSP) (9.5.4) 


但 
det (PI'(S + K)P)= (det P)?det(S + K), det( PTSP)= (det P)?det S 
因此 ，(9.5.4) 就 是 
(det P)*det(S + K) > (det P)?det § (9.5.5) 
由 于 了 可逆 ，det Px0，(det P)*>0 ， 因 此 (9.5.5) 导 致 
det(S+K)>dets 


如 所 和 欲 证 . 
3. 欧 氏 空间 上 的 线性 函数 与 伴随 变换 
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在 本 章 一 开始 ， 为 了 引入 伴随 变换 ， 利 用 矩阵 运算 证 明了 欧 氏 空间 的 线性 
变换 的 伴随 变换 的 存在 性 和 唯一 性 ( 即 命题 9.5.1). 但 是 ， 线 性 变换 的 伴随 变 
换 是 几何 概念 ， 可 以 通过 纯 几 何 的 方式 来 建立 . 为 此 ， 需 要 借助 于 欧 氏 空间 上 
的 线性 函数 . 

对 任意 数 域 * 上 的 线性 空间 VV， 我 们 将 线性 映射 f/: VF 称 为 VY 上 的 线性 
函数 . mn 维 线性 空间 VV 上 全 体 线 性 函数 构成 F 上 的 一 个 n 维 线性 空间 V”， 称 
为 了 的 对 偶 空 间 . 取 定 了 的 一 组 基 M = {01,… ,0,}， 将 每 个 wxE 了 用 它 在 基 
打下 的 坐标 不 E 严 汪 表示 ， 则 w > 对 是 V 到 列 向 量 空间 严 汪 的 同 构 . 将 每 个 
fEV* 用 行 向 量 和 A=(f(@1),…,f(@,))E Fi*" 表 示 ， 则 /frm> A 是 V* 到 行 向 量 
空间 IX" 的 同 构 ,通过 这 两 个 同 构 将 V，V "分别 用 rr*1，FX* "代表 ， 则 
fEV* 对 mETV 的 作用 

flo)= AX 
通过 行 向量 4 与 列 向 量 天 的 乘法 来 实现 . 

对 每 个 1<i<n， 取 VV 上 线性 变换 a; 将 每 个 iel+…+2e Few， 从 而 
az 将 所 有 的 miFr0(V7zi， 而 a; (@;)=1，a? 在 基 M 下 的 矩阵 为 第 i 个 
分 量 为 1、 其余 分 量 为 0 的 行 向 量 e;:， 由 于 1e1,… ,el 是 所 *" 的 自然 基 ,，M” = 
[er ,…,a’ | 是 V* 的 一 组 基 , 每 个 fEV* 在 基 M* 下 的 坐标 就 是 /在 M 下 的 矩 
阵 (f(@1),…,f(@a,)).M* 称 为 M 的 对 偶 基 . 

欧 氏 空间 V 上 定义 了 内 积 ，V 上 的 线性 函数 与 内 积 有 密切 的 关系 . 

欧 氏 空间 V 上 的 内 积 是 V 上 的 二 元 函数 ， 两 个 向 量 a，P 决定 一 个 实数 
(a ,B)， 如 果 让 a 保持 不 变 ， 则 内 积 (w,B) 可 以 看 作 及 的 函数 

fa:V™R,P >(o,B), 
这 个 函数 由 @ 决定 . 我 们 来 研究 f 的 性 质 ， 以 及 对 应 关系 w F> f 的 性 质 

定理 9.5.6 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ， 则 

(1) 对 每 个 给 定 的 gE V， 映射 户 :Y 一 了 R，pF>(xw,B) 是 了 上 的 线性 函 
数 ， 因 而 是 了 的 对 偶 空 间 六 中 的 一 个 元 素 ; 

(2) 映射 6; VV ，@r> 是 n 维 线性 空间 V 到 V* 的 同 构 映射 ; 

(3) 对 每 个 JE V" ， 存 在 gEV 使 (PB) = (a ,了 ) 对 所 有 的 BPEV 成立. 

证 法 1 (几何 证 法 ) (1) 由 于 内 积 的 双 线 性 性 ， 对 任意 Bp，p, 和 c;，cs 
ER， 有 

folciBi+t capB2) = (60, cBi+t cBy)= clo ,Bi) + cal, Pp,) 
= cifo (Bi) + csfol Bo). 
这 说 明 fh 是 V 上 的 线性 函数 ， 也 就 是 Vy 的 对 偶 空 间 V* 中 的 一 个 元 素 . 

(2) 由 于 内 积 的 双 线 性 性 ， 对 任意 wl，wz，pBE7 和 ci，czER， 有 
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fea, + ea,(B) = (cicl+czo2 ,有 ) =col 有)+c0oz ,月 ) 


= (cifa, + cafo,)(B). 
这 说 明了 
clclol+ e202) = fo ro0, = Cfa + cofa, = C10(01) + c20 (02). 
可 见 o:V>V' 是 线性 空间 VV 到 VV" 的 线性 映射 . 
aEKero wo(g)=f=0f(B)= (a,B)=0, VvBEV 
=>(g,0)=0=a=0 

反 过 来 ， 显然 0E Ker o. 因此 Ker=0. 由 于 dm 了 =dimn Y*， 因 此 是 
可 逆 线 性 上 映射 ， 即 同 构 映射 . 

(3) 由 于 o:V>V’ 是 同 构 映 射 , 因此 是 V 与 V' 之 间 的 一 一 对 应 ,每 个 了 
EV ”对 应 于 唯一 的 gE V 使 s (gg)=/f, 即 14(B)=f(B)= (a,B) 对 所 有 的 
BE Vv 成 立 . 

证 法 2( 和 矩阵 证 法 ) 取 了 的 任意 一 组 标准 正 交 基 M. 将 任意 @,， BEV 用 
它们 在 基 戏 下 的 坐标 在 ，YE R?" 表示. 则 : 

(1) 映射 亡 :T 一 R，1F>(a,p) = X'Y 用 坐标 表示 为 /x :Yr> XTY， i 是 
R"*' 上 由 行 向 量 X 的 左 乘 引起 的 线性 函数 ， 因 此 f 是 V 上 线性 函数 ， 在 基 
MM 下 的 矩阵 为 站 . 

(2) 将 V 中 每 个 向 量 用 它 在 M 下 的 坐标 表示 ，V 上 每 个 线性 函数 FE 三 
用 它 在 放下 的 矩阵 表示 ， 从 而 将 V，V ”分 别 用 列 向 量 空间 R**! 和 行 向 量 空间 
Ri* "表示 . 设 aEV 在 MM 下 的 坐标 为 人 ， 则 所 在 放下 的 矩阵 为 YX"?， 映射 o: 
V>V*，@ Fm> 人 被 表示 为 co:R?xI->RI<"， 疏 F> 大 7， 显然 下 F> 于 是 有 "xl 
到 Ri* "的 同 构 映射 因此 c 是 V 到 V” 的 辣 构 映射 . 

(3) 设 fEV* 在 以 下 的 矩阵 4 =(f(e),…,f(@,)), 取 @=f (ao) 
+…+a)a ， 则 对 任意 有 =xaol+…+xaEY， 有 

f(B)=xif(01) + + Xf 0,), 
(w, 有)= (fa) +t + fo ) oa XO + + rnt ) 
=f/(@1)x1+ + fo, )x,, 

可 见 A(B) = (ee,P) 对 任意 BEV 成 立 .， 口 

由 于 定理 9.5.6 中 所 说 的 上 映射 o:V 一 V” gm> fs (其 中 (PB)= (we,B)) 是 
V 到 V* 的 同 构 映射 ，o 将 了 的 任意 一 组 基 M = |@1,…,@,| 映 到 V* 的 一 组 基 
M' = {fo ，… ,fo 1， 也 称 M' 是 M 关 于 V 的 内 积 的 对 偶 基 . 如 果 M 是 的 标准 
正 交 基 ， 则 M' 中 的 每 个 基 向 量 有 将 @j 玉 >(ai,@)=0(Yjz 让 , 而 f (6@i) = 
(Qj;,0;) =1 .此 时 MY' 就 是 将 V 作为 一 般 的 线性 空间 时 M 的 对 偶 基 . 
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现在 可 以 通过 几何 的 方式 证 明 关 于 伴随 变换 的 命题 9.5.1. 
命题 9.5.1 的 几何 证 法 
设 .如 是 欧 氏 空间 V 上 的 线性 变换 ， 我们 要 证 明 存 在 了 上 唯一 的 线性 变换 
.%"， 使 
(Ba) ,PB)= (a,.8*(B)), Ye, BEV (9.5.6) 
并 且 证 明 .有 交 ，.%" 在 同一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 互 为 转 置 . 
对 任意 BEV 记 fr:V>R，a >(B 了 ,a)， 则 对 每 个 PE V， 映射 f: Vy>R， 
Qa hr>( 有 1,.B(a)) 是 两 个 线性 映射 .名 : Y-> 了 与 了 一 R，prF>(p,w) 的 复合 映射 ， 
因此 是 VV 到 F 的 线性 映射 即 了 上 的 线性 函数 . 由 定理 9.5.6 知 存在 唯一 的 
向 量 BEV 使 /= 廊 ， 也 就 是 (B,.%(@)) = Fu)=(5,w) 对 所 有 的 wETy 成 立 . 
对 给 定 的 .名 , 由 PB 唯一 决定 ， 因 此 .名 决定 了 了 上 一 个 变换 .名 :1 F> 
,满足 条 件 
(B, AB(0))=(B° (PB),0a), VoEV 
对 任意 Bl，pEV 和 cl，c2ER, 由 
(GE (cBi+ cp), oa) = (cBi+t cBy, AB(0))= cB, BE(0)) + cP, B06)) 
= cB" (BP), 0) + co AB’ (Ba),0)= (cB (用 )+c pw) (VoaEV) 
得 
EB (ciBi+ cP) = cl 01)+c CE (B,) 
这 说 明了 .如 是 V 上 的 线性 变换 ， 满 足 条 件 
(-E@ (BB),0)= (PB,AB 0))R(G0),B)= (0,8* (Pp)), Ya, BETV, 
设 .名 ，. 各 "在 标准 正 交 基 M 下 的 和 矩阵 分 别 是 和 4，B， 向 量 a,，pEV 在 M 
下 的 坐标 分 别 是 对 ，Y， 则 等 式 (9.5.6) 成 为 
X'AY = (BX)'Y= X'B'Y, VX,YER"*! 
这 说 明了 BT=A,B=A'， 口 


习 题 9.5 


1. 利用 伴随 变换 的 定义 证 明 伴 随 变 换 的 如 下 性 质 : 

(1) (A+.B)’ = +B ; (2) (AB) = , YAER; (3) (LB)’* = 8" .8*, 

2. 设 4 是 n 阶 反 对 称 实 方 阵 . 

(1) 求证 : 4? 的 特征 值 都 是 实数 且 <0; 

(2) 设 x1 是 4? 的 属于 特征 值 1; 的 特征 向 量 . 则 当 41=0 时 4X/=0; 当 和 zz0 时 
下 = V(X，AXI1) 是 . 才 : 和 FH> 4X 的 不 变 子 空间 ，. 如 | 在 WW 的 任何 一 组 标准 正 交 基 下 的 甜 


0 46 
| ; 小 其 中 + 0i 是 -|y 的 特征 值 且 ,= - 好 . 
01 
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1 
-1 0 1 1 
-1 -1 0 1 
-1 -1 -1 0 


. 求 正 交 方 阵 了 使 P '4P 为 标准 形 . (提示 :利用 第 2 


题 的 结论 ). 

4. 证明: n 维 欧 氏 空间 7 的 线性 变换 .名 的 不 变 子 空间 外 的 正 交 补 呈 是 .名 的 伴随 变 
换 .%* 的 不 变 子 空间 . 

5. 设 . 避 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 ，.%* 是 .名 的 伴随 变换 ， 证明 : Im .%* 是 Ker . 避 
的 正 交 补 . 

6. 证 明 : .是 规范 变换 司 | .8g (a)| = |.&*(@) | 对 所 有 的 gE TV 成 立 . 

7. 举 出 这 样 的 实 方 阵 4 ，4 不 是 规范 方 阵 ， 但 4? 是 规范 方 阵 . 

8. 方 阵 4 与 474 可 交换 ， 这 样 的 方 阵 4 是 否 一 定 是 规范 的 ? 

9. 实数 域 R 上 全 体 n 阶 方 阵 构 成 R 上 nn 维 线性 空间 V= R"x"， 在 了 中 定义 了 内 积 
( 革 , 了 ) = tr(XY7) 之 后 成 为 欧 氏 空间 . 对 VV 上 如 下 的 线性 函数 f, 求 BEV 使 1 (X)=(X,B). 

(1) f (X)=trX; 

(2) 对 给 定 的 4, DER"*", f(X)=tr(AXD); 

(3) 对 给 定 的 4，DER"™*", f(X)=tr(4AX- XD); 

(4) 对 给 定 的 gg，PER'™*", f(X)= oaxXp. 


$89.6 本 空间 
我 们 尝试 将 内 积 推 广 到 复数 域 C 上 的 线性 空间 V. 


比如 ， 先 直接 考虑 C 上 的 列 向 量 空 间 了 = C" 1， 仿照 欧 氏 空间 的 情形 ， 
似乎 仍 可 以 选 一 个 对 称 方 阵 S$， 对 任意 不 ， 了 定义 


(X,Y)= X'SY 
最 简单 地 是 选 $=J， 对 天 =(%i,…,%x4)， 了 = (yi1,…,y,)EV 直接 定义 
(X,Y)= XY= x y+ + wayn (9.6.1) 
则 内 积 的 双 线 性 性 和 对 称 性 仍然 满足 . 但 是 ， 对 于 任意 的 非 零 复 向 量 下 ， 
(下 下) = xi (9.6.2) 
不 一 定 是 实数 ， 更 不 一 定 =0. 将 (9.6.1) 稍 加 修改 为 
(KF,Y)= EY= Ry + + ay (9.6.1’) 


则 (9.6.2) 变 为 
(下 下) = 二 Xi+ + xara = |xi| i++ |x,|*>0 (9.6.2' ) 
这 里 的 关键 是 在 (9.6.1) 中 将 大 的 每 个 坐标 换 成 它 的 共 恩 元 这样， 
(9.6.2) 中 的 复数 的 平方 x? 就 换 成 了 zx; = | x;|*， 成 为 x; 的 模 的 平方 ， 仍 能 保 
证 正定 性 : 当 针头 0 时 (对 ,了 ) 是 正 实数 . 但 这 就 导致 了 欧 氏 空间 对 内 积 的 前 两 
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条 要 求 ， 双 线性 性 和 对 称 性 都 需要 作 调 整 . 我 们 有 : 

定义 9.6.1 ” 设 在 复数 域 C 上 线性 空间 V 上 定义 了 2 元 复 函 数 ， 将 每 一 对 
向 量 g，B 对 应 到 一 个 复数 (@ ,BP)， 并 且 满 足 如 下 条 件 : 

(1) ( 共 轰 双 线 性 )(al + @2,B)= (61,PB)+ (6,P), (a01,P)=4(0,P) 

(Bait+ os)=(B,0) + (PB,o), (B,aa)=4(B,o) 

对 任意 1，@;，PEV 和 XEF 成 立 ; 

(2) ( 共 罗 对 称 性 )(@,B) = (B,a) 对 任意 a，pBEV 成立 ; 

(3) (正定 性 )(@ ,wx) >0 对 任意 0 交 ET 成立 ， 

就 称 (@& ,PB) 为 内 积 (inner product)， VV 为 本 空间 (unitary space). 

例 1 设 V 是 复数 域 上 n 维 数组 空间 C". 对 下 = (xi m…，xn)， 了 = 
(yi1,… ,Yi ) 定 义 

(X,Y)= 元 Yi 十 十 无 nyn 
则 (对 ,了 ) 是 内 积 ，C" 成 为 酉 空间 . 

特别 如 果 将 C" 写成 列 向 量 空间 C"*!， 则 内 积 就 是 ( 半 ,Y) = 了 TY ; 如 果 
9 写成 行 向 量 空间 C“"， 则 内 积 就 是 (下 ,了 ) = XY . 

空间 的 内 积 的 很 多 性 质 与 欧 氏 空间 类 似 . 但 是 有 以 下 两 点 需要 注意 : 

1. | 将 系 4 从 内 积 (Ma ,PB) 中 的 第 一 个 向 量 中 提出 来 ,需要 用 共 轿 作用 : 
(Aa,B) =A(a,P); 而 从 第 二 个 向 量 中 提出 来 ， 则 不 需要 共 思 ; (w,p) = 
A(o,B). 

2. 内 积 (w, 计 ) 中 的 两 个 向 量 交换 位 置 ， 需 要 用 共 罗 作 用 : (@,P) = 
(了 ,a). 而 (wa,w)=(ay,w) 恰 说 明 (w,aw) 是 实数 . 

与 欧 氏 空间 类 似 ， 有 (0 ,w)= (00 ,wx)=0(0 ,w)=0. 特 别 (0 ,0 ) = 0. 因 
此 ， 内 积 的 正定 性 也 可 以 叙述 为 : 

(wa,a)=>0 对 任意 EV 成 立 ， 其 中 等 号 成 立 仅 当 w = 0. 

由 内 积 的 正定 性 可 以 定义 任意 向 量 w 的 长 度 le| =V (la,a). 则 |w|>=0， 
且 |wx| =0ea=0. 


长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 (unit vector)， 对 任意 ez0 ，wo = [Ta 是 
与 c 方向 相同 的 单位 向 量 . 

仍 有 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 不 过 要 稍 加 修改 : 

定理 9.6.1 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 对 酉 空间 了 中 任意 w，pET， 

|(a,b)l < (oa,o)(p,p) 

成 立 ， 其 中 的 等 号 仅 当 a，B 线性 相关 时 成 立 . 

证 明 只 需 考虑 wz0 的 情形 . 由 内 积 的 正定 性 得 

(-(a;p)a+(o xz)p,-(a,p)at(o ax)1)=0 
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展开 得 
(a,B)(a,PB(a,a)- (a,o)(o,B)(B,a)- (oa,P(oa,o)(e,B)+ 
(a,0) (Bp,PB)=0 
两 边 同 除 以 正 实数 (@& ,a)， 并 注意 到 (@,P)(a,PB)= |(a,p)|?, (@,Pp)(p，, 
0)=(a,p)(oa,B)=|(a,B)I: ,得 
(a,a)(B,P)>= |(a,p)|? 
等 号 成 立 仅 当 - (a,B)a+(a,a)B=0，a，,，B 线性 相关 . 口 
将 定理 9.6.1 应 用 到 例 1 中 ， 得 到 
[ai+ + 二 (| 人 + 人 (ly 
对 任意 复数 x;,，y; (1<i<n) 成 立 . 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 
推论 9.6.1 (三 角形 不 等 式 ) ”对 欧 氏 空间 V 中 任意 向 量 m，p， 有 
Ice+plslacl+|1pl. 
在 机 空间 中 不 能 像 欧 氏 空间 中 那样 定义 任意 两 个 向 量 的 夹 角 ， 但 可 以 定义 
正 交 : 
对 本 空间 了 中 任意 向 量 a，B， 如 果 (@,B) =0 ， 就 称 g，B 正 交 ， 记 为 
«lp. 
注意 虽然 一 般 来 说 (a ,PP) 与 (8 ,ce ) 不 一 定 相 等 , 但 (@ ,PB)=0(p,a)= 
， 也 就 是 说 ， 正 交 关 系 是 对 称 的 : gpe>p ea. 
与 欧 氏 空间 类 似 ， 在 西 空间 中 也 可 以 证 明 : 两 两 正 交 的 非 零 向 量 线性 
无 关 . 
与 欧 氏 空间 类 似 ， 在 西 空间 中 也 可 以 用 坐标 表示 内 积 . 具体 做 法 如 下 : 
由 内 积 的 共 轿 双 线 性 性 可 以 推出 : 对 酉 空间 了 中 任意 一 组 向 量 w， 记 和 
一 组 复数 zi, yy, (1l1<isk,lsjsm)， 有 


( 2 so 2 78,) = > D301( 0 B) 
特别 ， 取 了 的 任意 ”组 基 WM -ia 0 |， 设 wm， 在 这 组 基 村 下 的 从 
标 分 别 是 


[rt yl?) 


= (rx NX) 了 = (yy )T 
则 
(w ,有 ) = 二 (Pom 2 oj) 三 2 xiyi( Ci, 0;) 一 XiAY (9.6.3) 
其 中 4 = (aj)inxn，as (0, a,), Vlei, jen. 


对 任意 复 和 矩阵 B， 我 们 将 B 的 共 恩 转 置 吾 7 记 为 B* . 则 (9.6.3) 就 成 为 
(a,B)= XAY (9.6.3' ) 
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由 B8* 的 定义 B* = B7 容易 验证 
(B*)* = 也， (B1B,)” = B> Br 
对 任意 复 和 矩阵 B，B,，B, 成 立 ( 当 然 要 求 乘法 B1B, 有 意义 .) 

(9.6.3) 中 的 和 矩阵 4 是 由 基 M 中 的 向 量 两 两 的 内 积 组 成 的 矩阵 ， 称 为 内 积 
(@ ,PB) 在 基 1 下 的 度量 抢 阵 (metric matrixz) ， 也 称 为 Gram 方 阵 . 

由 于 内 积 的 共 示 对 称 性 ，ay = (ai,oj) = (ooi) = 下 度量 矩阵 4 满足 
条 件 4” = 4， 满足 这 样 的 条 件 的 复方 阵 称 为 Hermite 方 阵 (Hermitian matrix) . 

由 于 内 积 的 正定 性 ,起 "4X > 0 对 所 有 蒜头 0 成立, 满足 这 样 的 条 件 的 
Hermite 方 阵 4 称 为 正定 的 (positive definite)， 记 为 4 >0. 满足 条 件 瑟 * AX>0 
(VY 于 闫 0 ) 的 Hermite 方 阵 称 为 半 正 定 的 (semi-positive definite) ， 记 为 4 二 0 类 似 
地 ， 对 所 有 的 对 闪 0 满足 条 件 忆 * 4 下 <0 (或 下 "4 二 0) 的 Hemmite 方 阵 4 称 为 
负 定 的 (negative definite) (或 半 负 定 的 (semi-negative) ) ， 记 为 4<0( 或 4 三 0). 

设 MK，HMi 是 本 空间 了 的 两 组 不 同 的 基 ， 从 M 到 Mi 的 过 渡 和 矩阵 是 P. 设 
4 ，B 分 别 是 V 的 内 积 在 基 计 ，M1 下 的 过 渡 和 矩阵 . 我们 来 求 4，B 之 间 的 关 
系 . 设 wC，PBEFT 在 基 Mfi 下 的 坐标 分 别 是 定 ，Y， 则 

(oa,P)= X* BY 
另 一 方面 ，m，B 在 基 M 下 的 坐标 分 别 是 PX，PY， 于 是 又 有 
(a,PB)= (PX)’ A(PY)= X*P*APY 
因此 ，X* BY = XY "(PP" AP)Y 对 所 有 的 对 ，YEC"*! 成 立 ， 这 说 明了 B = P* 4P. 

一 般 地 ， 如 果 对 同 阶 复方 阵 4，B 存在 可 逆 复方 了 泗 了 使 B= P* 4P 成 立 ， 
就 称 和 4，B 共 示 相合 (conjunctive matrices) .前 面 所 得 的 结论 就 是 : 

酉 空间 的 同一 内 积 在 不 同 的 基 下 的 度量 矩阵 共 罗 相合 . 

如 果 西 空间 的 内 积 在 某 一 组 基 M = {Pp ,…, 有 | 下 的 度量 矩阵 为 单位 矩阵 
IT， 也 就 是 (p,,B)=0(Yiz 站 且 (pB.,B)=1(Y1<isn), 就 称 M 是 标准 正 
交 基 . 

与 欧 氏 空间 类 似 ， 丁 空间 中 的 任意 一 组 基 可 以 通过 Gram-Schmidt 正 交 化 或 
者 通过 度量 矩阵 的 共 思 相合 改造 成 一 组 标准 正 交 基 ， 这 样 就 得 到 

定理 9.6.2 本 空间 存在 标准 正 交 基 . 任 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 可 以 扩 
充 为 标准 正 交 基 . 口 

定理 9.6.3 任 一 正定 的 Hermite 方 阵 五 可 以 通过 上 三 角形 可 逆 方 阵 了 共 
忽 相合 于 单位 矩阵 : 


T*HT=1 口 
定理 9.6.4 西 空 间 中 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 P 满足 条 件 P*P = 


定义 9.6.2 ”如果 复方 阵 D 满足 条 件 U*U=1, 有 即 U*=U-!,， 就 称 避 为 
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西方 阵 (unitary matrix). 
这 样 ， 定 理 9.6.4 就 可 以 重新 叙述 为 : 
酉 空间 中 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 是 西方 阵 . 
容易 看 出 : 
定理 9.6.5 UU 是 西方 阵 估 尽 的 列 向 量 构成 C"*! 在 标准 内 积 下 的 一 组 标 
准 正 交 基 SU 的 行 向 量 构 成 C* "在 标准 内 积 下 的 一 组 标准 正 交 基 . 口 


习 题 9.6 


1. 在 复数 域 上 2 维 数组 空间 C? 上 定义 函数 
/X,Y)= aripi + brry2 + cxay1 + dx2y2 

当 复 数 a,，65，c，d 满足 什么 样 的 条 件 时 ，f 是 Cz 上 的 内 积 . 

2. 在 复数 域 C 上 3 维 行 向 量 空间 了 = Ci*? 中 定义 标准 内 积 (站 ,了 ) = XY “使 了 成 为 西 空 
间 ， 对 向 量 组 @1 = (1,i,0)，oas= (1,1+i,1 -i)，@3= (0,i,1) 作 正 交 化 求 出 了 的 一 组 标准 
正 交 基 . 

3. 证 明 : 西 空间 了 中 的 向 量 w， 有 正 交 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 复数 x，y，| za + 
| = | xi + | | 成 立 . 

4. 在 mxn 复 矩阵 构成 的 复线 性 空间 V=C"*" 上 定义 函数 (XX ,7 了) = tr(XY” ), 求证 ; 

(1) f 是 内 积 ，C"™* "在 f 下 成 为 西 空间 ; 

(2) 如 果 Ui ，U, 分 别 是 m 阶 、n 阶 西方 阵 ， 则 了 上 的 线性 变换 下 F> U1XU, 是 西 变换 ， 

5. 在 二 阶 复方 阵 构成 的 复线 性 空间 7 = C" "中 定义 内 积 (下 ,了 ) = tr(XY* )， 求 了 中 所 
有 的 对 角 和 矩阵 构成 的 子 空间 WW 的 正 交 补 ， 

6. 车 4AEC”*"， 证 明 ; rank 4=rank 4*4; 特别 ，A*A4=0SA=0. 

7. 复方 阵 U= 4 和 4+iB， 其 中 4，B 是 实 方 阵 ， 求 证: U 是 西方 阵 的 充分 必要 条 件 是 ， 
478 对 称 ， 且 A474 + 好 TB = 了. 
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我 们 知道 : 本 空间 V 中 任意 两 组 标准 正 交 基 M。，MM 之 间 的 过 渡 方 阵 U 是 
西方 阵 . 因此 ， 如 果 了 上 的 线性 变换 .名 在 这 两 组 标准 正 交 基 Mu，M 下 的 拖 
阵 分 别 是 4，B， 则 4，B 之 间 通 过 西方 阵 U 相似 : 

B=U-!'AU 
我 们 称 满足 这 样 条 件 的 复方 阵 4，B 西 相似 (unitary similar)， 我 们 希望 选择 适 
当 的 标准 正 交 基 使 线性 变换 .名 的 矩阵 尽 可 能 简单 ， 也 就 是 希望 通过 西 相似 将 
.和 多 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 化 为 尽 可 能 简单 的 形式 B. 
1. 规范 方 阵 和 规范 变换 
与 欧 氏 空间 上 的 正 交 变换 与 对 称 变换 类 似 ， 在 西 空间 上 也 有 两 类 变换 具有 
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特别 的 重要 性 . 

定义 9.7.1 设 了 是 西 空间 . .zz 是 V 上 的 线性 变换 . 

(1) 如 果 . 避 保 持 向 量 的 内 积 不 变 ， 即 (. 避 (@),.%(B)) = (@ ,PB) 对 任意 的 
x，pcE 成 立 ， 就 称 .名 是 西 变换 (unitary transformation). 

(2) 如 果 (.C(w), 有 ) = (cx, .名 (1)) 对 任意 的 w，pBETY 成 立 ， 就 称 .名 是 
Hermite 变换 (Hermitian transformation ) . 

命题 9.7.1 设 . 名 是 西 空间 了 上 的 线性 变换 ，4 是 .名 在 标准 正 交 基 1 下 
的 矩阵 ， 则 

(1) .名 是 本 变换 人 4 是 西方 阵 ; 

(2) .多 是 Hermite 变换 人 4 是 Hermite 方 阵 . 

证 明 (1) .名 是 酉 变换 估 (-B(w) ,BCB))=(o:1) (Ya,PET) 

AT) (AT)= XX*A*AY=X*Y (YER,YEC"*!) 
全 4 "4h=1SA 是 西方 阵 . 
(2) .名 是 Hermite 变换 全 (-B(w) ,8) = (ECB)) (Vo,BET) 
AN)" Y=X*"A"Y=X*"AY (VX,YEC"*!) 
， 人 4 ”=4 台 4 是 Hermite 方 阵 . 口 

我 们 希望 选择 西 空间 Y 的 适当 的 标准 正 交 基 M 使 了 上 的 酉 变换 或 Hermite 
变换 .名 的 矩阵 尽 可 能 简单 ， 也 就 是 将 .如 在 任意 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 4 
(西方 阵 或 Hermite 方 阵 ) 西 相似 于 尽 可 能 简单 的 形式 .注意 西方 阵 4 满足 条 件 
4 ”= 4"!，Hermite 方 阵 4 满足 条 件 4* = 4， 二 者 有 一 个 共同 点 是 4 * 与 4 在 
矩阵 乘法 下 可 交换 ; 44“ = 4 4. 

定义 9.7.2 满足 条 件 44”= 4 "4 的 复方 阵 4 称 为 规范 方 阵 (normal ma- 


trix ) . 


显然 西方 阵 与 Hermite 方 阵 都 是 规范 方 阵 . 

与 欧 氏 空间 中 类 似 ， 西 空间 YY 上 也 可 以 定义 伴随 变换 和 规范 变换 ， 并 且 
有 : .名 是 规范 变换 后 . 台 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 规范 方 阵 . 

命题 9.7.2 设 .如 是 酉 空间 了 上 一 个 线性 变换 ， 则 存在 了 上 唯一 的 线性 
变换 .多 使 

(2(@),Pb)= (0,.8* (Bp)) 

对 所 有 的 ma，PBEV 成立. 设 .名 在 标准 正 交 基 MM 下 的 矩阵 是 4， 则 .多 就 是 
在 同一 组 基 MH 下 以 4 为 矩阵 的 线性 变换 

证 明 设 MN 是 了 的 任意 一 组 标准 正 交 基 . 向 量 g，pE7 在 基 M 下 的 坐 
标 分 别 是 了 ，YE C”"*!, 设 了 上 线性 变换 .名 在 基 1N 下 的 矩阵 是 4， 则 .35 (@) 
在 基 1 下 的 坐标 为 4X， 

(EB(a),B)=(AX)"Y=¥*A"Y=(0,.B* (Pp)) (9.7.1) 
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其 中 .%z* 是 V 上 的 线性 变换 ， 在 M 下 的 矩阵 为 4. 口 

定义 9.7.3 设 .如 是 酉 空间 了 上 的 线性 变换 .了 上 满足 条 件 

(B08),PB)= (0,.8° (BB)), Yo, BEV 

的 线性 变换 . eh 名 的 伴随 变换 (adjoint transformation). 

如 果 . 克 .如 =. 色 全 成立， 就 称 .多 是 规范 变换 (normal transformation ) . 

ey 4 满足 条 件 4” = 4 ' 知 西 变换 .名 满足 条 件 .名 ”= .%"'; 由 
Hermite 方 阵 4 满足 条 件 4 ”= 4 知 Hermite 变换 .%* 满足 条 件 .如 * = .名 因此， 
酉 变换 和 Hermite 变换 .名 都 与 .%" 在 矩阵 乘法 下 可 交换 ， 都 是 规范 变换 ， 一般 
地 ， 有 : 

推论 9.7.1 .如 是 西 空间 了 上 的 规范 变换 扰 . 多 在 了 的 任意 一 组 标准 正 交 
基 下 的 矩阵 是 规范 方 阵 . 

2. 规范 方 阵 的 本 相似 标准 形 

我 们 先 来 研究 规范 变换 在 标准 正 交 基干 的 最 简 形 式 的 矩阵 ， 也 就 是 研究 规 
范 方 阵 的 西 相似 标准 形 . 然后 将 所 得 到 的 结论 应 用 于 西方 阵 和 Hermite 方 阵 、 
西 变换 和 Hermite 变换 . 

先 从 一 般 的 复方 阵 开始 

定理 9.7.3 任 一 复方 阵 4 酉 相似 于 上 三 角形 矩阵 . 

证 明 对 4 的 阶 数 n 用 数学 归纳 法 . 

当 n=1 时 ，A4 = (a) 已 经 是 上 三 角形 矩阵 . 

设 n 宇 2， 并且 假设 任 一 n -1 阶 复方 阵 西 相似 于 上 三 角形 矩阵. 

设 由 4 的 任 一 特征 值 ，Y' 是 属于 这 个 特征 值 的 特征 向 量 . 则 单位 向 


量 | = TY Y, 也 是 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 


于 可 以 扩充 为 C"*! 的 一 组 标准 正 交 基 Mi = | 于 ,成 1 依次 以 MI 中 
的 基 向 量 为 各 列 组 成 西方 阵 U1， 设 
人 (下 ,KX,) = (KR, ,KX,)B, BAU,= UB 
其 中 B, 的 第 j 列 是 4X 在 基 Mi 下 的 坐标 ， 特 别 ， 由 4 = 1! 知 B 的 第 一 
列 为 (41,0,…,0)r .因此 


1 a! Bl, 
UI AU!=B,= 
0 B,, 


A2 oo x 
T, = Uy 'B» U, = 和 : 
An 
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则 diag (1, DZ2) 是 n 阶 西方 阵 ， 从 而 U = Uidiag (1,U,) 是 n 阶 西方 阵 ， 


oo 
U, 0 B,, U, 
An 


4 被 西 相 似 到 上 三 角形 矩阵 了 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 结 论 对 任意 阶 复 方 阵 4 成 立 . 口 

再 来 看 规范 方 阵 . 根据 定理 9.7.3， 规 范 方 阵 4 也 本 相似 于 上 三 角形 矩阵 
T. 我 们 先 证 明 : 与 规范 方 阵 西 相似 的 上 三 角形 和 矩阵 了 仍 是 规范 方 阵 ， 再 证 
明 : 规范 的 上 三 角形 矩阵 了 只 能 是 对 角 和 矩阵 . 这 就 可 以 得 出 结论 : 规范 方 阵 
酉 相似 于 对 角 和 矩阵 . 

命题 9.7.4 与 规范 方 阵 4 西 相似 的 方 阵 召 仍 是 规范 方 阵 . 

证 明 设 B=U 'AU= 0"AU， 其 中 UU 是 西方 阵 , 即 U-1=U*. 

则 B*=(U*AU)"=U*A*U. 由 A44*=A*A 得 

BB*=U-IAU:U"IA*U=U-IAA4*U=U-!4*AU 
=U-!A4*U:U-'AU=B’*B 

这 证 明了 8 是 规范 方 阵 . 口 

命题 9.7.5 ”上 三 角形 矩阵 了 是 规范 方 阵 作 了 是 对 角 抢 阵 . 

证 明 显然 对 角 和 矩阵 是 规范 方 阵 . 

设 上 三 角形 矩阵 7 是 规范 方 阵 . 对 了 的 阶 数 ” 用 数学 归纳 法 ,证 明 了 是 
对 角 和 矩阵 . 

当 m=1 时 显然 ， 

设 n=2. 并 且 假 设 : -1 阶 上 三 角形 矩阵 是 规范 方 阵 仅 当 它 是 对 角 拢 
阵 . 设 


t22 », 
T= (ty)nxn = 。 . 
“ » 加 -ln 
0 0 tnn 
我 们 有 
i 0 0 \fil * Ftll 世 * 
x 关 : 0 x x 兴 x 关 
7T “了 = 二 
0 » 
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i tl tin\fin 0 0 ol 兴 * 
TT = 0 ¥X x tl2 区 “ : _ 兴 兴 兴 

;1 : : “ 0 

0 … 0 x El, % x 兴 ,天 


其 中 oq = t+ 了 tt + intln. 
比较 T“ 了 与 T7* 了 的 第 (1,1) 元 ,得 
tn= om = bututi2tit + Hntin 
=Ftu+ |t2| + + [tl 


因此 T* T= TT =|)ip ?+t+t|t| =03t2= = t=0. 


可 见 
ti 0 
T= 
0 T», 


其 中 Ty = (与 )2<ijsn 是 m -1 工 阶 上 三 角形 和 矩阵 . 

T*T= TT* 一 17 = T5T5 一 三 是 规范 方 阵 . 

由 归纳 假设 ，72? 是 规范 方 阵 7T2? 是 对 角 和 矩阵 一 了 是 对 角 和 矩阵 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 结论 对 任意 阶 上 三 角形 矩阵 成 立 . 口 

定理 9.7.6 复方 阵 4 是 规范 方 阵 全 4 西 相似 于 对 角 和 矩阵 . 

证 明 对 角 和 矩阵 是 规范 方 阵 . 因此 ，4 西 相似 于 对 角 和 矩阵 =>A 是 规范 方 阵 . 

反 过 来 , 设 4 是 规范 方 阵 . 由 命题 9.7.3，4 酉 相似 于 上 三 角形 矩阵 了 . 
由 命题 9.7.4，7 是 规范 方 阵 ， 由 命题 9.7.5，TT 是 对 角 和 矩阵 . 因此 4 本 相似 
于 对 角 矩 阵 ， 

设 规范 方 阵 4 西 相 似 于 对 角 和 矩阵 DD = diag (41,…,4,)， 则 D 的 对 角 元 
X1,…,4, 就 是 DD 的 全 部 特征 值 ， 由 于 D 与 4 相似 ，41，,… ,4 也 就 是 4 的 全 部 
特征 值 ， 由 4 唯一 决定 (只 有 排列 顺序 可 以 任意 调整 )， 因 此 ， 与 规范 方 阵 4 
本 相似 的 对 角 抢 阵 由 4 唯一 决定 (排列 顺序 可 以 任意 调整 )， 称 为 4 的 本 相似 
标准 形 (unitarily similar canonical form ) . 

3. 西方 阵 和 Hermite 方 阵 的 西 相 似 标 准 形 

由 于 酉 方 阵 和 Hermite 方 阵 都 是 规范 方 阵 ， 它 们 都 西 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 以 
下 只 需 说 明 西 方 阵 和 Hermite 方 阵 西 相似 于 怎样 的 对 角 和 矩阵 . 

命题 9.7.7 (1) 西方 阵 的 乘积 仍 是 西方 阵 . 西方 阵 的 道 仍 是 西方 阵 . 与 
本 方 阵 西 相似 的 方 阵 仍 是 西方 阵 ; 

(2) 与 Hermite 方 阵 共 力 相合 的 方 阵 仍 是 Hermite 方 阵 . 与 Hermite 方 阵 西 
相似 的 方 阵 仍 是 Hermite 方 阵 . 

证 明 (1) 设 4，B 都 是 西方 阵 ， 则 


S28 第 9 章 内 积 


(AB)*(A4B)=B*A*AB=B’IB=B*B=I 
AA4* =I=(A44*)-!=1=(47')*(4-!')=I 
这 说 明 4B 与 4 ! 都 是 西方 阵 . 
设 西方 阵 4 与 方 阵 D 西 相似 ， 存 在 西方 阵 U 使 D=U-'AU. 由 于 U，， 
A ,UU 都 是 西方 阵 ， 它 们 的 乘积 D 也 是 西方 阵 . 
(2) 设 玉 是 Hermite 方 了 泗 ，B 与 五 共 轿 相合 ， 存在 可 道 复方 阵 了 使 B= 
P* HP， 因 而 
B*=(P’*HP)"=P*H*P=P*HP=B 
这 说 明 B 是 Hermite 方 阵 . 
设 复方 阵 4 与 Hermite 方 阵 万 西 相似 ， 存 在 西方 阵 U 使 4=U-!HU = 
Z HU，A 与 刀 共 恩 相合 ， 因 而 是 Hermite 方 阵 . 
定理 9.7.8 (1) 4 是 西方 阵 属 4 酉 相似 于 diag (41,…,4,)， 其 中 |44| = 
1 即 Ap=eos ar+isin aor, Yl<sken; 
(2) 4 是 Hermite 方 阵 会 4 西 相似 于 diag (41,… ,4,)， 其 中 41,… ,4 都 是 
实数 . 
证 明 4 西 相似 于 对 角 和 矩阵 D = diag (41，… ,4,). 
(1) 4 是 西方 阵 心 D 是 西方 阵 D*D= diag (1 ,AAA ) = 了 
AA = | 入 | =1 Blas| =1, A = cos ak + isin ar， Vl<k<n. 
(2) 4 是 Hermite 方 阵 全 是 Hermite 方 阵 
SD’ =diag(A1, ,4,) = 万 = diag(1 ,A,) 
Shr= A V1<k<noh,… 都 是 实数 . . 口 
推论 9.7.2 ”西方 阵 的 特征 值 的 模 都 等 于 1，Hermite 方 阵 的 特征 值 都 是 实数 . 
证 法 1 (利用 定理 9.7.8) ”西方 阵 或 Hermite 方 阵 4 西 相 似 于 对 角 和 矩阵 DD = 
diag (X41,…,4,)， 由 于 4 与 D 相似 ,特征 值 相同 . D 的 全 体 对 角 元 4,,… ,4， 
就 是 D 的 全 体 特征 值 ， 因 此 也 是 4 的 全 体 特征 值 . 由 定理 9.7.8 知 : 当 4 是 
西方 阵 时 所 有 这 些 特征 值 的 模 |4;| =1， 当 4 是 Hermite 方 阵 时 所 有 这 些 特 征 
值 4; 是 实数 . 
证 法 2 (直接 证 明 ) 设 4; 是 复方 阵 4 的 任 一 特征 值 ， 针 = (xu)7 是 
相应 的 特征 向 量 ， 则 


A = 1 于 (9.7.2) 
如 果 4 是 西方 阵 ， 将 (9.7.2) 两 边 同 时 取 共 恩 转 置 得 
下 = (9.7.3) 


将 (9.7.3) 两 边 左 乘 (9.7.2) 两 边 ， 得 
下 ”4 4 下 = 和 1 大 < 四 (9.7.4) 
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由 于 4 "4=7, 且 有 下 =2XI+ +5 二 |x1|*+…+|x,|>0， 由 (9.7.4) 得 
AAi= 1A?=1, |4|=1. 
如 果 4 是 Hermite 方 阵 ， 将 (9.7.2) 两 边 左 乘 和 "得 
下 "4 下 = 和 大 时 (9.7.5) 
其 中 X* AX 是 1 阶 方 了 泗 ， 也 就 是 一 个 复数 ， 它 的 转 置 等 于 自身 ,并 有 利 4* = 
4， 可 得 


了 
下 ”4 不 = 四 * A = (四 "4 大) = 下 "4 四 = 寅 * A 
因此 "4X 是 实数 . 又 里 * 针 是 正 实数 .由 (9.7.5) 得 到 
1 性 ”4 
加 


因此 4; 是 实数 . 

由 于 正 交 方 阵 就 是 实 的 酉 方 阵 ， 实 对 称 方 阵 就 是 实 的 Hermite 方 阵 ， 因 此 
由 推论 9.7.2 再 次 得 到 : 

正 交 方 阵 的 特征 值 的 模 都 等 于 1， 实 对 称 方 阵 的 特征 值 都 是 实数 . 

推论 9.7.3 n 阶 Hermite 方 阵 互 共 思 相合 于 实 对 角 和 矩阵 diag (I.,,, 
-Tp), On- 7)) ， 其 中 r=rank H. 

证 明 存在 西方 阵 U 将 瑟 西 相似 于 实 对 角 和 矩阵 S$S = U* 4U. 又 存在 实 可 
逆 对 角 和 矩阵 4 将 $ 相合 于 DD = diag (1(,), - 7 ,Oo ))， 取 可 闭 复 方 阵 
P=UA, 则 P* HP=D. 

注 : 推论 9.7.3 也 可 以 不 利用 本 相似 的 结论 ， 直 接 用 矩阵 运算 证 明 ， 与 实 
对 称 方 阵 的 相合 规范 形 类 似 ， 可 以 证 明 与 Hermite 方 阵 共 轿 相合 的 diag (7 )， 
-了 -bp)，O(,-,)) 中 的 p 是 唯一 的 ， 等 于 五 的 正 的 特征 值 的 个 数 ， 因而 D 
是 唯一 的 ， 是 Hermite 方 阵 共 罗 相 合 的 规范 形 . 

推论 9.7.4 Hermite 方 阵 五 正定 心 H 的 特征 值 全 部 是 正 实数 . 

例 1 设 A，B 是 同 阶 Hermite 方 阵 ， 并 且 4 正定 . 求证 : 存在 可 道 复方 
阵 了 使 P* 4P 与 P* BP 都 是 对 角 和 矩阵 . 

证 明 由 4 正定 ， 存 在 可 逆 复 方 阵 Pi 使 Pr 4P = I. 记 B, = Pr BP. 
则 互 | 仍 是 Hermite 方 阵 . 存在 西方 阵 上 U 使 D= U* BU 是 对 角 和 矩阵 . 取 P= 
PI1U， 则 己 是 可 逆 复 方 阵 ， 且 

P*AP=U’*IVU=1, P*BP=U*BIUVU=D 


都 是 对 角 和 矩阵 . 
例 2 满足 条 件 4” = -4 的 复方 阵 4 称 为 反 Hermite 方 阵 (anti-Hermitian 
matrix) ， 求 反 Hermite 方 阵 的 本 相似 标准 形 . 
解法 1 4 ”= -4 与 4 在 矩阵 乘法 下 可 交换 ， 因 此 4 是 规范 方 阵 ， 西 相 
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似 于 对 角 和 矩阵 D = diag (ii,…,》)， 对 任意 可 道 复方 阵 P,(P* A4P)* = 
P"A4“"P=P*(-4)P= -~-P*AP，, 可 见 与 反 Hermite 方 阵 4 共 恩 相合 的 方 阵 
P* AhP 都 是 反 Hermite 方 阵 . 特别 ， 与 反 Hermite 方 阵 西 相似 的 方 阵 是 反 Hermite 
方 阵 . 

4 是 反 Hermite 方 阵 人 DD = diag (41,… ,A,) 是 反 Hermite 方 阵 

= -和 (Visk<n) 拓 ii 是 纯 虚 数 或 者 0， 

解法 2 设 4" = -4,， 则 (4) =i(-4)=(-iD(-4)=i4， 可 见 i4 
是 Hermite 方 阵 . 存在 西方 阵 U 使 U* (iA)U=D=diag (al,…,a,)， 其 中 a 
(1 ssn) 都 是 实数 ， 因 此 U* AU=i-i1D = diag (ai,…, -ai), 其 中 -oi 
(1<k<n) 是 4 的 全 部 特征 值 ， 都 是 纯 虚数 或 者 0.、 口 

例 3 求证 : 复 规范 方 阵 4 的 属于 不 同 特征 值 *,，4, 的 特征 向 量 相互 
正 交 . 

证 明 设 41,4,,… ,4 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 ， 重 数 分 别 为 ni, ns,…， 
mi . 则 存在 西方 阵 局 使 

UAU= D= qiag CAT) ,Maro) Arc)) 
DU 的 各 列 B, ,… ,Pp, 组 成 C"*! 在 标准 内 积 下 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
AB: = MBsls ksn; ABi = AsBioni+lskhen+n, 

因此 训 ,… ,是 属于 特征 值 4, 的 特征 子 空间 的 一 组 基 ; BB ,1,…， 
B+ 是 属于 特征 值 1: 的 特征 子 空间 VV 的 一 组 基 ， 设 X,，X, 分 别 是 属于 特 
征 值 MX ，》2 的 特征 向 量 ， 则 X1€ WV，X2€ WW,， 


Xi= 2 wb, X= 过， yn + Ba + 

i=1 j=1 
对 菜 一 组 x，ys4jEC (lgism,lsjsg nz) 成 立 ， 由 于 ,…,p, 是 C"*! 的 标 
准 正 交 基 . 

(Bi,B, 1)) =0 
对 所 有 的 1<i<ni，1<js< mm 成立， 因此 
(X1, ¥,) = A 三 2 2 x (pi,B, 1;) =0 
j= i=1 j=!1 


= 坊 症 | | 关口 
例 4 已 知 Hermite 方 阵 
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试 求 西方 阵 品 使 Um'HU 是 对 角 和 矩阵 . 

证 阴 特征 多 项 式 py(4)=det (A1 - 且 ) = (4+1)* (4 -2), 的 特征 值 
为 2，-1，-1, 

对 特征 值 2 求 特征 向 量 . 解 方程 组 ( 豆 -27) 下 =0， 即 
得 基础 解 YI = | i |. 


2 -i 1 Xi 0 

i 一 2 1 艺 2 二 0 

1 -i -2 儿 x) \0 
1 


对 特征 值 - 1 求 特征 向 量 , 解 方程 组 (及 + 7)X=0， 即 


1 -i 工人 Yi 0 
1 1 | 
1 -i 1A 八 xz3 0 
0 一 
1 1 


将 蕊 单位 化 得 Y= 上 


一 -~ 一 i T 
= EE ,1) . 


将 XY,， 33 正 交 化 ， 选 4 使 下 = 吧 9 - XX, 与 于 正 交 ， 妈 ] 
S00 1 


=0,， = 二 一 
和 = (FR 2 


1 


得 基础 解 奈 = 


(着 2 As) = (Xi, ) 一 人 (天 于) 


i lyr 
7,F) 


1 


证 3 = 下 3 + 7 X=(-1, 
将 于 ，,， 屯 ; 单位 化 ， 得 


1 _1 了 T 证 上 下 
P= TT X01) ， 了 3 = Ea X= 2,i,1) 
依次 以 了 |，Y 了 ,，Y; 为 各 列 组 成 西方 阵 


1 2 
0 
i 

= 5 拓 
1 i 1 
有 拓 


则 由 AY,) =27)， AY, = 一 了 ， 473 = 一 了 3 知 
UIAU=diag (2,-1,-1) 口 
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习 题 9.7 


1. 证 明 : 

(1) 西方 阵 的 不 同 特 征 值 所 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 ; 

(2) Hermite 方 阵 的 不 同 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 ， 

2. (1) 设 瑟 为 可 逆 Hermite 方 阵 ， 则 五"! 为 可 道 Hermite 方 阵 ; 

(2) 设 4，B 都 是 n 阶 Hermite 方 阵 ， 则 48 也 是 Hermite 方 阵 人 42 = B4 ， 
3. 设 Hermite 方 阵 


1 1 _i 

3 

_ 1 1 i 

4 3 6 2 
i i 1 

“6 2 2 


求 西方 阵 品 使 U1'HU 为 对 角 和 矩阵 ， 并 求 Hi (上 为 正 整数 ). 

4. 设 乙 为 西方 阵 ， 且 -1 不 是 0 的 特征 值 ， 证 明 : 

(1) T+ 咒 为 可 道 方 阵 ; 

(2) 五 = (TU)(1+U)-! 为 Hermite 方 阵 . 

5. 设 4 为 规范 方 阵 ，U 为 西方 阵 , 证 明 : U14U 是 规范 方 阵 . 

6. 若 A4”"= -4, 证明: 4+ 上 7 为 可 道 矩阵 ， 

7. 设 ) ,3，… ,hs 是 n 阶 规 范 方 阵 4 的 特征 值 ，m ywa…,pme 是 4* 4 的 特征 值 ， 证 
明 : 

2 = > [23:17. 

8. 设 DU 为 西方 阵 ,， 且 U-14U = B8, 证 明 : tt (4*4)=t(B"*B). 

9. 设 有 H|， 有 HH, 都 是 n 阶 正定 Hermite 方 阵 ， 且 Hi - H, 正定 . 求证 :; HH7!- Hi 1! 正定. 

10. 设 H|，HH, 都 是 n 阶 Hermite 方 阵 ， 且 有 H) 正定 . 求证 ; 有 H; + HH, 正定 的 充分 必要 条 
件 是 : 方 阵 HT'1H, 的 特征 值 都 大 于 - 1， 
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我 们 知道 欧 氏 空间 V 上 的 内 积 满足 三 个 条 件 : 双 线 性 ， 对 称 性 ， 正 定性 . 
我 们 将 内 积 的 概念 推广 到 复数 域 上 的 线性 空间 ， 将 双 线 性 和 对 称 性 稍 加 修改 变 
为 共 思 双 线性 和 共 轿 对 称 性 ， 保 持 了 正定 性 ,得 到 了 西 空间， 在 科学 研究 和 应 
用 中 还 需要 将 内 积 作 进 一 步 的 推广 ， 只 要 求 它 具 有 双 线 性 或 共 固 双 线 性 而 不 要 
求 对 称 性 和 正定 性 ， 这 样 的 “内 积 ” 称 为 双 线性 函数 或 共和 双 线性 函数 ， 

1. 若干 实例 

例 1 将 我 们 生活 的 空间 中 的 位 置 和 时 间 综 合 起 来 看 待 ， 称 为 时 空 ， 其 中 
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每 一 个 点 P 称 为 事件 . 在 一 个 惯性 系 中 建立 坐标 系 了 ， 将 每 个 事件 P 发 生 的 
地 点 用 位 置 坐标 (x1 ,x2,xs) 表 示 ， 发 生 的 时 间 用 ; 表示， 事件 P 用 4 维 实 向 量 
时 = (xi,x2,x3,x4)! 作为 坐标 来 表示 ， 其 中 x4 = ct，c 是 光 在 真空 中 的 速度 . 
这 样 ， 所 有 的 时 空 点 组 成 实数 域 上 的 4 维 空间 了， 以 R* 中 的 向 量 为 坐标 . 设 
V 两 个 事件 P，0 的 坐标 分 别 是 疏 = (xi,x2,x3, zx) 和 了 = (yy2sy3,74)!， 
则 定义 两 个 事件 P，0Q 的 距离 |PQ | 的 平方 为 
PQ |” = (x1 一 Yi) 十 (x2 ~ y2)* + (x3 一 y3)> — (x4 — ya)? 
=(X- Y) D(X-Y), 
1 


其 中 万 = 


这 相当 于 用 和 矩阵 4 在 Rt 中 的 向 量 之 间 定 义 了 “内 积 ” 
(X,Y)= XDY 
|- Yl ?= (对 -了 , 钱 - 了) 就 是 在 这 个 内 积 下 的 “距离 ”的 平方 显然 这 个 
“内 积 ” 满 足 双 线 性 和 对 称 性 ， 但 不 满足 正定 性 ， 距 离 平 方 | 臣 - 了 | 有 可 能 是 
负 实 数 ， 因 此 距离 | 了- 了 | 可 能 是 虚数 . 定义 了 这 种 内 积 的 4 维 实 向 量 空间 称 
为 Lorentz 空间 (Lorentz space). 保持 Lorentz 内 积 的 变换 称 为 Lorentz 变换 
( Lorentz transformation ) . 
Lorentz 空间 内 积 在 Einstein 的 相对 论 中 有 重要 意义 . 如果 将 坐标 系 了 换 成 
另外 一 个 坐标 系 ， 新 老 坐 标 发 ，& 之 间 有 变换 公式 
€ = AX+é0 
(其 中 矩阵 A4E RI* 与 向 量 5oER4xI 及 下 的 坐标 无 关 )， 并 且 坐 标 变换 保持 时 
空 距离 的 计算 公式 不 变 : 
(x1 ~ y1)? + (x2 一 y2)? + (%3— y3)* 一 (x4— y4)? 
= (8 ~- 7 7) + (人 一 772 ) 十 (6&3— 73)7 — (é& - 174) 
即 
(X- YD(X-Y)=(€- nD(E-n) 
那么 T' 也 是 惯性 系 . 
例 2 设 4E 1"*"， 对 任意 着 =(x1,…,x4)'€ Fr*! 定 义 二 次 型 0 (时 ) = 
TAX. 
如 果 8@ (对 ) =0 对 所 有 的 下 ER"“:I 成 立 ，4 应 当 满足 什么 条 件 ? 
解法 1 设 4=(o)vns 则 对 古 = (x1,…,xs) 有 


Q(X)= XAX= ai+t 2) (ay+ an)riw=0 (9.8.1) 
i=1 


lai<jen 
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对 每 个 1<i<sn, 取 x;=1 且 其 余 x;=0(Yjzi)， 代 和 人 (9.8.1) 得 as = 0. 
再 任意 1<i<jsn, 取 x,=x=1 且 其 余 x=0(Vkg 1i, 诈 )， 代 入 公式 
(9.8.1) 得 ajy+ ax=0, ay= -qi 
当 a;j=0(V1 si 过 7) 及 ajy= ~ ai( Vlisi<js n) 时 由 (9.8.1) 知 O ( 厄 ) 
=0 对 所 有 着 E Fr"*! 成 立 . 
因此 4 = (a;),xs 满 足 的 充分 必要 条 件 为 所 有 的 a; =0(V1sisn) 且 
ay= -aix(Vlisi<jsn), 即 A47'= -A，Ah 是 反对 称 方 阵 . 
解法 2 针 'AX 是 1 阶 方 阵 ， 因 此 XTAX = (于 74X)T = 针 TA4TK， 对 任意 外 
Er"*1 有 
TATK= 守 A=0， 从 而 iATX+ XIAX= XiT(AT+ 4) 下 =0 
对 称 方 阵 47+ 4 决定 的 二 次 型 "(47+ 4) 了 守恒 等 于 0cAT+4 = 0 
A'= -4，4 是 反对 称 方 阵 . 
注意 例 2 的 答案 并 非 4 = 0， 而 是 47= -4. 如果 利用 任何 一 个 反对 称 方 
阵 4 在 V= rr*! 上 定义 “内 积 ” 
(X,Y)= XIAY 
这 个 内 积 仍 满足 双 线 性 ,但 既 不 对 称 也 不 正定 ， 反 而 导致 所 有 非 零 向 量 宗 的 
“长 度 ” 的 平方 (, 卫 ) = 0， 当 4 是 可 逆反 对 称 方 阵 时 ， 由 A 定义 的 “内 积 ” 
称 为 辛 内 积 symplectic inner product)， 定 义 了 辛 内 积 的 空间 了 称 为 辛 空间 
(symplectic space). 
2. 双 线 性 函数 的 定义 及 和 矩阵 
定义 9.8.1 设 了 是 数 域 尺 上 线性 空间 . 如果 给 定 了 了 上 的 2 元 实 函 数 ， 
将 了 中 任意 两 个 向 量 w， 有 让 对 应 到 严 中 一 个 数 F(w ,有 B)， 并 县 对 任意 w ，as， 
BEV 和 XEF 满足 如 下 条 件 : 
foarte2,B)=f (0,B)+f (opB), flam1,B)=Af (0,B) 
f (Bort+o)=f (Be) +f (B,os), f(B,ao1)= A (B,o) 
则 (@,B) 称 为 VY 上 的 双 线 性 函数 (bilinear function). 口 
例 3 任 取 数 域 上 任意 n 维 线性 空间 V 的 一 组 基 M = io,… ,a,1， 任意 
取 定 矩阵 4E J"**"， 对 任意 a，BEV， 设 它们 在 基 M 下 的 坐标 分 别 为 全 ，Y 
E88"*! ,定义 f(g,pB)=X'AY. 则 ff 是 V 上 的 双 线 性 函数 . 
反 过 来 ， 容 易 看 到 : V 上 所 有 的 双 线 性 内 积 都 具有 例 3 所 说 的 形式 . 
定理 9.8.1 设 上 的 线性 空间 VV 上 定义 了 双 线 性 函数 f，M = jg,…， 
oj 是 了 的 任意 一 组 基 . 则 任意 g，BET 在 双 线 性 函数 1 下 的 值 / (a ,让 ) 可 以 
由 w，8 在 基 M 下 的 坐标 瑟 ， 了 按 如 下 公式 计算 
f (0,PB)= XAY (9.8.2) 
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其 中 A = (a;),x 4 由 ay = (Qi;,0;) 组 成 ， 称 为 了 在 基 下 的 和 矩阵， 
证 明 设 w， B 在 基 MM 下 的 坐标 分 别 为 了 = (xi,…, x)! 和 Y=(y,", 
入 并 ， 则 


1(o, 有 = 川 六 ii ， > ya 
与 欧 氏 空间 中 类 似 ， 由 f 的 双 线 性 可 以 推出 
/> Xi0ri ， > yo = 2 Xf (i, 0) y; = YiAY 


其 中 4= (oy)ixn, ay=f (aisQj). 口 

f 之 所 以 称 为 双 线 性 函数 ， 是 因为 由 任意 一 个 给 定 的 向 量 g EV 决定 的 
映射 

fo: VF, BY f(a,P)R ya:V~F, Br>f (Pp,a) 

都 是 V 上 的 线性 函数 ， 也 就 是 说 f。 ，gp。 都 是 V 的 对 偶 空间 V* 中 的 向 量 . 

由 f 在 任意 一 组 基 M 下 的 坐标 表示 f(a,PB) = XTAY 知道 六 :了 F> XTAY 
是 由 行 向 量 于 4 决定 的 线性 汤 数 ， 也 就 是 说 f 在 基 M 下 的 矩阵 是 ?4.， &@， 
万 的 坐标 分 别 是 于 ，XX'4， 因 此 从 a 到 的 对 应 关系 由 坐标 表示 为 > XTA 
= 《AXX)' ,这 是 V 到 V’ 的 线性 映射 . 

类 似 地 ，g。 可 以 用 坐标 表示 为 > YTAX = (YTAX)" = XTATY，%。 在 
基 下 的 扼 阵 是 XI47， 上 映射 V->V* ，@ Fm> po 可 由 坐标 表示 为 人 FTAT = 
(4X) 7 ， 也 是 线性 映射 . 

将 线性 空间 V 上 的 全 体 双 线性 函数 1 组 成 的 集合 记 作 L(V,V,F). 取 
定 了 任意 一 组 基 M 之 后 ， 就 在 L(V,V,F) 与 Fr"*" 之 间 建 立 了 1 -1 对应: 
o:L(V,V,F) 一 8"**"， 将 每 个 双 线 性 函数 /对 应 到 上 在 基 M 下 的 矩阵 4 . 

对 于 了 上 任意 两 个 双 线 性 函数 /，g ， 可 以 定义 它们 的 和 

(f+g)(o,B)=f (0,B)+g (0,B), Ya, BEV 
以 及 f 与 任意 aE FF 的 乘积 
(af)(@,B)=a (f(a,B)), Va, PEvV. 

设 g， BETV 在 基 MM 下 的 坐标 分 别 是 了 ，Y，f，g 在 基 放 下 的 矩阵 分 别 是 
A4，B， 则 

(f+g)(oa,B)=f(a,PB)+eg (0o,B)= XIAY + XIBY = XT (A+B)Y 

(af)(@,B)=a (f(a,PB))= a (XIAY)= ¥' (a4)Y 
这 说 明了 f+ g，af 也 是 V 上 的 双 线 性 函数 ， 并 且 它 们 在 基 下 的 矩阵 分 别 是 
A+t+B, aA. 
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可 见 ，L(V,V,) 对 于 以 上 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 封闭 ， 显 然 这 样 的 加 
法 和 数 乘 也 满足 线性 空间 的 8 条 运算 律 ， 因 此 L(V,V,F) 是 上 的 线性 空间 ， 
前 面 定义 的 对 应 关系 

o:L (VV,F)—> EY" 

是 线性 空间 之 间 的 同 构 . 我 们 知道 8*** 是 上 的 nn 维 空间 ， 因 此 L(V,V， 
) 也 是 上 rn? 维 空间 ， 并 且 可 以 由 8r** 的 基 得 出 L(V,V, 五 ) 的 基 . 

由 V 上 每 一 个 双 线 性 东 数 /的 坐标 表示 f(a ,PB) = X'AY 知道 ，0 (w) = 
f(a,a)= XAX 是 VV 上 的 二 次 型 由 于 于 74 天 = (XTAX)T= 守 TATX， 


0 (0) = 方 CXTAK + XATX) = X'SY 


其 中 S= 二 (4 + 49) 是 对 称 方 隆 ， 因 此 /(@ ,a) 就 是 由 对 称 方 阵 十 (A + 47) 决 


定 的 二 次 型 由 于 4 可 以 任意 选取 ， 即 使 是 实数 域 ， 方 (4 + 47) 也 可 以 不 
是 正定 方 阵 ， 因 此 一 般 不 能 通过 | a |?= f(a ,ea) 来 定义 向 量 的 长 度 |@|. 

设 V 上 定义 了 双 线 性 函数 ，M，M1 是 V 的 两 组 基 ，A ，B 分 别 是 f 在 基 
MH，HMi 下 的 矩阵 . 设 基 MW 到 Mi 的 过 滤 和 矩阵 为 P， 则 任意 向 量 a, BP 在 M 下 
的 坐标 环 ， 了 与 w， 有 在 Mi 下 的 坐标 上 ，9 之 间 有 坐标 变换 公式 

X= Pe, Y= Pn 
代入 了 在 两 组 基 下 的 坐标 表示 式 
f(a,P)= XAY = ETBn 
得 到 
f (oa,B)= (PE)' A (Pn)=€ (PAP)N= EBn, VE, NnE PF™*! 
因此 
B= PiAP (9.8.3) 

这 就 是 同一 个 双 线 性 函数 f 在 两 组 基 下 的 和 矩阵 4，B 之 间 的 关系 . 我 们 称 满足 
关系 式 (9.8.3) 的 方 阵 4 与 B 相合 . 

3. 正 交 性 

设 线性 空间 了 上 定义 了 双 线 性 函数 /， 由 于 不 能 f 不 一 定 正定 ， 因 此 不 能 
利用 /来 定义 向 量 的 长 度 和 夹 角 ， 但 是 仍然 可 以 定义 正 交 . 

定义 9.8.2 设 线性 空间 VV 上 定义 了 双 线 性 函数 /， 如 果 向 量 a，BEV 满 
足 条 件 f(@ ,PB) =0， 就 称 w 关于 f 左 正 交 于 B， 记 为 a LL1B; 同时 也 称 关于 
f 右 正 交 于 a 记 为 Blae. 设 5S,，5s 是 V 的 子 集 ， 如 果 对 每 个 geE 5S, 和 
BE 5, 都 成 立 f(@,B) =0， 就 称 $1 关于 f 左 正 交 于 5S,，5s 关于 太 右 正 交 于 
S1， 分 别 记 为 S1 | 41S，，5S2 | gSi. 

这 里 ， 之 所 以 区 分 左 正 交 与 右 正 交 ， 是 因为 (a ,PB) =0 与 (1,c)z0 可 能 
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同时 成 立 ， 这 样 ， 就 出 现 & 与 左 正 交 、 但 并 不 与 B 右 正 交 的 情形 . 例如 ， 
在 R2x2 中 取 4 = 中 定义 双 线性 函数 F (是 , 了 ) = YI47， 则 对 。 = 


(1,0)"，es= (0,1) 有 
f(lei,es)=0， 但 ff (ey,e1)=1z0 

因此 el | ie 与 es ne 成立， 但 el Lne 与 e; Liel 都 不 成 立 . 

与 欧 氏 空间 中 的 情形 类 似 ， 由 子 集 之 间 的 正 交 可 以 得 出 子 集 生成 的 子 空间 
之 间 的 正 交 : 

命题 9.8.2 SLS ee7(S LIV(S$).， 口 

定义 9.8.3 对 了 的 任意 子 集 $S， 定 义 S+ 为 了 TS 的 向 
量 组 成 的 集合 ，S+s 为 了 中 所 有 的 右 正 交 于 $ 的 向 量 组 成 的 集合 ,， 昌 

Str=|IpEVIBLIS!, Se=1pEYIS1 1 

特别 ， 玉 :与 Vs 分 别称 为 PV 在 /下 的 左 根基 (left radical) 和 右 根 基 (right 
radical ) . 

由 定义 9.8.3 及 命题 9.8.2 容易 得 出 : 

命题 9.8.3 (1) 设 和 是 由 集合 S 生成 的 子 空间 ， 则 StL= Wt，S+n= 
Win; 

(2) 设 WW 是 V 的 子 空间 , 则 (Wi) W, (Wia)tiD W; 

(3) 设 WW,，U 是 5V 的 子 空间 , 则 WEU3WiDUL 有 EE WiiD Ui. 

由 /的 坐标 表示 可 以 将 求 WW 二 和 Wt 的 问题 化 为 齐 次 线性 方程 组 来 解 . 

例 4 设 在 3 维 行 向 量 空间 V= Fi*? 上 定义 了 双 线 性 函数 
1 2-1 
2 4 0 
-1 -2 0 
下 是 由 向 量 XX) = (1,0,0)，2 =(-2,1,0) 生 成 的 子 空间 .分 别 求 出 WW， 
BTa，Y+，Yy+a 的 一 组 基 
XiAY =0 [(1,0,0)AYT=0 
x ayr Lo [C21 Aare 


1 2 了 站 Yi 
~ 1 0 0 2 4 0 _ 0 
-2 10 I-10 
-1 -2 0 八 放 
Yi 
1 2 1 0 
| 0 ere 


f (X,Y)= XAY', 其 中 A= 


解 YE 和: | 
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YE WiitY AXT=0 (Yi=1,2)OXATY =0(Yi=1,2) 


1 2 -1Y/Yi 
1 0 0|, , ， 0 
< 一 = 
-2 10 ”2710 
1 0 0 
》1 
1 2 1 0| sy (2, -1,0) (1,0,1) 
© 二 < ，—11， +1i ;U，, 
00 0J”?I7 lo ! 2 


Y3 
因此 ， 玉 二 的 一 组 基 为 1(2, - 1,0),(1,0,1) ， 肌 28 的 一 组 基 为 1(2, - 1,0)1. 
又 YE VireooXAYTT-=-0, VXEV OAF'=0. 


解 方程 组 AY7=0 即 
一 1 入 0 
:he 
1 0 八方 0 


2 
4 
0 
得 解 空 间 的 一 组 基 !(0,1,2)} ， 这 就 是 fs 的 一 组 基 
YEV OYAXT=0, YXEV OVA=0 OATYT=0. 
解 方程 组 4TYi=0 即 
0 
0 


1 2 1 
2 4 0 
-1 -2 0)\y, 


得 解 空间 的 一 组 基 |i(2, - 1,0)} ， 这 就 是 V+ 的 一 组 基 . 口 

例 4 的 算法 适用 于 求 一 般 的 线性 空间 中 的 子 空间 亚 的 多 二 和 Ws. 

一 般 地 ， 设 已 经 将 数 域 上 维 线性 空间 了 中 的 向 量 都 用 它们 在 一 组 给 
定 的 基 戏 下 的 坐标 来 表示 ， 从 而 将 了 与 Ir*! 等 同 起 来 则 双 线 性 函数 上 可 以 
通过 它 在 1W 下 的 矩阵 4 表示 为 

f (X,Y)= XIAY 
(如 果 将 向 量 的 坐标 写成 行 向 量 , 则 f (X,Y) = AY?). 

设 了 的 子 空间 的 一 组 基 称 的 坐标 分 别 是 局 ,…, 素 ,， 则 下 +: 中 的 向 量 的 坐 

标 了 满足 的 充分 必要 条 件 为 


71 
72 


XIAY =0， Vl<i<r (9.8.4) 
依次 以 站 ,…, 轩 , 为 各 列 组 成 矩阵 B 来 代表 子 空间 W， 则 条 件 (9.8.4) 就 是 
B'AY=0 


因此 ， 以 B'A 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 B17AY =0 的 解 空间 就 是 WWF: 中 的 
向 量 的 坐标 组 成 的 空间 ,，V 中 以 B7TAY =0 的 基础 解 系 为 坐标 的 向 量 组 成 Wi 
的 一 组 基 . 
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类 似 地 ， 肌 上 中 向 量 的 坐标 了 满足 的 充分 必要 条 件 为 
YTAXT=0, 即 XIA'Y=0, Vlsigr (9.8.5) 
也 就 是 | 
B'A'Y=0 

因此 ， 以 BTA" 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 BTATY =0 的 基础 解 系 对 应 的 向 
量 就 是 W411: 的 一 组 基 . 

当 下 =V 时 可 以 取 单 位 矩阵 I 的 各 列 作为 V 的 一 组 基 的 坐标 . 根据 以 上 结 
论 , 方程 组 4Y =0 和 A?Y=0 的 基础 解 系 对 应 的 向 量 分 别 是 Vr 和 V+: 的 基 . 

以 上 结论 可 以 总 结 为 : 

定理 9.8.4 设 f 是 数 域 [ 上 维 线性 空间 了 上 的 双 线 性 函数 ，4 是 /在 
基 M 下 的 和 矩阵， 有 是 7 的 子 空间 . 设 B 是 以 WW 的 一 组 基 为 各 列 组 成 的 矩 
阵 . 则 

(1) 吏 - 由 V 中 以 BTAY =0 的 解 为 坐标 的 全 体 向 量 组 成 ， 维 数 等 于 n - 
rank B'A; 

(2) 下 -由 V 中 以 BTATY =0 的 解 为 坐标 的 全 体 向 量 组 成 ， 维 数 等 于 n - 
rank AB; 

(3) Vs 与 Vi 分 别 由 VV 中 以 4Y =0 和 ATY=0 的 解 为 坐标 的 全 体 向 量 组 
成 ， 维 数 等 于 n - rank4 . 

在 例 4 中 我 们 看 到 ， 不 但 多 + 与 Wt. 可 能 不 相等 ， 它 们 的 维 数 都 可 能 不 
相等 . 由 定理 9.8.4 知道 : 虽然 Vs 与 轩 : 可 能 不 相等 ， 但 它们 的 维 数 一 定 相 
等 . 由 定理 9.8.4 还 可 得 出 : 

如 果 双 线性 函数 /在 某 一 组 基 下 的 矩阵 4 是 可 北方 阵 ， 则 Tia= Vl.=0， 
并 且 dim 丈 Ts = dim 有 LT = n -~ dimW. 

定义 9.8.4 设 f 是 数 域 i 上 nn 维 线性 空间 了 Y 上 的 双 线 性 函数 ，4 是 f 在 V 
的 任意 一 组 基 下 的 和 矩阵. 则 rank 4 称 为 上 的 秩 (rank)， 记 为 rank f， 如 果 rank / 
= dimV， 则 称 f 为 非 退 化 的 (nondegenerate) 双 线性 函数 . 口 

注意 /在 不 同 基 下 的 矩阵 相合 ， 具 有 相同 的 秩 ， 因 此 rank f 的 定义 与 基 
的 选择 无 关 ， 是 f 本 身 的 性 质 . 

按照 非 退化 双 线 性 函数 的 定义 ， 由 定理 9.8.4 可 以 推出 : 

推论 9.8.1 设 上 是 有 限 维 线性 空间 了 上 的 非 退 化 双 线 性 函数 ， 歼 是 的 
任何 一 个 子 空间 WW， 则 以 下 结论 成 立 : 

(1) dimWir = dimWir = dimV - dimW:; 

(2) (Wii)ta= W= (Win)t. 

并 且 还 有 : 

定理 9.8.5 设 了 是 有 限 维 线性 空间 了 上 的 双 线 性 函数 . 则 以 下 每 一 个 命 
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题 都 是 f 非 退 化 的 充分 必要 条 件 : 

(1) V+.=0; 

(2) Ta =0; 

(3) 对 每 个 @ 定义 线性 函数 f :Bm> (ap1) 和 po:8r pw) 则 @ 一 
万 与 grF> po 都 是 线性 空间 V 到 V* 的 同 构 ; 

(4) 对 每 个 V 上 每 个 线性 函数 gpg， 存在 唯一 的 gl，a2EV 使 p(B)= (al， 
PB) = (PB,Q2) 对 所 有 BEV 成 立 . 

证 明 任 取 一 组 基 MM， 将 V 中 的 每 个 向 量 @ 用 它 在 村 下 的 坐标 匀 来 表 
示 ,， 设 4 是 f 在 基 M 下 的 矩阵 ， 则 (对 ,了 ) = "AY. 

根据 定理 9.8.4，f* 与 扩 : 分 别 由 方程 组 A4Y =0 和 4TY =0 的 解 空 间 代 
表 . 于 是 

fa=0 人 4 可 道人 所 / 非 退 化 属 47 可逆 司 Vii=0 
这 就 证 明了 (1)，(2) 都 是 了 非 退 化 的 充分 必要 条 件 . 

万 ，Y 可 以 分 别 用 坐标 表示 为 fx: 了 > XTAY 和 px: 了 FF> YTAX = 
(了 4 下) = 天 4 因此 大，pu 在 基 杂 下 的 矩阵 分 别 是 行 向 量 瑟 ?4 和 于 747. 

f 非 退化 ”SA& 可 道 全 线性 映射 和 Fr 时 4 与 于 FF> ThAT 是 同 构 

会 了 到 六 的 线性 映射 gam> 万 与 gr> po 是 同 构 ，(3) 成 立 
今 了 到 三 的 线性 映射 wF> 万 与 whF> pu 是 满 射 ，(4) 成 立 ， 口 

定理 9.8.5 中 所 列 的 3 个 充分 必要 条 件 中 的 每 一 个 都 可 以 作为 f 非 退化 的 

定义 . 特别 是 (1)，(2) 两 条 说 的 是 : 如 果 只 有 零 向 量 与 V 中 所 有 的 向 量 正 交 ， 

则 是非 退化 的 . 对 于 欧 氏 空间 V， 由 于 内 积 正 定 ， 每 个 非 零 向 量 a 与 自身 的 
内 积 (@,@) >0 因而 a 与 自身 不 正 交 ， 当 然 也 就 不 能 与 V 中 所 有 的 向 量 正 交 ， 
这 说 明 了 中 的 内 积 非 退 化 . 可 见 正 定 的 双 线 性 函数 必然 非 退 化 . 反 过 来 ， 非 
退化 不 一 定 正定 ， 因 此， 可 以 认为 非 退 化 是 正定 在 某 种 意义 下 的 推广 . 

设 /是 线性 空间 了 上 的 双 线 性 函数 ， 色 是 了 的 子 空间 . 则 在 友 上 可 以 定 
义 双 线 性 函数 ly 使 fy (a,B) =f/ (a,B) 对 所 有 的 w，BE 多 成 立 .jw 称 为 
f 在 WW 上 的 限制 (restriction). 

设 dim 丈 =r， 将 和 的 任意 一 组 基 Mi = {fal ,…,@, | 扩充 为 V 的 一 组 基 
MHz=io 0 on 则 /在 基 杂 下 的 矩阵 4 = (a;),x ,的 前 7 行 和 前 + 列 
交叉 位 置 的 元 组 成 的 > 阶 方 阵 4, 就 是 fjy 在 基 Mi 下 的 矩阵 . 

如 果 flw 非 退 化 ， 即 4; 可 逆 ， 也 就 是 下 站 下 上 = 开门 Wt =0， 就 称 下 
是 了 的 非 退化 子 空间 (nondegenerate subspace). 我 们 有 : 

命题 9.8.6 设 / 是 ” 维 线性 空间 了 上 的 双 线 性 函数 ， 色 是 了 的 关于 /的 
非 退 化 子 空间 . 则 
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V=We Wi= We Wi 
证 明 先 证 明了 = dmW+ dimWlr= dimW+ dimW1. 
对 任意 gE Vy， 定义 
Pi:W>F, Br>f(oa,B), pa:W>F, Br>f(B,e) 
则 yg!，gp; 都 是 多 上 的 线性 函数 . 由 于 多 非 退化 ， 即 站 jy 非 退 化 . 对 flw 应 
用 定理 9.8.5 的 条 件 (4) ， 知 道 存 在 唯一 的 g1，a2€ 玉 ， 对 所 有 的 BE 下 分 别 
满足 条 件 
f (oa1,B)= p91 (B)=f(a,B) 和 f (Bp,0s)= p(B)=f (Bp,0) 
从 而 
f(g-o,B)=f (BP,o- 0)=0, oa- aE Wt, o-oo E Win 
这 证 明了 每 个 gEvV 可 以 写成 
C= + -OE W+Wi, g=0+ (0- GE W+ Win 
可 见 
V= W+ Wir= W+ Wi 
又 由 殉 非 退 化 知道 W 门 Wi= WW 门 Wls =0 ， 从 而 
V=W+Wii= We Wi, V=W+Wir=We Win 
4. 正 交 关系 的 对 称 性 
设 在 线性 空间 V 上 定义 了 双 线 性 函数 /， 则 可 以 按照 /定义 向 量 之 间 的 正 
交 关 系 : 


f(a,B)=0 a lL.p 

如 果 对 任意 的 gg，pET7 有 wp pLia， 也 就 是 f (@,pB)=0 时 f (Pp， 
xj =0， 就 称 /定义 的 正 交 关 系 是 对 称 的 (symmetric). 

由 例 4 看 到 ， 对 于 一 般 的 双 线 性 函数 ， 正 交 关 系 可 能 不 对 称 . 但 是 不 对 称 
的 正 交 关系 与 我 们 的 习惯 差距 太 大 ， 我 们 更 常用 到 的 是 正 交 关 系 对 称 的 情况 、 

容易 想到 ， 下 面 两 种 双 线 性 函数 定义 的 正 交 关 系 是 对 称 的 : 

定义 9.8.5 设 f 是 线性 空间 VV 上 的 双 线 性 函数 . 

(1) 如 果 f(g,B)=f/(B,a) 对 所 有 的 a，pBEV 成 立 ， 就 称 f 是 对 称 双 线 
性 函数 (symmetric bilinear function); 

(2) 如 果 f(e,B)= -/(B,e) 对 所 有 的 a，pBEV 成立， 就 称 /是 反对 称 
双 线 性 函数 ( anti-symmetric bilinear function ) . 口 

容易 验证 : 

命题 9.8.7 设 4 是 双 线 性 函数 /在 任意 一 组 基 下 的 矩阵 . 则 

对 称 全 4 = A4; 即 4 是 对 称 方 阵 . 

了 反对 称 eh4" = -4， 即 4 是 反对 称 方 阵 . 
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容易 验证 ， 对 称 或 者 反对 称 双 线性 函数 定义 的 正 交 关系 是 对 称 的 . 进 一 
步 ， 我 们 有 

定理 9.8.8 设 /是 线性 空间 了 上 的 双 线 性 函数 ， 则 : 

了 定义 的 正 交 关系 对 称 心 f 是 对 称 或 反对 称 双 线性 水 数 . 

证 明 显然 ， 对 称 或 反对 称 双 线性 函数 上 定义 的 正 交 关系 是 对 称 的 . 反 过 
来 , 设 了 定义 的 正 交 关系 是 对 称 的 ， 我 们 证 明 /是 对 称 或 反对 称 的 双 线 性 
函数 . 

任 取 了 的 一 组 基 M, 设 4 是 /在 基 M 下 的 和 矩阵， 将 了 中 每 个 向 量 用 它 在 
M 下 的 坐标 是 来 表示 ， 则 

f (X,Y)= XIAY 

当 和 =O 时 f (对 ,了 ) =0 对 所 有 的 对， 了 成立， 此 时 当然 f 是 对 称 的 ( 同 
时 也 是 反对 称 的 ). 因此 只 和 需 考 虑 4 zz 0 的 情形 . 

我 们 证 明 4 是 对 称 或 反对 称 方 阵 . 只 要 能 证 明 47 = ah 对 某 个 非 零 常数 a 
成 立 . 则 由 4 = (47) "= (ah)'= a?A 就 可 得 出 a?=1, a= +1，47= + 上 A，4 


是 对 称 或 反对 称 方 阵 . 
由 正 交 关系 的 对 称 性 ， 有 
f (X,Y)= XIAY =0 Sf/(Y,X)= YTAX=0 (9.8.6) 
由 于 Y7AX 是 1 阶 方 阵 ，YTAX = (YTAX)T= XTATY. 因此 (9.8.6) 成 为 


X'AY =0 XIATY=0 (9.8.7) 

(9.8.7) 对 所 有 的 对，YE Fr"r*! 成 立 . 任意 给 定 素 关 0 ，XiAY =0 与 

了 A"Y=0 可 以 看 作 以 了 的 各 个 分 量 y, ,…,y 为 未 知 数 的 两 个 齐 次 线性 方 

程 ， 系 数 和 矩 阵 分 别 是 行 向 量 Th 与 XTA4T. (9.8.7) 说 明 这 两 个 方程 的 解 空间 

Vx™4 与 Yxrar 相 同 .两 个 方程 组 成 的 联 立 方程 组 

XI47=0 

(ro 

的 解 空间 等 于 fr 站 mr = Jr = Jrar. (9.8.8) 的 方程 组 与 (9.8.7) 的 两 个 


(9.8.8) 


Ed 


T 
方程 同 解 ， a 人 Xr4 及 XAT 的 秩 相同 (都 等 于 n - 


dimyxra)， 因 而 行 向 量 组 1XI4 ,XiAT | 与 和 "4 及 ThT 都 等 价 ， 这 证 明了 
XI4 与 天 47 相互 等 价 ， 互 为 常数 信 . 
首先 ， 有 
XIT4=0 全 XT4T=0 (9.8.9) 
如 果 XI4z 关 0 ， 则 存在 由 北 决 定 的 非 零 常数 ay 使 
XI'AT= axk'™A (9.8.10) 
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以 下 证 明 ax 与 下 无 关 .， 也 就 是 对 任意 于 ， 轧 且 
0zXIA =axr XiA, 0 XA = ax, X32A (9.8.11) 
证 明 CX， = OX,: 
如 果 Xi&h 与 X14 线性 相关 ， 存 在 非 零 常数 cE 下 使 224 = cI1A4， 则 
(四 ;一 cI1) "A =0 ， 由 (9.8.9) 知 道 ( 了 , -- cX1)'hT7=0， 从 而 XiAT7= cXIAT. 


、” 同 乘 。  ， 、 . 
XIA'= ax, XIA ——>cKRlAT= ar ci4 即 夺 :47 = ax X24 


与 224 = ax 14 比较 得 ax 14=orx24， 由 2234 关 0 即 得 ax = ar. 
设 了 ?4 与 XA4 线性 无 关 ， 此 时 (XI +X2)T4=XT4+XT40， 因 而 
(有 1+) AT= ax + x,( XI + 于 )74 = ax + x, X14 + ax + x, XIA 
(9.8.12) 
另 一 方面 ， 由 (9.8.11) 得 
(KI+¥) AT= KIAT+ XIAT= ax XIA+ ax, X2A (9.8.13) 
将 同一 向 量 (天 + 处 ,)'AT 在 (9.8.12),(9.8.13) 中 的 两 个 表达 式 相 减 ， 得 
(ax +x, 一 ax,) XiAh + (ax + x, 一 ax,) X24 =0 
由 X14 与 4 线性 无 关 知 
OX + XT OX OX + xX, AX, =0，> CX = Ax + X, = OX, 
这 样 ， 在 所 有 的 情况 下 都 证 明了 ax = ax. 
这 说 明 ax 的 取 值 与 对 的 选择 无 关 ， 对 所 有 使 环 '4 zx0 的 对 都 有 同一 个 非 
零 常 数 a€ 使 KTAT= aX "4A. 显然 ， 当 74 =0 从 而 六 TA4T7=0 时 也 有 747T 
= a 4A. 因此，X TA47= aXTA 对 所 有 的 下 GE 1"*! 成 立 . 特别 ， 依 次 取 六 为 
Fr"*! 的 自然 基 中 的 向 量 e; (1 < i<n)( 其 中 每 个 6; 的 第 ; 个 分 量 为 1. 其余 分 量 
为 0) ， 得 到 
eidTI= ae 过 ，V1I<isDn， (9.8.14) 
其 中 ei4"，ei4 分 别 是 47 与 4 的 第 i 行 . 因此 ，(9.8.14) 说 的 是 :47 的 每 一 
行 都 是 4 的 同一 行 的 a 倍 . 因此 47 是 4 的 a 倍 : 
AT= a4 
由 于 假定 了 4 关 0， 由 
4=(4DI=(a4)T= aa24 
得 到 oo" =1，a=+1l，4T=+ 上 4，4 是 对 称 ( 当 a = 1 或 反对 称 ( 当 wu = -1) 方 
阵 ，f 是 对 称 或 反对 称 双 线性 函数 . 
设 f 是 定义 在 线性 空间 V 上 的 对 称 或 反对 称 双 线 性 函数 .由 于 /定义 的 正 
交 关 系 是 对 称 的 ，f (@,B)=0 名 f (BP,a)=0, 即 a | 418 司 p na. 因此 不 需 
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要 区 别 左 正 交 和 右 正 交 ， 将 左 正 交 和 右 正 交 都 称 为 正 交 ,将 | 1， 都 写 为 
二 . 例如 ， 当 (oa,B)=0 时 称 w 与 了 关于/ 正 交 , 记 为 a 上 B; 对 了 的 任意 
子 集 S 记 St ={pEVIf (a,B)=0, voaEsS}. 

5. 对 称 和 反对 称 双 线性 函数 

我 们 知道 ， 数 域 下 上 维 线性 空间 了 上 的 全 体 双 线性 函数 组 成 下 上 线性 
空间 上 (V,V, 了 ). 给 定 V 的 一 组 基 A 上 村， 则 每 个 fEL(V,V,F) 到 在 M 下 矩 
阵 4 的 对 应 o :fH> 4 是 线性 空间 L(V,V,F) 到 rx*" 的 同 构 . 

V 上 全 体 对 称 双 线 性 函数 组 成 的 集合 S$ (V,V, 下 ) 是 L(V,V,F) 的 子 空间 ; 
严 *"* 中 全 体 对 称 方 阵 组 成 的 集合 S (nm ,天 ) 是 Ir** 的 子 空间 ， 双 线性 函数 到 和 矩 
阵 的 上 述 对 应 o 引起 S$ (了 ,天 ) 到 S(n, 玉 ) 的 同 构 :ol:S(7,7 天) 一 S (mn， 
F), fr>o (f). 

V 上 全 体 反对 称 双 线 性 函数 组 成 的 集合 K(V,V,F) 是 L(V,V, 玉 ) 的 子 空 
间 ，"*"* 中 全 体 反 对 称 方 阵 组 成 的 集合 K (n,) 是 Fr** 的 子 空间 ,02: 
K(V,V,F)>K(n,F)， ft> oo (9) 是 线性 空间 之 间 的 同 构 . 

双 线 性 函数 /在 两 组 基 M，jMi 下 的 矩阵 4，B 相合 : B = PIT4P， 其 中 可 
逆 矩 阵 P 是 M 到 Mi 的 过 渡 和 矩阵 . 根据 对 称 方 阵 和 反对 称 方 阵 的 相合 标准 形 ， 
可 以 选择 适当 的 基 使 对 称 或 反对 称 双 线性 函数 /的 矩阵 取 最 简单 的 形式 . 

第 7 章 $7.2 中 已 经 知道 对 称 方 阵 相 合 于 对 角 矩 阵 ， 由 此 得 到 

定理 9.8.9 设 数 域 F 上 维 线性 空间 上 定义 了 对 称 双 线 性 函数 f/， 则 V 
中 存在 正 交 基 M = iei ,…,aw, 1, 使 f 在 MM 下 的 矩阵 为 对 角 阵 

A=diag (al,,a,,0,.%,0) 
其 中 r=rank f, a;x¥0, Vl<i<r. 
当下 是 实数 域 R 时 ， 可 以 进一步 使 
4=diag(ro， -TO )) 
当 F 是 复数 域 C 时 ， 可 以 进一步 使 
A=diag (1;,, On-_,)) 口 

对 于 反对 称 双 线性 函数 上 和 反对 称 方 阵 4 ， 我 们 有 : 

定理 9.8.10 设 了 是 数 域 尺 上 线性 空间 了 上 的 反对 称 双 线性 函数 ， 则 存在 
V 的 基 MM 使 f 在 MM 下 的 矩阵 为 准 对 角 和 矩阵 


0 1 0 1 
D = diag 1 0 ss 1 0 ,0,.…,0 (9.8.15) 


上 任意 反对 称 方 阵 A 相合 于 (9.8.15) 中 的 准 对 角 和 矩阵 . 
证 明 对 n= dimV 用 数学 归纳 法 . 当 n=1 时 /在 任意 一 组 基 下 的 矩阵 为 
1 阶 反 对 称 方 阵 4 = (0) ， 具 有 (9.8.15) 所 说 形状 . 
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设 n>>2， 并 且 设 维 数 低 于 =” 的 线性 子 空间 上 的 反对 称 双 线性 函数 在 适当 
的 基 下 的 和 矩阵 具有 (9.8.15) 所 说 形状 ， 证明 ” 维 线性 空间 V 上 的 反对 称 双 线性 
函数 在 适当 的 基 下 的 矩阵 具有 (9.8.15) 所 说 形状 . 

如 果 了 f=0， 即 f(g,P) =0 对 所 有 的 a,B EV 成 立 ， 则 了 在 每 一 组 基 下 的 
矩阵 都 是 零 方 阵 ， 具 有 (9.8.15) 所 说 形状 . 

以 下 设 /0. 存在 a1,PiEV 使 f (@1,B)=azx0. 取 gm,=a -18， 则 
fle,02)=f (Gi,B1)a !=1. 另外 还 有 (Qi,@1)=f (60,0) =0, f(a， 
01)= -9(0,02)=~1. 设 WW=V(ei,@) 是 ,es 生成 的 子 空间 . 则 f|yw 
在 基 |ig;，a, } 下 的 矩阵 为 

-| 0 
-1 0 


由 于 detD, =1，D), 可 逆 ，W 是 V 的 非 退 化 子 空间 ， 由 命题 9.8.6 ，『 = W@W 
由 于 dim WW+ =n—2, 根据 归纳 假设 ， 存在 胞 上 的 一 组 基 M, = { 3， 
Q, | 使 fiw 在 基 M, 下 的 矩阵 D, 具有 (9.8.15) 所 说 形状 


， 0 1 0 1 
D, = diag _1 0 9 _10 ,0,…,0 


于 是 M= {oi,02,03,… ,0 | 是 V 的 一 组 基 ， /在 这 组 基 下 的 矩阵 


D = diag (D1,D,)=4i 机 | .00 
= diag i» 2/ 一 dag _1 oF 9 _1 0| 9 


具有 (9.8.15) 所 说 形状 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ， 定 义 了 反对 称 双 线 性 函数 f 的 任意 维 数 的 线性 空间 
V 都 存在 这 样 的 基 A 寻 ,使 f 在 MM 下 的 矩阵 具有 (9.8.15) 所 说 的 形状 . 

对 任意 n 阶 反对 称 方 阵 4E rr**， 在 8"*!1 上 定义 双 线 性 函数 f ( 革 , 了 ) = 
XAY, 则 了 是 反对 称 双 线 性 函数 ,由 前 面 的 结论 知 : 存在 所 *! 的 基 M = 
{ ，…, 了 ,| 使 了 在 这 组 基 下 的 矩阵 D 具有 (9.8.15) 所 说 形状 . 依次 以 
天 ,… ,于 ,为 各 列 组 成 可 道 方 阵 P， 则 PT4P=D. 

注 : 对 于 定理 9.8.9 中 定义 了 对 称 双 线 性 函数 的 线性 空间 ， 可 以 用 几何 方 
法 直接 找 出 一 组 正 交 基 来 证 明定 理 结论 的 正确 性 . 对 于 定理 9.8.10 中 的 反对 称 
方 阵 4 ， 可 以 直接 作 相 合 变换 将 它 化 为 (9.8.15) 的 形状 来 证 明定 理 结论 的 正确 
性 . 你 不 妨 自己 试 一 试 . 

作为 欧 氏 空间 的 推广 ， 可 以 将 任意 数 域 上 线性 空间 了 上 定义 的 非 退 化 
对 称 双 线 性 函数 了 作为 了 Y 上 的 内 积 ， 了 上 保持 这 个 内 积 不 变 ( 即 满足 条 件 
(AB(0),B(B))=f(a,),Y a ,BEV) 的 可 逆 线 性 变换 .名 称 为 了 上 的 正 交 变换 . 
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任意 数 域 F 上 线性 空间 V 上 定义 的 非 退 化 反对 称 双 线 性 函数 称 为 VY 上 的 辛 内 积 
(symplectic inner product) ， 定 义 了 辛 内 积 的 空间 称 为 辛 空间 (symplectic space) ， 辛 空 
间 上 保持 辛 内 积 不 变 的 可 逆 线 性 变换 称 为 辛 变换 (symplectic transformation ) . 

6. 共 力 双 线 性 函数 简介 

对 于 复数 域 上 C 的 线性 空间 V， 可 以 讨论 共 思 双 线性 函数 f， 它 将 了 中 每 
一 对 向 量 g，B 对 应 到 一 个 复数 / (a ,5)， 并 旦 满足 如 下 条 件 : 

(oli+oa2o, 有 B)=(cl, 记 )+ (@2,B), (a01,B) = 和 (@1,Pp) 
(B,a1+02)= (PB,o) + (BP,e), (Baa)= 4 (BP,e) 
对 任意 ol ,0@2,B EV 和 XEF 成立 . 

任 取 了 的 一 组 基 W = | cl ,…,a, |}， 则 可 以 通过 任意 向 量 a ,BEV 在 基 

下 的 坐标 来 计算 Ac ,Pp) 

f(a,B)= XX" AY 
其 路 ”= 针 ，A 和 =(ay)ixs 由 ay=f (Qi,0)(Y1sgi,js<n) 组 成 ， 称 为 /在 基 
首 下 的 矩阵 . 设 B 是 f 在 另 一 组 基 Mi 下 的 矩阵 ， 则 B = P* 4P， 其 中 可 首 算 
阵 已 是 基 M 到 Mi 的 过 渡 和 矩阵. 

一 般 地 ， 如 果 对 复方 阵 4，B 存在 可 北方 阵 了 使 B=P* AP， 就 称 4,，B 
共 粥 相合 ,4 ，B 共 轿 相合 和 4，B 是 同一 个 共 示 双 线性 函数 在 两 组 基 下 的 
矩阵 . 

如 果 共 轿 双 线性 函数 /满足 条 件 : f (a,P)=f(p,a),，YVe，BEV， 就 
称 /是 Hermite 的 . 是 Hermite 的 Sf 在任 一 组 基 下 的 矩阵 4 是 Hermite 方 阵 
( 即 4 = 4). Hermite 矩阵 共 思 相 合 于 规范 形 diag (I,), - 7 ,0 »). 
可 以 适当 选择 了 的 基 使 Hermite 共 思 双 线 性 函数 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 规范 形 
diag (Top), — Ter-p)» O(n 1)). . 

复线 性 空间 V 上 每 个 Hermite 共 思 双 线性 沙 数 决定 V 上 一 个 一 元 函数 
有 (a)=f (a,a)， 称 为 VY 上 的 Hermite 型 . 注意 每 个 有 (@) 取 值 为 实数 . 由 了 
在 了 的 基 杂 下 的 矩阵 4 可 以 得 到 (6) 的 坐标 表示 

H(a)= XX" AX 
其 中 下 是 c 在 基 M 下 的 坐标 . 如 果 吾 (we)>0 对 了 中 所 有 的 非 零 向 量 w 成 立 ， 
就 称 Hermite 型 H 是 正定 的 ， 此 时 也 称 Hermite 共 示 双 线性 函数 f 是 正定 的 . 
Hermite 型 正定 人 Sf 在 任意 一 组 基 下 的 和 矩阵 4 正定 . 

如 果 共 思 双 线性 函数 满足 条 件 : f(w ,1) = -了 (Bh,a),，Ya,BEV， 就 
称 f 是 反 Hermite 的 . f 是 反 Hermite 的 全 /在任 一 组 基 下 的 矩阵 4 是 反 Hermite 
方 阵 ( 即 4” = - 4). 由 于 反 Hermite 方 阵 4 可 以 写成 4 =i(-i4) 的 形式 ， 其 
中 ( -i4)"= -ii = -i4，-i4 是 Hermite 方 阵 . 而 了 相应 地 写成 i( -if) 的 
形式 ,其 中 -if 是 Hermite 的 . 既然 反 Hermite 苍 双 线 性 函数 和 反 Hermite 方 
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阵 分 别 是 Hermite 共 恩 双 线 性 函数 和 Hermite 方 阵 的 i 倍 ， 由 Hermite 共 斩 双 线 
性 函数 和 Hermite 方 阵 的 性 质 可 以 直接 导出 反 Hermite 共 斩 双 线性 函数 和 反 
Hermite 方 阵 的 相应 性 质 . 


习 题 9.8 


1. 求证 : 线性 空间 了 上 每 个 双 线 性 函数 /都 可 以 写成 对 称 双 线 性 函数 与 反对 称 双 线性 
函数 之 和 ， 

2. 设 0 是 线性 空间 了 7 上 的 二 次 型 . 在 V 上 定义 f (a,P)=0(a+B)-0(a)-0(p)，, 
求证 : 

(1) f(a,P) 是 V 上 的 对 称 双 线性 函数 ; 

(2) Q (a) = 方 / (a,a) 对 所 有 的 gEV 成立; 

(3) 对 了 上 任意 线性 变换 .名 ，(. 名 (ae),.B(p)) = (a,B)(Y a,BEV) 的 充分 必要 条 件 
是 0(.B(ea))=0O(c)CVeED). 

3. 求证 : 线性 空间 VV 上 的 双 线 性 函数 f(a,B) 可 以 写成 线性 函数 有， 之 积 (a,8) 
= 1(@)f,(B) 的 充分 必要 条 件 是 ，rank f=1. 

4. 设 了 = R'*? 是 实数 域 R 上 2 维 行 向 量 空间 . 向 量 六 = (x1,x2)，Y 了 =(y1,y2)EV. 在 
7 上 定义 的 下 列 函 数 是 否 为 双 线 性 函数 ? 是 否 为 对 称 或 反对 称 双 线性 函数 ? 


XI MX2 


Won-| ; 
y1 7y2 


(2) f (X,Y)= (XX- Y)(X- Y)'; 
(3) f (X,Y)= Q(X+Y)- Q(X)- 0(Y), 其 中 0 (X)= XX (¥ XEV). 


1 
0 
列 式 函 数 f( 素 ,7 了 ) = det (下 ,了 )， 其 中 (天 ,了 ) 是 依次 以 于 , 了 为 列 组 成 的 矩阵 . 


5. 证 明 : 如 果 了 = | ] 人 (人 则 了 就 是 行 


6. 在 数 域 i 上 2 维 列 向 量 空间 了 = | | 小 
(1) 证 明 F( 互 ,了 ) = det (X,Y); 
(2) 当 了 (对 ,7 了 )=0 时 定义 对 | 7. 证 明天 | 了 会 了 | 大全 在 与 了 线性 相关 ; 
(3) 如 果 了 上 线性 变换 .多 : 瑟 F> 4X 满足 条 件 
f(ABFR), BY))=f (FR,Y), VX,YETY, 
就 称 .多 是 了 上 的 辛 变换 (symplectic transformation) . 证明: 
.名 是 辛 变换 | ? 小 -| 0 ,waa 
-1 0 -1 0 
7. 证明 : 设 数 域 上 pn 维 线性 空间 了 上 定义 了 非 退 化 反对 称 双 线性 函数 /. 
(1) 证 明 ; 是 偶数 ; 
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Tn) 

To 0 
(3) 证 明 : .名 是 了 上 的 辛 变换 名 4 在 基 1 下 的 矩阵 4 满足 条 件 47E4 = 有 H; 
(4) 满足 条 件 47H4 = HH 的 方 阵 称 为 辛 方 了 泗 . 要 使 以 下 方 阵 


人 人 


是 辛 方 阵 ， 其 中 的 m 阶 块 P ,0 ,应 当 满 足 什 么 样 的 充分 必要 条 件 ? 


0 
(2) 证 明 ; | } 其 中 由 = 半 ; 


$9.9 更 多 的 例子 


例 1 设 厂 是 Hermite 方 阵 . 证 明 : 

(1) 7Yt+i 吾 是 可 道 方 阵 ; 

(2) 吕 = (T+ 如 )(1 -i 且 )-! 是 西方 阵 . 

证 明 存在 西方 阵 P 了 使 D= P- iHP= diag (41,…,4,)， 其 中 4 ,…, 全 
部 是 实数 . 而 H = PDP -1. 

(1) I+iH=1T+iPDP-!=P(I1+iD)P-'. 其 中 对 角 和 矩阵 

Tt+iD=diag(1+hii ,1+)i) 

的 对 角 元 1+ MAxiz0(VI<5<n)， 因 此 7+iD 可 道 ， 从 而 己 (7T+iD) 忆 -1 
可 逆 . 

这 就 证 明了 I+iH 可 着 . 

(2) U=(I+iH)(1 -iH)=P(I+iD)(I- iD)-!P-! 

-pee 于 刘 各 je 
(1 太志 nn) 的 模 


1 + Ari 
1 -Ai 
| = |1+ Ai _ VI+aA4 1 
11-Aail 和 邓 
因此 diag (py,… ,ps) 是 西方 阵 . 而 妃 是 西方 阵 ， 因 此 
U= Pdiag (Ai，…，An) 已 - 


其 中 每 个 4 二 


是 西方 阵 . 
如 果 只 是 证 明 7+i 吾 可 道 ， 则 不 必 将 召 通 过 酉 相似 对 角 化 ， 可 以 采用 另 
一 种 证 法 如 下 : 
如 果 了 +i 互 不 可 道 , 则 ti (IT+tiH)= +tiiI-H 不可逆， 从 而 行列 式 
det( 土 ~ 石 ) =0， 也 就 是 说 * = +i 是 日 的 特征 多 项 式 py = det (MT- 五) 的 
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根 ，+i 是 五 的 特征 值 ， 然而 Hermite 方 阵 五 的 特征 值 全 是 实数 ， 不 可 能 等 于 
纯 虚 数 + i， 这 就 证 明了 T+iH 可 首 . 
例 2 设 复方 阵 和 =(aj),x4s 与 B=(6by),x» 丁 相似， 求证 : 4 的 元 的 模 的 
平方 和 等 于 B 的 元 的 模 的 平方 和 
| ay|” = | by|? 
证 明 首先 ,注意 互 = 4" Ah = (h;),x ,的 对 角 元 


nA 


一 一 2 
hy= duay + Hd + + dvaw = 2 oj| 


因此 4* 4 的 对 角 元 之 和 | 


tr(4*4) = 2 hy = 2 2 lol 
等 于 4 的 所 有 元 的 模 的 平方 和 . 同 理 ，tr (B“* B) 等 于 B 的 所 有 元 的 模 的 平 
方 和 . 

由 于 4 与 B 西 相似 ,存在 西方 阵 U 使 B=U-!4U=U*AU. 于 是 
B*B=(U”AU)’(U*AU)= UA*UU*AU=U"A*AU=U-!(A*A)U 
4“ 和 与 BB 相似， 迹 相等 : tt (4 "4)=tr(B8B”"B)， 也 就 是 说 4 的 所 有 元 的 

模 的 平方 和 等 于 B 的 所 有 元 的 平方 和 .  ” 口 
例 3 (Schur 不等式 ) 4 = (ay),xs 是 n 阶 复方 阵 ，41 ,…,4, 是 4 的 全 体 
特征 值 . 求证 : 


tr(4*4)= 2 | or = > (9.9.1) 
其 中 的 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 4 是 规范 方 阵 . 
证 明 存在 西方 阵 上 UU 使 B= U-'14U =(b;),x, 是 上 三 角形 矩阵 


bl bl 全 bln 

0 by : 
B= 

: 和 bn_i,n 

0 … 0 bm 


B 的 全 体 对 角 元 511，,…, bi 就 是 B 的 全 体 特征 值 ， 也 就 是 4 的 全 体 特 征 值 
Al1 "Ans 


S11al? = Db < 2 | | ”= tr(B*B) 
i=l1 i=1 


tr(U"A*AU)=uU (AAU) = (A'A) 
其 中 < 的 等 号 成 立 导 6 =0 对 所 有 的 i<j 成立 
入 B 是 对 角 矩 阵 全 4 是 规范 方 阵 . 口 
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例 4 (权能 (Ky Fan) 与 0.Tausky) 设 五 ，H, 都 是 Hermite 方 阵 ，H, > 0， 
且 HH, 是 Hermite 方 阵 . 证 明 : HI1H,>0 富 H,>0 

证 明 H,>0=>H7!=(H7')* HHr!>0. 

存在 可 道 复 方 阵 Pi 使 Pr Hr!P, = I. 4 = PI HP 也 是 Hermite 方 阵 ， 
存在 西方 阵 也 使 40 =DD= diag (41,…,4,) 是 对 角 和 矩阵 .DD 仍 有 是 Hermite 
阵 从 而 是 实 对 角 和 矩阵 . 记 Q= PIUVU, 则 Q*HriQ@=1, 0*HQO=D. 记 P= 
Q-， 则 

Hr'=Pp*P, H,=P"* DP 
于 是 H1H,= (Hiri!')-'1H;= P-'DP. 因此 D 的 全 部 特征 值 就 是 HH, 的 全 部 
特征 值 . 
有 HH!H; > 0 名 HH 的 特征 值 全 为 正 全 六 的 特征 值 全 为 正 
多 刀 >0 全 于 = 忆 DP>0 口 

我 们 知道 ， 每 个 半 正 定 实 对 称 方 阵 $ 都 可 以 写成 某 个 半 正 定 实 对 称 方 阵 
51 的 平方 : S = $1. 进一步 ， 可 以 证 明 这 个 $ 是 由 8 唯一 决定 的 . 更 一 般 
地 ， 我 们 证 明 每 个 半 正 定 Hermite 方 阵 H 都 可 以 写成 某 个 半 正 定 Hermite 方 阵 
吾 ; 的 平方 ， 而 且 AH, 由 HH 唯一 决定 . 

例 5 ( 半 正 定 Hermite 方 阵 的 平方 根 ) 设 吾 是 半 正 定 Hermite 方 阵 ， 则 存 
在 唯一 的 半 正 定 Hermite 方 阵 有 H| 满足 条 件 H = H?. 

证 明 ” 互 西 相似 于 实 对 角 算 阵 D = diag (41,…,4,,0,…,0)， 其 中 = 
rankk 要 ,A1,… ,4, 是 HH 的 非 零 特征 值 ， 且 由 H>0 知 4;>0,，Y1lgigr. 且 可 
调整 顺序 使 4 >4s>>… 宇 4, > 0. 存在 西方 阵 UU 使 = U* DU .对 每 个 1<i< 
r 记 j= VNh>0， 则 jz p>… 宇 p>0， 取 

H,= UU" diag (p41 ,p30,°%,0)U 

则 五 >0 且 H?= 及 ,符合 要 求 . 

设 男 有 半 正 定 Hermite 方 阵 万 ; 使 = H}. 存在 西方 阵 U, 使 

H, = Uy diag (yi1,°*,v,,0,.% ,0)U, 
其 中 s = rankH,, 且 J1 六 >0， 由 
H = Hi = U? diag (vy?,** ,v2,0,.%,0) U, 

知 3 = rank 万 = r， y? ,2 是 殖 的 全 部 非 零 特 征 值 ， 分 别 等 于 A1; X42 ，…， 
4,， 于 是 每 个 六 = VAi = pi, Vl<i<r. 

由 8?= 右 = HH2 得 

D diag (pf, ,p20,°,0)U = UY diag (2, ,12,0,.% ,0) U, 

diag (pt , p20, ,0) UV? = UUY diag (19 , 12,0, ,0) (9.9.2) 
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设 jy! ,… ,py 中 全 部 不 同 的 值 为 pr > pt > > jp， 将 diag (jp1,*… ,p10,*… ,0) 
写成 分 块 形式 
diag Cp Lon) po pln), O(n- 7)) 
从 而 diag (ji,… ,2,0,… ,0) 写 成 分 块 形式 
diag (px Tn) pr Tn ,pt Ta) O(n-n) 
其 中 避 > /8> > 后 >0. 
将 UU;2 也 写成 分 块 形式 
Ul 省 Uiprl 
VD = (Uy)(r) url) = : : 
Le 
使 每 个 块 Uj 是 nx nj 和 矩阵. (其 中 ni,1=n-r.) 
代入 (9.9.2) 得 
diag Cp Tay pt Tn) ss pT) O60 Uy) Gr) xr 
= (Us) ry ddiag pr Tyo pt Ty Oow-D)) (9.9.3) 
比较 等 式 (9.9.3) 两 边 的 第 (i,j) 块 得 
LUy= Un (其 中 jp,=0) 
当 izj 时 ， 由 于 pt 天 Li 导致 U; = 0 . 于 是 UU2 是 准 对 角 矩 阵 : 
UU> = diag (Uii, Uy, , Upsyi,k+!) 


由 此 可 知 
diag Cp Tn) pr Tn) pa) O00- 1) UU 
= UU3 diag Cp Tn) sp Ton) ss pre), On-n)) 
即 局 diag Cp Tory» pr Ten stl) O01)U 


= Uy> diag Cp Toy po Tr) pln), O(n- 1)) Us 

这 就 是 五 | = 态 ; .这 就 证 明了 HH 的 唯一 性 . 口 

对 半 正 定 Hermite 方 阵 豆 ， 满 足 条 件 H? = HH 的 唯一 的 半 正 定 Hermite 方 阵 

Hi 称 为 且 的 平方 根 (square root) ， 记 作 妥 2 或 VY 百 . 对 半 正 定 实 对 称 方 阵 5， 


已 经 知道 有 半 正 定 实 对 称 方 阵 5S) 使 5S? = S$， 由 $3 的 唯一 性 知道 $= S81. 
例 6 (矩阵 的 本 相抵) 设 A 是 mxn 复 和 矩阵， 求证 : 存在 mw 阶 西 方 阵 U 
入 阶 西方 阵 Q 使 
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- “ 9.9.4 
UAQ 交 ( ) 


0 
其 中 r=rank 4，j1,…,p 是 4 4 的 全 部 非 零 特征 值 \),… ,4, 的 算术 平方 根 ， 
称 为 矩阵 4 的 奇异 值 (singular value) . 
证 明 对 任意 XEC”"*"*,， 有 XX*A*AX=Y*Y=|y|?+.…+|y, 
其 中 了 = AX = (yi,…,y,,0,…,0) "， 因此 4 ”4 是 半 正 定 实 对 称 方 阵 . 存在 n 


2 
宕 0， 


” 阶 西方 阵 @ 使 


Q° 4 AQ= diag (1 ,24,,0,.… ,0) 
其 中 4 ,…,4, 是 和 4" 4 的 全 部 非 零 特征 值 因 而 都 是 正 实数 ， 不 妨 适 当 排 列 顺 
序 使 4A, 汪 … 二 4,>0. 
取 n 阶 对 角 和 矩阵 D = diag (jp,…,p,1,…,1)， 其 中 每 个 j; = V4;， 即 
Li>0 有 pi=h,， Ylgsisgr. 则 


D '*Q0*4”AQD- = diag (1,, Oc,_,) (9.9.5) 
记 B=AQD-'EC”™*"*， 则 (9.9.5) 成 为 
B* B= diag (lI,,O0(,.,)) (9.9.6) 


记 B 的 各 列 依次 为 1,… ,Pp EC”"*!. 则 (9.9.6) 说 明 列 向 量 及 ,…, 有 8， 两 
两 相互 正 交 ， 且 1,…,B, 是 单位 向 量 ， 而 对 r+T<j<n 有 (及 , 记 ) =0 因此 忆 
=0.， 两 两 正 交 的 单位 向 量 BL ,…, 有 .扩充 为 C"*! 的 一 组 标准 正 交 基 M = 
iB ，…,B,,Y,,1,…,Y, 1， 存在 m 阶 西方 阵 上 U 通过 西 变换 站 F PX 将 标准 正 
交 基 M 映 到 C"*! 的 标准 正 交 基 Ho = | el ,… ,ei ， 其 中 每 个 e; 是 第 i 个 分 量 
为 1、 其 余 分 量 为 0 的 m 维 列 向 量 . 对 每 个 1<i<r 有 UP, = e;， 因 而 


+» 1 0 
oop BV (Be es) 2 


对 

心 

上 
-人 人 
SO © 

J 
下 

局 


O 
如 果 对 复 和 矩阵 4，BE C”"*"， 存 在 西方 阵 U，Q 使 B= UAQ， 就 称 4 与 
B 西 相抵 (unitary equivalent). 例 6 的 结论 可 以 作为 定理 来 使 用 ， 它 在 等 式 
(9.9.4) 右 边 给 出 的 就 是 复 矩 阵 的 西 相抵 标准 形 . 
(9.9.4) 可 以 改写 为 
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Hl 
A=U ” U;, (9.9.7) 
Ar 
O 

其 中 UV; ，U, 是 西方 阵 . (9.9.7) 称 为 复 矩 阵 4 的 奇异 值 分 解 (singular value de- 
composition ) 。 

类 似 地 ， 如 果 对 实 和 矩阵 4，BE R”"*" 存 在 正 交 方 阵 P，Q 使 B= P4C ， 就 
称 4 与 8 正 交 相抵 (orthogonal equivalent)， 当 4 是 实 和 矩阵 时 ， 仿 照例 6 的 证 明 
过 程 ( 只 是 将 所 有 的 复 矩 阵 . 复 向 量 ,西方 阵 分 别 改 为 实 和 矩阵 、 实 向 量 、 正 交 方 阵 ， 
将 复 矩 阵 的 转 置 共 虑 改 为 实 和 矩阵 的 转 置 )， 可 以 证 明 实 矩阵 正 交 相 抵 于 与 
(9.9.4) 右 边 同 样 的 标准 形 . 因而 可 以 在 分 解 式 (9.9.7) 中 要 求 VU,，U, 是 正 交 
方 阵 ， 此 时 分 解 式 (9.9.7) 称 为 实 矩 阵 4 的 奇异 值 分 解 . 

例 7( 和 矩阵 的 极 分 解 ) 求证 : 任意 ” 阶 复方 阵 4 都 可 以 分 解 为 一 个 半 正 
定 Hermite 方 阵 五 (或 者 五 ; ) 与 一 个 西方 阵 UU 的 乘积 : 

A4=HU 或 者 4= Li 

而 且 其 中 的 半 正 定 Hermite 方 阵 HH (或 者 鼠 ;) 由 方 阵 4 唯一 确定 . 

证 明 由 例 6，4 西 相抵 于 标准 形 

D = diag (p31, ,p00,.% ,0) 
其 中 ,… ,py 是 4 的 奇异 值 ， 都 是 正 实数 . 存在 西方 阵 Di ,DZ 使 4 = UiDU,， 
从 而 
4=(UDUr)(CDDD)=(DD)(D> DP,) 
记忆 = UU,, HH = UDUT，H, = U7 DU,. 则 U 是 正 交 方 了 泗 . 五 ，H 都 与 半 
正定 Hermite 方 阵 万 本 相似 (因而 共 恩 相合 ) ， 都 是 半 正 定 Hermite 方 阵 . 且 
4 = FU = UH 
我 们 有 44“ = HUU* H* = 下，44 "是 半 正 定 Hermite 方 阵 . 由 例 5 知 满 


足 条 件 H? = 44 “的 半 正 定 Hermite 方 阵 H= V44i 是 唯一 的 . 

类 似 地 ， 有 A4* 4 = Hr U* UH, = H?， 满 足 条 件 H? = 4* 4 的 半 正 定 
Hermite 方 阵 妥 = VA* 4A 也 是 唯一 的 ， ” 口 

例 7 中 所 说 的 分 解 式 4 = HU = UH 称 为 复方 阵 4 的 极 分 解 (polar decom- 
position) ， 如果 4 是 实 方 阵 ， 则 极 分 解 式 中 的 U 是正 交 方 阵 ， 石 ，H, 是 半 正 
定 实 对 称 方 阵 . 

设 .如 是 欧 氏 空间 VV 上 的 正 交 变 换 ， 将 V 中 任意 一 组 向 量 g],…, 0 映 到 
.将 (0) om)， 则 (名 (oo )) = (Qi,@) 对 所 有 的 i, jj 成立. 反 
过 来 有 : 
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例 8 (Witt 扩张 定理 ) 如 果 了 中 任意 两 组 向 量 $ = loli,…,ao| 与 了 = 
15 ,… ,P| 满足 条 件 (@;,@) = (Bi,B)(Y1s<i,js<m)， 则 存在 正 交 变 换 .如 
将 a;t> PB;,，Y1<i<m. 试 证 明之 . 

证 明 任 取 VV 的 一 组 标准 正 交 林 小， 设 对 每 个 1 <ism, ai, 如 在 M 下 
的 坐标 分 别 是 针 ，Y,E R"*!. 依次 以 对 (1<<is<m) 为 各 列 组 成 nx m 和 矩 阵 4， 
Y; (1<igm) 为 各 列 组 成 n x m 矩阵 B. 则 对 任意 1 i， J 万 m，A"TAh 的 第 
(i, 门 元 XI = (Qi,0)) 与 B"B 的 第 (i,j) 元 YIY, = (pi,p) 相 等 . 因此 474 = 
BB. 

4A"A4 是 半 正 定 实 对 称 方 阵 ， 存 在 正 交 方 阵 P| 使 

PIATAP, = PITBTIBP = diag (1 ,0，…;0) 
其 中 X42 二 … 宇 4, >0. 对 每 个 1<isgr, 记 j= vV 和 >0. 取 对 角 和 矩阵 
D= diag (p14, ,p,1,.%,1) 
则 
D-'PiA'APID-'= D-!:PIBBPD-'= diag (1,),O(,_,) (9.9.8) 
记 41= AP1D-!，BI = BP1D-!， 则 (9.9.8) 成 为 
4141= BIB'! = diag (1(,), O(n ,)) (9.9.9) 

(9.9.9) 说 明 4; 的 各 列 两 两 正 交 ， 前 + 列 为 单位 向 量 ， 后 m - > 列 为 0 . 
Bi 的 各 列 也 是 如 此 . 4; 的 前 > 列 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 可 以 扩充 为 R"*! 
的 一 组 标准 正 交 基 Mi; Bi 的 前 > 列 也 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 也 可 以 扩充 为 
R"“ 的 一 组 标准 正 交 基 M,. 依次 以 Mi 的 各 向 量 为 各 列 组 成 n 阶 方 阵 OQ,， 依 
次 以 M, 的 各 向 量 为 各 列 组 成 n 阶 方 阵 8, ， 则 2,，92.: 都 是 正 交 方 阵 ， 己 = 
Q2:0i :是正 交 方 阵 ， 且 P,Q1 = Q,， R"” 上 的 正 交 变换 下 > 疡 赴 将 @i 的 前 > 
列 分 别 变 到 @, 的 前 + 列 ， 也 就 是 将 4; 的 前 + 列 分 别 变 到 Bi 的 前 > 列 . 而 4， 
的 后 m -7 列 与 Bi 的 后 mm =- r 列 都 是 零 ， 正 交 变 换 蕊 F> 已 三 当然 也 将 41 的 
后 mr 列 分 别 变 到 8B, 的 后 m-r 列 . 因此 ， 瑟 F> 疡 王将 4 的 各 列 分 别 变 到 
B, 的 各 列 ， 从 而 


PA1=B, 
即 P,AP,D-!'= BP.D-! 
这 导致 

P,A=B 


这 说 明 R"“1 上 的 正 交 变换 下 Fw 已 下 将 4 的 各 列 夺 | ,…, 针 ,分 别 映 到 B 的 各 
列 了 ，,，…，, 了， . 
对 应 地 ，V 上 在 标准 正 交 基 MM 下 的 矩阵 为 P; 的 正 交 变换 将 gl ,，…,a， 分 
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别 映 到 有 ,，… ,有 . 

例 8 的 结论 说 明 : 欧 氏 空间 V 中 两 组 向 量 { ol ,…，,an| 与 11 ,… ,P| 之 间 
保 内 积 的 对 应 关系 oj Fr B; 可 以 扩充 为 了 上 的 正 交 变换 . 这 个 结论 称 为 Witt 
扩张 定理 (Witt's extension theorem) . 容易 证 明 ， 类 似 的 结论 对 于 西 空间 也 成 立 . 


习 题 9.9 


1. 设 |,，H, 都 是 n 阶 正定 Hermite 方 阵 ， 求 证 : HH 的 特征 值 都 是 正 的 . 


2. 设 n 阶 Hermite 方 阵 有 BH 的 秩 为 -， 证 明 : > 全 . 
3. 设 石 = (hy),x ,是 正定 Hermite 方 阵 ， 求 证: det Ha hi…h 


4. 设 和 A=(as),x ,是 n 阶 复方 阵 ， 求 证: 


| det 4 | 一 II¥ | a | 

5. 证 明 : 复方 阵 4 是 规范 方 阵 人 驴 存 在 复 系数 多 项 式 F(A) 使 4* = 和 (4). 

6. 证明 : 实 方 阵 的 每 个 奇异 值 都 是 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 4>0. 

7. 设 n 阶 正定 Hermite 方 阵 太 = 4+i8, 其 中 4，B 是 n 阶 实 方 阵 , 了 = -1. 证 明 
det 4 宇 det H， 其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 B=0. 

8. ( 复 系数 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ) 设 A4E C”"*"，BEC”"*!. 如 果 非 齐 次 线性 方程 组 
AX= 无 解 ， 我 们 求 XoE C"* 使 det (4Xo - B) 最 小 ， 这样 的 Xo 称 为 AX = B 的 最 小 二 乘 
解 . 求证 : Xo 是 4AX = 的 最 小 二 乘 解 Xo 是 方程 组 4* AX = A4* 8 的 解 . 

9. (M-P 广 义 逆 ) 设 4 是 m xn 复 和 矩阵. 如 果 nx m 复 和 矩阵 B 同时 满足 以 下 4 个 条 件 ， 
就 称 B 是 A 的 一 个 Morre - Penrose 广义 逆 ， 简称 M-P 广 义 道 : 

(1) ABA = A; (2) BAB=B; (3) (4B)* = AB:; (4) (BA)* = BA. 

试 通过 以 下 步骤 研究 More - Penrose 道 的 存在 性 ， 唯 一 性 及 与 解 方程 组 的 关系 ， 

(1) 选择 m 阶 西 方 阵 Ci 和 mn 阶 西方 阵 U, 将 4 酉 相抵 到 标准 形 


AI ， 
4 = UiAU, = “ ， 
O 


其 中 由 六 >0. 令 B= Uy BUY . 求证: 
8B 是 4 的 M-P 广 义 逆 必 Bl 是 4| 的 M-P 广 义 逆 ; 

(2) 证 明 : 4; 存在 唯一 的 M-P 广 义 逆 ， 从 而 4 存在 唯一 的 M-P 广 义 逆 . 我 们 将 4 
的 唯一 的 M-P 广 义 道 记 作 4:; 

(3) 对 任意 BE C”"*!， 求 证; 对 = 4 1B 是 线性 方程 组 AX = 有 的 最 小 二 乘 解 . 如 果 最 小 
二 乘 解 不 唯一 ， 则 下 =4+* 有 还 是 模 | 瑟 | 最 小 的 最 小 二 乘 解 . 

(4) 设 4E 1"*" 的 秩 为 :， 则 可 写 4= BC 使 有 ECE 严 < ，rank B=rankC-= 
r. 已 经 知道 8”*B，CC* 可逆 . 试验 证 

. A*=C"(CC’) !(B’B)-'B:’ 

满足 M-P 广 义 道 的 4 个 条 件 . 
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